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لا يجوز نشر أي جزء من هذا الكتاب, أو اختزال مادته بطریقة 
الاسترجاع, أى نقله على أي نحوء وبأي طريقة, سواء كانت إلكترونية 
أي ميكانيكية أو بالتصوير أو بالتسجيل أو خلاف ذلك 
إلا بموافقة الناشر على ذلك كتابة ومقدما 


إلى الطالب 


تغطي هذه المجموعة. المتكؤنة من آلاف الأسئلة المحلولة. كل انواع المسائل تقريباً التي قد تظهر في آي مقزر الجبر الخطي. كما أنها 
تضم مسائل حسابية ومسائل نظرية (تقتضي براهين) 

يُستهلٌ كل قسم بمسائل ابتدائية تزداد صعوبتها مع التقدم في القسم. وتظهر المسائل النظرية التي تقتضي براھین بعد المسائل 
الحسابیةء التي قد تسلّط الضوء على النظرية (فمعظم الطلاب يجدون صعوبة في البراهين) 

يكون لدى الطلاب عادة كتاب مدرسي مخصص لمقرر الجبر الخطي. ولذلك يتبع تسلسلٌ الفصول الترتيب المعتاد في معظم الكتب 
المدرسية (رغم أنه قد يكون هناك بعض التفاوت). غير أن فصولنا واقسامنا كتبت بحيث يمكن تغيير ترتيبها كلما كان ذلك محتملاً: دون 
صعوبة أو دون انقطاع التواصل. 

يتبع حل كل مسالة بيان المسالة على الفور. لكنك قد ترغب في حل المسألة بنفسك قبل أن تقرا الحل المعطى بل ينبغي عليك في 
الواقع أن تحاول حل المسالة دون الرجوع إلى الكتاب بعد أن تقرا الحلّ. وهكذا فإن كتاب :3000 مسالة محلولة غي الجبر الخطيء هو 
بمثابة تكملة لأي مقرر في الجبر الخطي؛ أى بمثابة مقرّر مذاكرة مستقل». 


المحتویات 
الفصل 1 المتجهات في "12 و "0 


1.1 المتجهات في ١2.1 ١8*‏ جمع المتجهات وضربها في سلميات 1 1 رمز التجميع ١‏ 4.1 الجداء النقطي 
(الداخلي) ١‏ 1 النظيم (الطول) في *18 6.1 المسافة. الزواياء المساقط ١‏ 7.1 التعامد ١‏ 8.1 فوق المستويات 
والمستقيمات في "8 ١‏ 9.1 الأعداد العقدية 10.١ ١‏ المتجهات "© | 1 الجداء النقطي (الداخلي) في "© ١‏ 12.1 
الجداء التقاطعي (الخارجي أو المتجھي)۔ 

الفصل 2 جبر المصفوفات 
٠.2‏ المصفوفات ١‏ 2.2 جمع المصفوفات والضرب السلمي ١‏ 2 الضرب المصفوفي ١‏ 4.2 منقول مصفوفة ١‏ 5.2 
العملیات الصفية الأولية: مرتكزات 6.21 المصفوفات الدرجية. الاختزال الصفي, الارتكاز (التمحور) ١‏ 7.2 الشكل 
الصفي القانوني. حذف جاوس ١‏ 8.2 المصفوفات المركبة 

الفصل 3 منظومات المعادلات الخطية 
3 الخطية, الطول ١‏ 23 المعادلات الخطية في مجهول واحد | 3 معادلات خطية في مجهولين ١‏ 4.3 معادلة 
واحدة في مجاهيل عديدة 1 3 3 معادلات في 0 مجاھیل ١‏ 3 منظومات في الشكلين المثلثاتي والدرجي ١‏ 7.3 
90 "'“ء- -۸+) 3 منظومات المعادلات الخطية في شکل مصغفوفي ١‏ 9.3 المنظومات المتجانسة ۱ المنظومات 
غير المتجانسة والمنظومات المتجانسة المقرنة ١‏ 1.3! منظومات المعادلات الخطية لمعادلات متجهية. 

الفصل 4 المصفوفات المربعة 
14 قطر. اثر ا 4 المصفوفات: المتطابقة والسلمية والقطرية ١‏ 3.4 جبر المصفوفات المربعة, المصفوفات 

4.41 قوى المصفوفات ١‏ 4 المصفوفات المربعة کدوال ١‏ 6.4 المصفوفات القابلة - للقلب (القابلة للمكس, 

ية | العكوسة). المصفوفات العكسية | 4 المصفوفات الأولية ١‏ 8.4 عمليات الاعمدة. التكافؤٌ المصفوفي ١‏ 9.4 

اظرة | 11.4 مصفوفات عقدية | 12.4 
المصفوفات الھرمیتیة ١‏ 13.4 المصفوفات المتعامدة ١‏ ۱44 مصفوفات واحدية 15.4 مصفوفات ناظمية ١‏ 16.4 
مصفوفات مركبة مربعة 

الفصل 5 المحددات 
٠.5‏ دالة المحددة. المحددات من المرتبة واحد | 2.5 المحددات من المرتية الثانية أ 3.5 المحددات من المرتبة 
الثالثة ١‏ 4.5 التبادیل ١‏ 55 المحددات ذات المرتبات الاختیاریة ١‏ 65 حساب قيم المحددات: مفكوك لابلاس ١‏ 7.5 
القرين الكلاسيكي ١‏ 5 الحجم كمحددة ١‏ 5 قاعدة کرامر المصفوفات المركبة ١‏ 10.5 المصفوفات الجزئية. 
انصغیرات العامةء الصغیرات الرئیسیة ۱ ۱1.5 مسائل متنوعة 

الفصل 6 البنی الجبریة 
6 المجموعات, الاستقراء الریاضی, المجموعات الجدائیة ١‏ 2.6 العلاقات ١‏ 3.6 علاقات التجزئة والتكافق ١‏ 6.4 
العمليات وأنصاف الزمر | 5.6 الزمروالزمر الجزئية | 6.6 زمر جزئیة ناظمیةء زمر عاملیة, تشاکل زمر ١‏ 7.6 الحلقات 
والمثاليات 8.6١‏ الحلقات الصحيحة, المناطق المٹالیة الرئيسية, مناطق التحليل الوحيدة إلى عرامل أولبة 9.6١‏ الحقول. 

الفصل 7 الفضاءات والفضاءات الجزئية المتجهية 
7 الفضاءات المتجهية ١‏ 27 الفضاءات الجزئية للفضاءات المتجهبة ١‏ 3.7 التركيبات الخطية. البسطات الخطية ١‏ 
7 المجموعات المولّدة المولّدات ١‏ 57 الفضاء الصفي لمصفوفة | 6.7 المجاميع والمجاميع المباشرة 

الفصل 8 الترابط الخطيء القاعدة, البُعْد 
8 الخواص الابتدائية للترابط والاستقلال الخطيين ١‏ 2.8 الترابط الخطي للمنجهات ١‏ 3.8 مبرهنات على القواعد 
والآبعاد ١‏ 8 قواعد وابعاد ١‏ 5.8 أبعاد وفضاءات جزئیة ١‏ 6.8 رتبة مصفوفة ١‏ 7.8 تطبيقات على المعادلات 
الخطیة ١‏ 8.8 المجامیع, المجاميع المباشرة التقاطعات ١‏ 9.8 إحداثيات 

الفصل 9 التطبيقات 
19 تطبیقاتء دوال ١‏ 2.9 الدوال حقيقية ‏ القيمة ١‏ 3.9 التطبيقات متجهية القيمة ١‏ 49 ترکیب التطبیقات 5.91 
تطبيقات واحد ‏ لواجد. فوقية. عكوسة 








مصفوفات مثلثية عليا ومصفوفات خاصة آخری ١‏ 0.4! مصفوفات 


35 


59 


89 


125 


156 


188 


213 


245 


الفصل 10 التطبيقات الخطية 
0 التطبيقات الخطية ١‏ 2.10 خواص التطبیقات الخطیة ١‏ 3.10 نواة وصورة تطبيق خطي ١‏ 4.10 حساب نواة 
وصورة .تطبيق خطي | 5.10 تطبيقات خطية شاذة أى غير شاذة. تشاكلات تقابلية ١‏ 6.10 تطبيقات في الهندسية, 
ماک م . 

الفصل 11 فضاءات التطبيقات الخطية 
٠.1‏ عمليات التطبيقات الخطیة ١‏ 1 الفضاء المتجهي للتطبيقات الخطية ١‏ 3.11 جبر التطبيقات الخطية ١‏ !4.1 
المؤئرات العكوسة ١‏ 5.11 التطبيقات الخطية ومنظومات المعادلات الخطية. 

القصل 12 المصفوفات والتطبيقات الخطية 
2 التمثيل المصفوفي لمؤثر خطي ١‏ 2.12 المصفوفات والمؤثرات الخطية علی, ۸ | 3.12 المصفوفات وعمليات 
التطبيقات الخطية ١‏ 4.12 المصفوفات والتطبيقات الخطية. 

الفصل 13 تغيير القاعدة, التشابه 





3 مصفوفة تغيير ‏ قاعدة (مصفوفة إنتقال) | 2.13 تغيير القاعدة والعمليات الخطية | 3.13 التشابه وتحويلات 
التشابه ١‏ 4.13 أثر ومحددة مؤثر خطي ١‏ 5.13 تغيير القاعدة والتطبيقات الخطية. 

الفصل 14 فضاءات الجداء الداخليء :م0 
4.فضاءات الجداء الداخلي ١‏ 2.14 خواص الجداءات الداخلية والتنظيمات ١‏ 3.14 عتباینة کوشي - تشفارتز 
وتطبيقاتها ١‏ 4 التعامدء المتممة المتعامدة 5.141 المجموعات والقواعد المتعامدة ١‏ 6.14 المصفوفات المتعامدة 1 
4 المساقط خوارزمية غرام ‏ شميدت. تطبيقات ١‏ 8.14 الجداءات الداخلية والمصفوفات المعرّفة موجبة | 9.14 
فضاءات الجداء الداخلي العقدية ١‏ 10.14 الفضاءات المتجهية النظمية. 

الفصل 15 الحدوديات فوق حقل 
5 حلقة الحدوديات ١‏ 2.15 الخوارزمية الإتليدية. جذور الحدوديات ١‏ 3.15 منطقة مثالية رئيسية. حلقة التحليل 
الوحيد إلى عوامل أولية ١‏ 4.15 حدوديات لمصفوفات ومؤثرات خطية. 

القصل 16 القيم الذاتية والمتجهات الذاتية, التقطير 
6 الحدودية المميزة» مبرهنة كايلي ‏ هاملتون ١‏ 2.16 القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ١‏ 3.16 حساب القيم الذاتية 
والمتجهات الذاتية» تقطير المصفوفات ١‏ 4.16 الحدودية الأصغرية | 5.16 خواص أخرى للقيم والمتجهات الذاتية. 

الفصل 17 الأشكال القانونية 
7 الفضاءات الجزئية اللامتغيرة | 2.17 المجاميع المباشرة: المساقط | 3.17 تحليل مجموع . مباشر لا متغير | 
7 مؤثرات ومصفوفات معدومة القوى ١‏ 5.17 شكل جوردان القانوني | 6.17 فضاءات خرأرج القسمة والأشكال 
١ 1‏ 7.17 فضاءات جزئية دورية. (1 و ۷ ) 2 8.17 الشكل القانوني المنطق. 

الفصل 18 الدالّبات الخطیةء والفضاء الثنوي 
8 الدالیّات الخطیة والفضاء الثنوي ١‏ 2.18 القاعدۂ الثنوية ١‏ 3.18 الفضاء الثنوي الثاني. التطبيق الطبيعي | 4.18 
العُعْدِمَات | 5.18 منقول تطبيق خطي. 

الفصل 19 الأشكال الخطانية (تنائية الخطية) والتربيعية والهرميتية 
9 الاشكال ثنائية الخطية (الخطانية) ١‏ 2,19 الأشكال الخطانية والمصفوفات ١‏ 3.19 الأشكال الخطانية (ثناثية 
الخطية) المتناوبة ١‏ 4.19 أشكال خطانية متناظرة 5.191 الأشكال التربيعية! 6.19 أشكال خطانية وتربيعية متناظرة حقيقية. 








قانون العطالة | 7.19 التقطير المتعامد للأشكال التربيعية الحقيقية 8.19 الأشكال الهرميتية 9.19 تعدد ‏ الخطية والمحددات. 


الفصل 20 المؤثرات الخطيه على فضاءات الجداء الداخلي 
0 مؤثرات قرينة ١‏ 2.20 المؤثرات القرینة - لذاتھاء المؤثرات المتناظرة ١‏ 3.20 مؤثرات متعامدة وواحدية ١‏ 4.20 
مؤثرات موجبة ومعرّفة ‏ موجبة ١‏ 5.20 المؤثرات الناظمية ١‏ 6.20 مبرهنة طيفية. 

الفصل 21 تطبيقات في الهندسة والحسبان 
21ا ترميز متجهي في ۸ | 2.21 المستويات.. والمستقيمات المنحنيات. السطوح في ۸ | 3.21 الحقول السلمية 
والمتجهية ١‏ 4.21 مؤثر دل ” ٠‏ التدرج؛ التباعد. الدوران ١‏ 5.21 المعادلات التفاضلية. 
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الفصل 1 
سے في R8"‏ و یت 





1 المتجهات في 25 


1.1 


2.1 


3.1 


4.1 


5.1 


6.1 
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يعرّف متجه نا في الفضاء المتجهي "8 بأنه مجموعة مرتبة من 8 عدد حقيقي: ( 
بالمركبة إى الاحدائية الكائيه ل ا. قارن هذا بتعريف متجه في الفيزياء 


(43, 





نا يسمى العدد الحقيقي 8 


٠ 
ال تعرّف الفیزیاء متجهلا بانه كمية ذات مقدار وإتجاه, ممثلة بواسطة سهم أو قطعة مستقيمة موجهة تبدا من نقطة مرجعية‎ 


0. الشكل 1-1 يعرّف متجه مستي لا بواسطة إحدائبي نقطته الطرفية (4,2). أي أن (4,2) >< كا وذلك وفق التعریف المذكور 
لمتجه في 22 


Ê 24,2) 





آذکر الفرق بین متجه صقي ومتجه عمودي. 


88 المتجه العمودي نا هو متجه رتبت مركباته راسياً: 


آما المتجه الصفٌي فهو متجه رتبت مركباته أفقيا كما في المسالة 1.1. [في هذا الفصل, تكتب المتجهات عادة كمتجهات صقّية] 


إلى أي فضاء متجهي "2 ينتمي كل متجه؟ 
(i)‏ )3,258( (ب) (3,6+2) (e)‏ )7,2,57( 


8 () 8 لوجود أربع مرکبات (ب) لا یوجدہ نظراً لوجود مرکبات غير حقيقية. . (ج) 27 [7 و 57 عددان 





لیکن المتجھان لا و ۷ غي ٭388. متى يكون ٠ع‏ نا؟ 

للا يتساوى المتجهان دا و ۷ إذا وفقط إذا تساوت المركبات المتقابلة. 

لتكن (1,2,3) = ری  )2,3,1(‏ يلاء (1,3,2) = ر (2,3,1) > رلا متجهات في 87. أذكر المتجهات المتساوية (إن وجدت). 
ل المتجهان ,نا و ,ظا فقط متساویا المرکبات. 

أوجد × ے ا إذا ‏ (ر+ ×2) -> (3,. 


8 ہما ان المتجهين متساويان, فإن المركبات المتقابلة تکون متساویة: 2= x»‏ + ے3 بالطح, != 





عرف المتجه الصفرى في *۴. 


81 


9.1 


10,1 


المتجهات في "8 و "© 


18 )0,0,...,0( 0# 
8 مركبة 





أوجد × ولا إذا كان (3 - ,لا+ *) نا المتجه الصفرى. 

8 اول نساوي مركبتي نا بالصفر لنحصل على المعادلتين: 0= ر+ × 8-3-0. المعادلة الأولى تعطينا 3 > »ا 
إذن: تعطى المعادلة الأولى ‏ 3- 2 لإ 

1-7202 في "8. 





الا ر-ہ -ہہ۔ہ) ٭ “. 

اوجد السوالب کہ (1) (8,4-,5ت,3) < دم (ب) (428:0-) <۷ _(ج) (0.0,0:0)< ۵ 

ھ )|( 4~ ,8 ,5 ,3( = مہ ہروےی۔- ہروے)- ,3س) ھ--؛ _(ب) (20:0- ,4)= بوسر 
(e)‏ 9 ع (0,0,0,0) = (0- ,0~ ,0 ,0~( = @- . 

أثبت إن باع (ن-)- من أجل أي متجه في "2. 

گلا لیکن 4...4 ,) ن. يما أن =a‏ (ھ-)- من أجل أي سلمى 2 في 8 إذن: 


= ھر = ل4ھ“ هس )ست ع (ن۔)- 


1 جمع المتجهات وضريها في سلميات 


12.1 


لیکن .تار < و ل۷...ك۷,.۷) ۷ متجهين في ”8. إذن, المجموع 7 + نا هى المتجه 

ل۷ “* لايرلا 4 يلار رلا 4 U FY = (U,‏ 
بين أن هذا التعريف يتوافق مع جمع المتجهات في الفيزياء. 
18 في الفيزياء. المتجه ۷+ ھو قطر متوازي الاضلاع المکون من المتجهين ٠ا‏ و ٠۷‏ كما يوضحه الشكل 2-1 (). الآنء 
لتكن © نقطة الأصل لمنظومة إحداثية (في 82): ولنفترض أن (8,6) و (0,4) نقطتا الطرف للمتجهين لا و ۷ علی الترتیبہ كما 
في الشكل 2-1 (ب). إذن؛ وباستخدام الهندسة, يمكن أن نبين أن (0 + 8 ,© + 0) هي نقطة الطرف للمتجه “+ ل. من جهة 
آخری: بجمع المركبات المتقابلة. تحصل على 

(a,b) + (c,d) # (a + c,b + d) 

تعريفا الجمع يعطيان كلاهما نفس النتيجة. 





14.1 


15.1 


16.1 


17.1 


18.1 


الفصل 1 0 9 


إەسب () (4 ,2- ,1 ,1) + (6- ,5 ,4~ ب3 (ب) (5- ,4 + (3- ,2 ,1). 


8 () نجمع المركبات المتقابلة: 
(2-,3,3-,4) = )4+ 6~ ,5-2 ,1+ 4~ ,1+ 3( = )2,4 ,1,1( + )6= ,3,4,5( 
(ب) إن المجموع غير معرّفي لان المتجهين ليس اهما نفس عدد المركبات. 


احسب: () )4( (ب) )6 


5 


"۷ 


(ب) إن المجموع ليس محدداًء إذ أنَّ عدد مركبات المتجهين مختلف. 


ل8 (1) نجمع المركبات المتقابلة: 


لیکن (لا....ررنا,,0) > نا أي متجه في "8 وليكن ‏ أي سلمى [عدد حقيقي] في #. إذن» الجداء [السلمی] ٤۷‏ هو المتجه 
7تک یی 

بين كيف يتوافق هذا التعريف مع الضرب السلمي المتجهات في الفيزياء. 

8 تعرّف الفيزياء جداء عدد حقيقي ‏ ومتجه [سهم] ها مثلاً بنقطة مرجعية © بأنه المتجه () الذي يكون مقداره مساويا 

لمقدار ا مضروبا في |18 : (8) واتجاهه هو اتجاہ تا إذا K<0‏ ومضاد له إذا 0> . شكل 3-1 (1) لإيضاح ذلك. نختار الآن 

0 كنقطة الاصل لمنظومة إحدائية [ل 82]: ولنفترض أن (0,0) النقطة الطرفية ل 8؛ كما هى موضح في شكل 3-1 (ب). إذن, 

باستخدام الهندسة:؛ يمكن أن نبين بسهولة أن 8 هو (8,5). من جهة أخرى» يعطى تعريفنا (ط4,K))‏ = (8,5), نفس النتيجة. 


(ka, kb) 





احسب: () -(5-60-,3)04 (ب) (8-,6,7)- . 
8 (آ) إضرب كل مركبة في العدد السلمي: (12,15,18-) = (6-,5-,3)4-. (ب) إما أن تضرب كل مركبة في ا- أى 
تاخذ سالب كل مركبة! في الحالتين تحصل على (7,8-,6) 


2 
احسب: () 3 1 ۰ (2)7- . 


8# إضرب كل مركبة في العدد السلّمي: 
0-/ 2- 
71١٦ /-4‏ 
3-0 سو 
(- 0{ ات 
عرف الفرق, ۷~نء للمتجهين ا و ۷ في "۸ 
28 نحصل على الفرق بإضافة السالب؛ (0-) + نا = ران 


08 المتجهات في "۴ و "° 


19.1 


20.1 


211 


25.1 


إحسب: (ا) (79-,4,1) - (85,6,8-,3), ()۔(٥)‏ 


# أوجد أولاٌ سالب المتجه الثاني ثم إجمع: 
(0) 1,6,1317( = (9-,1,7- ,4=( + )3,5,68( = )4,1,79( = )3,5,68( 


4-5-5-0( 
لتکن (7,1-,2) = ند _(3,0,4-) = ب (8-,0,5) = w۷۔‏ أوجد (زق 4۷ - ت3 (ب) 3۷-5۷9+ تھا 


18 إنجز الضرب السلمي أولاً ثم الجمع المتجهي. 
4v = 3(2,-7,1) “4-304 > )6,-21,3( + )12,0,-16( > )18,-21,-13( 0(‏ ¬ 38. 
(ب) (8-;5(0,5- )3,04-(3 + )7,1-,2(2 = 2u + 3v — Sw‏ 
(25,40-,0) + (9,0,12-)+(14,2ت,4)- 
(39,54-,5-) (2+12+40, 4+0-25 [- 0+ 4-9) - 


لکن (2,1,4-,3) ل ی (3,6-,7,1) = ۷ في “2 اوجد () ۷+ نہ (ب) 48 (ج) 20-39 

ل 0 2,10-,1-,10)ك(6 +34 2+1,1-,3+7) د + بد (ب) 12-8۸16)- (44,ا.2(,4-).4.3,4) ديف 
(م) (10-,7,11-,5زے) - (18-,39-,21-) + )4,2,8-,6(= .2u — 3v‏ 

أوجد × و إذا (2,3)× عد (4). 

8 () نضرب في العدب السلمي * للحصول على (×2×,3) = (2,3)× = (ل4) . (61 نشاوي بين المركبات. المتقابلة: 
2 ع 4 ×3 = ل (11) نحل المعادلتين الخطيتين من أجل × و لإ: 2 - 2 و کے 

اكثب (1,9) = # کترکیبة خطیة للمتجھین (1,2) > لا و (1-,3) =۷ 


88 نريد إيجاد عددين سلمیین × و لا بحيث أن لالا + ناء > 08 أي أن 
زیرے 2ر3 + «) ع (لرسربوة) + x(1,2) + y,—1) = (2x)‏ = (1,9) 
المساوأة بين المركبثين المتقابلتين تعطي المعادلتين 


x Fay w1 2x-y=9 
لحل منظومة المعادلتين. نضرب المعادلة الأولى في 2- ثم نضيفها إلى المعادلة الثائیة لنحصل على 7= ر7- أو‎ 
1--لا. اثم نعوض ب[- -ز في المعادلة الأولى للحصول على 3-1-*, فى 4-*. وبذلك يكون لدينا‎ 


۷ہ 4ع ۷۔ 
اكتب (34-,2) = ۷ كتركيبة خطية للمتجهات (1,1,1) = ,نس (1,1,0) = ر (1,0,0) = لاء 


8 إتبع خطوات المسالة 23.1, مستخدما الترميزات العمودية هذه المرة. 


رای بو عد 2 ¥ x‏ 1 1 1 2 
روم (=)(*)(-)(- 0 » + |11 أبر+ |1 امع |3- 
zx‏ 0 0 هأ /0 0 1 4 
الآن. ساي بين المركبات المتقابلة كل منها للأخرى: 
xK+y+a=2  x+y=-3  x=4‏ 

لحل منظومة المعادلات, نعوض ب 4= »× في المعادلة الثانية لنحصل على 3-=لر+4 أي 7= ل ثم نعوض في 
المعادلة الأولى لنجد 2=5. وبذلك تكون واد + ر70 - ,4= ۷. 
آکتب (5-,1,2) = ۷ کترکیبة خطیة المتجھات (1-,1-,ا) = لا (2,14) = رن ی (1,1,3) = رل 


8 أولاً. نضرب في السلّميات عاازا ثم نجمع: 


261 


271 


281 


30,1 


311 


الفصل 1 8 41 


1 1 2 4 x+2y +z 
2= x بے یر۔ے اك‎  ج‎ 
- -1 4 3/ \-x+4y+3z 


ثم نساوي بین المركبات المتقابلة لنحصل على المنظومة: 

کے = 32 + بر ل عرس 0 ےج ج پوس 1= 2+ x +2y‏ 
نضيف المعادلة الأولى إلى المعادلة الثانية لنحصل على () 3 = 22 + ر3. الآن» اضف المعادلة الاولی إلی المعادلة الثالثة 
لنحصل على 4- = 42 + ل6 أو (01 2 - = 22+ ل3 من الواضح إن المعادلتين () و (نة) غير متوافقتين. يعني هذاء أن 
۷ ليست تركيبة خطية ل 1ا راء پلا۔ 


{u + vv) + w= + (V + w)( أثبت أن‎ 


لا من التعريف [المسالة 12.1] تكون 7+ ,نا المركبة رقم أ ل ۷+ ها وبذلك تكون ,* + 70+ ,ل) المركبة رقم 1 
ل »+ (۵+۷). من جهة أخرى, تکون 8 + 3 الصركبة 1ل 04+18 وبذلك تكون (8 + 0) + ,ن. المركبة 1 








ل(« + )١‏ + نا. ولكن ,ناء :0 ,8 أعداد حقيقية يتحقق من أجلها قانون التجميع: أي أن 
w, = u, + (v, + w) Gû = tm)‏ + 0 
وبالتالي» (۷ + ۷) + ن = س + (بہ + 0). لان مركباتها المتقابلة متساوية. 
آثبت آن =u‏ 0+ ل 
u FO = (Ull) F (0O,0,...,0) = (u, F 0,0, + 0,1) = (lil. = U 8‏ 
أثبت أن 0 (ن-) + ن 
00 0 (0,0.....0) × ز ٠ن‏ ~ بولا - رلا لا = ,)= ل ...رلا 3ا-) + ( u + (=U) (Ur‏ 





اثبت ان +٣۰‏ یے ۷+ 
8 وفق التعریف [المسالة :.12]: تكون ,7 + إلا المركبة 1 ل ؛ + لا وتكون إلا + ,7 المركبة أ ل ا + ۷. ولكن إا ى إ۷ 
أعداد حقيقية يتحقق من أجلها قانون التبديل أي أن 

لماك 1) لا ٠+‏ بات ,¥ + u,‏ 
وبالتائي, نا+ ۷= ۷+ ا نظراً لتساوي مركباتهما المتقابلة 
اثبت ان ku + v) = ku + kv‏ 
© بما أن ۷+ پت المرکیة ذ ل “+ ل تكون (۷+ 00ا المرکبة لہ (۷ +00 ہما آن k٦,‏ ی k۷‏ المرکبتین ا 4 k٦‏ 
ی ۸۷ علی الترتیب: تکون ,9 + ,10 المركبة 1 ل 16 + نا!. ولكن »1 رن٠‏ ,۷ أعداد حقيقية؛ إذن 

ku, + v) = ku, + kv, Û =1...) 


وبذلك. 50 + <٦‏ (۷ + ۴)0 نظراً لتساوي المركبات المتقابلة. 


أثبت 





أن انملاع نملك لاع + ع0 
8 وفق التعريف [المسالة 15.1]» تكون نا( + ) المركبة ¡ للمتجه نا" + 06). بما أن إلى ,ناا المركبتان 1 ل ناكا 
و نا علی الترتيب. تكون ,لاع + لاطا المركبة 1 ل لاط + ناط. ولكن كا, 'كا. بلا أعداد حقيقية: إذن 

06 بس‎ = ku, +K, (i= 











7) 


وبالتالی 10+ نط > لا(" + 0 نظراً لتساوي المركبات المتقابلة. 


(kK')ı = k(k'ı) أثبت أن‎ 


2 © المتجهات في "8 و "© 


8 ہما ان لاک المركبة 1 ل کہ تكون (1)000 المركبة 1 ل (50)ط. ولكن (٠,‏ )) المركبة 1 ل د( ))K‏ ويما أن ع 
ل ,نا أعداد حقيقية: إذن 





: دعم د برعل 
وبالتالي ٥0ء‏ < ۷(٣‏ [ا), نظراً لتساوي المركبات المتقابلة. 
31 أثبت آن 0ع 14: 
(lu, ly...) = O) =u E‏ = لہ لارا )1 حلا 
1 أثبت أن 0= 0 من أجل آي متجه لا 
8 طريقة 1: 0 = (0,0,...,0) = ل00,0....ية0ر٥0)‏ < يلار 
طریقة 2 من التعريف 31.1, ن0 + د0 = ب(0 + 0) > 00. بإضافة (00)- للطرفين نحصل على 
Ov + {—(0v)} = (Ov + Ov) + (~ (0v))‏ 
(((0۷)-) + (0۷) + 0۷ = 0 [بواسطة المسالتين 28.1 و 26.1 
ب التين 1 
0 +00 0 [بواسطة المسالة 28.1] 
0۷ = 8 [بواسطة المسالة 27.1] 





[لاحظ ان الطریقة 2 رغم طولهاء لا تستخدم الإحدائيات صراحة). 
8354 ابت آن 0= ۸0 من أجل أي سلمى 6. 
8 طريقة 1 0= (0,0,..,0( = .kOÛ = K(0,0,...,0) = (k.0,k.0,..K.0)‏ 


طريقة 2: من المسالة 34.1, 0 - 0 + 0. إذن, وبواسطة المسالة 31.1 100+ .K0 = K)0 + 0( = K0‏ نضيف (040 - 
إلى الطرفين, فنجد النتيجة المطلوبة. كما في المسالة 34 1. 
10 ٗ۰ئ) 
# من الخواص التي سبق إثباتهاء نجد 
ورری + وہ وروی + وا ع ن(ز! -) + 1) د :0 د 0 ع (ن -) + نا 


وهذا يقود إلى النتيجة بإضافة ا- إلى الطرفين. 


1 رمز التجميع 
1 ليكن 100 تعبيراً جبرياً يتضمن عدداً صحيحاً متغيراً. عرّف التعبیر 
S, = 2 FE)‏ 
2 
حیث 1< 2. [هناء يسمى 1 النهاية الدنياء 8 النهاية العلياء والحرف الإغريقي سيغما يعمل کرمز التجمیع]۔ 
8 زم + (1-م+...+ (2) + (401 - ,5. يتضح من هذا التعريف أنه من أجل 2 < 0 (00+ ,_,5 5,7 


2 
1 النفترض أن ,3 وي عددان صحيحان بحيث أن ,5 > ,0 عرّف (4)/ لے ٠‏ 


© (ہمٹر+۰۰۰+ (2 + ہوزر + (( + ہمز + FE = f(r)‏ 3 من أجل ,28> ,5: يعرّف المجموع عادة بأنه صفر. 
٦‏ 


1 اسب ]ا رط 


7 
4 


. J C= 1 +2° +3° +4 -1+8+27+64-100 8 


ka 


الفصل 1 0 13 


5 
1 إحسب 2/5 , 


j2 


8 
j =2 +3 + 4 +5 =4 +9+16 +25 = 54 8 


2ر 


41 لاوجد ید 3 0 

0 و سس کے 7 
1 أعد الكتابة بدون استخدام رمز التجميع: 

ab.)‏ 3 . (ب) مه کے ٭ eb (e)‏ د 

8 () رطيه ...+ رطية + رطبرة (ب) "كيه +..+ تہ + ×ھ + پ٥‏ (ع) يوظيية + نط روظيية + روظيية + ررثارية. 
1 أثبت أن (6)م 2 + g(k)] = 5 F(R)‏ + 7۸] 2 1 

لقا يكون البرهان باستقراء من أجل .١‏ لدينا من أجل 1= ي 

0 ] 1) + g(K)] = f(1) + g(1) = 2 fk) + 0 8(k) 
لنفترض أن 1<ھ وأن المبرهنة تتحقق من آجل 1-ه أي أن‎ 
مه دم درم + مہ‎ 
:)37.1 إذن (انظر المسالة‎ 


م + هار + مم 5 + مرك < لماع + ضار + [قم + ما ل - لمم حص ثر 


مم + مداق - زمه +م» ]+ [هم + مر 8]- 


وبذلك يتم إثبات المبرهنة. 


4.1 . ائبت ان 7/00 5 ع ما ر2 


1 


8 البرهان يتبع مباشرة من قانون التوزيع للأعداد الحقيقية. ...+ عه + اه = (... + +ئ)ن 


1 الجداء النقطي (الداخلي) 


1 لنفترض أن ليلاء...ررلارل) = دا و ل۷ ۷ر۷) = ۷ متجهان في "8. يعرّف الجداء النقطي [أو الداخلي أو السلّمي] ل نه 
۷. والذي يرمز له ب »ا.لء بأنه العدد السلّمي المتحصل عليه بضرب المركبات المتقابلة وجمع الجداءات الناتجة: 


u = DY Uy 
۴-1 


بين كيف يتوافق هذا التعريف مع ذلك المستخدم في الفيزياء. 





4 المتجهات في "۴# و ٥"‏ 


47.1 


48.1 


49,1 


50:1 


511 


لنفترض أن ١ا‏ و ۷ متجهان (سهمان) في 8 يبدءان من نقطة الأصل 0, كما موضح في الشكل 4-1. بالإضافة إلى ذلك, 
نفترض أن (يثررة.,8) و لرطرط., 0)0 نقطتا الطرف ل تا و ۷ على الترتيب. ولتكن 0 الزاوية بين ٠‏ و ۷. تعف الفيزياء 


الجداء النقطي بائه 
و مم || uw’ Y= jel‏ 






Pas, 2, a) 


(مطا وط ,ط)2 


شکل 4-1 


ll = bî + bî + bj + [uj =a? + a2 + الآن 2ه‎ 





2 ثلرة جيه) + “لون - يه) + *(رط - رم 
(aî + aj + a}) + (bî + bÎ + b}) ~2(a,b, + ab, + ab,)‏ = 


3 
= ful + lvl ~2 ™ ak 


3 
ولکن, بواسطة قانون الجیوب: و وون |:|[ئ(2 - *[ء| + ۴ئ - 77 ؛ وبالتالي. ,ضيه 2 - 6056 |5 إه| , ويتوافق التعريفان. 
إحسب .8.٢‏ حیث (3,6-,2) = نا و (3-,8.,2) ٭ ۷۔ 


8# إضرب المركبات المتقابلة ثم إجمع: 8- = (3-)(6) + (3()2-) + (2()8) = 0.۷ 


إحسب ۷ل حيث (80,5-,1) = ۵ا و (3,6,4) = ۷. 
# الجداء النقطي غير معرّف بين متجهين مختلفين في هدد المركبات. 

۸)۰ 8 - 1 

# نضرب المركبات المتقابلة ثم نجمع: 8 > (1()5) + (2-)(2) + (5()1-) + (3()4) > دنا 


إحسب ۷ا حيث ‏ (4-,2,3-,1) ع نا ا (2-,67,1) ٭ ٣‏ 


8# نضرب المركبات المتقابئة ثم نجمم: 3 - (2-)(4-) + (3()1) + (2()7-) + (1()6) > اللا. 


uw +. )ب(‎ (û + v).w (I) چ‎ cw = (1,6,7) ۷< ع 3,۸۵-ری)‎ 6,2,1(  نكتل‎ 





# (ا) نحسب ۷+ ا أولء بجمع المركبات المتقابلة: (1,5-,8) < (5,2-3,1+4 + 3) > ١‏ + نا. ثم نحسب الجداء النقطي 
«.(؟ + 5) - بضرب المركبات المتقابلة والجمع: 33- - (7-)(5) + (1()6-) + (8()1) > للا.(0 + 1). (ب) نحسب أولاً 
وے 7ے ور+وے ہو و41- -5-18-28د سر إذن 33- = 41- 8= + هن [أنظر مسألة 52.1, من 
أجل توضيم للتوافق بين (1) و (ب)]. 


kv) )ج(‎ .(kW.v )ب(‎ ku) (i) اوجد‎ k= 3 و‎ v= )5,-6,7,8( لکن (4-,1,2,3) = ند‎ 


52.1 


53.1 


55.1 


56.1 


الفصل 1 8 15 


8 () نوجد اول 18--5-12+21-32-ون, قم 54- - (18-)3 2 (8000. ([ب) نوجد اول 
(12-,3,6,9) > ((4-)3)1(,302(,303(,3) > 0ا ثم نحسب 
4- ع 96 - 63 + 36 - 15 - (12()8-) + (9()7) + (6-)(6) + (یری ے بجمق 


(ج) نحسب أولاً (18,21,24-,15) > ۷ ثم نحسب 
u.{kv) = (1(5) + (2-18) + (3(2) + (=4)(24) = 15 - 36 + 63 - 96 - - 4‏ 


[انظر مسالتي 53.1 و 54.1]., 
آثبت آن ‏ ۷.۷ + u + v).w = u.w‏ 
8 نجد. باستخدام مسالة 43.1 أن 


(a+ u) w= SY (u, + uw, = DD (pw, Fup) = DZ mw, + Dow, = tw + Uw 
72 دس‎ 5 4 


k(۷ = Kk). ۷( ثبت أن‎ 


8# نستخدم المسالة 44.1 إذن 


(ku) u = >, (ku, Jv, = 5 عت (رورص)‎ k 5 u,v, = ۷۰ء‎ vw) 
7 م‎ 


21 
أثبت أن ۷.1 = 0.۷ 


Zou =u 8 


21 iw 





أثبت أن 0< لان وان 0= اس إذا وفقط إذا 0= نا 
8# بما أن نا غير سالب من أجل كل 1. إذن 0 ح 2ن + ... + ثن + نات ندنا. كما أن 0= سن إذا وففط إذا 0= إا من 
أجل كل 4 أي أن 0 > ن 
في المسالتین 56.1 و 57.1, ,لا ترمز للمتجه رقم 1 في مجموعة متجهات (وليست المركبة رقم 1 لمتجه ل). 
لتکن لا رتا ت و ۷ متجهات في ”۸ ولتکن ,3,...ررة,,ه سلميات في 8. أثبت أن 


0 ممق (Ê a).‏ (ب) نميه دی ۵ہ 


کت 7 
نعبر عن ذلك بالقول أن حساب الجداء النقطي بالنسبة إلى متجه ثابت ۷ يمثل تحويلاً خطياً في "۴ 
8 () يكون البرهان بالاستقراء من أجل «. الحالة 1-<م صحيحة, بواسطة المسالة 53.1. لنفترض أن 1< م وأن 
المبرهنة صحيحة من اجل 1 - م؛ أي أن 

حمر 1م 

وہہ لے ××+لسوہ ده 

1 n 

ذن, باستخدام المسائل 37.1 و 52.1 و 53.1 والفرضية الاستقرائیة أعلاہہ بکون لدینا 


2 p1 م‎ 2 
0 زسه‎ ٠-8 a)» + جنا (راية)‎ Z a(u, c0) + a(t, +0) = i a(t, 0) 


(ب) نستخدم ‏ ×۷ - ٠.۷‏ [المسالة 54.1] والجزء ()ء نجد أن 


رسس کے = ےه( )=( )۰ 


| 16 0 المتجهات في "۴ و ”© 
1 لکن ۷ رلا ۷لا ولا رفا متجهات في "2 وتكن ...ررر ...ر2۵ أي سلميات في 8. اثبت أن 


(رت ۰ر1ا)طرھ 2 7 ba.)‏ 0( ۰ 9 2 


(خطائية الجداء الداخلي) 


8 باستخدام المسالة 56.1: 
4 کی 4 2 
و 0ب شر نٹ ہہ إله al buy:‏ 2“ لہ =( : ۳ a,‏ > 


جو 


زمه ).مہ چا 


1 النظيم( (الطول) في 858 


1 إذا كان (لار...ررلار,) - لا متجهاً في "2 فإن نظيم أو طول ده وائذي نرمز له ب انالا » هو الجذر التربيعي غير السالب 
uk Û‏ 


lal = VTE = Va + Û + °° +‏ 
بین ان تعريف النظيم أعلاه يتوافق مع تعريف الطول لمتجه [سهم] في الفيزياء. 


## ليكن فا متجهاً [سهما] في 87 بنقطة طرفية (8,0), كما موضح في شكل 5-1. إذن» اها و إط! هما طولا ضلعي 
المثلٹ قائم - الزاویة المکون من 8 والاتجاهين الراسي والأفقي. نجد باستخدام مبرهنة فيثاغوراس أن طول لا هو 
2م Va‏ د إن ؛ وهذه القيمة هي نفسها نظيم 8. 





35 إن *#, مزوداً بتعريفات الجمع المتجهي والضرب السلمي والجدا الداخلي. يسمى الفضاء -5 الاقليدي. لماذا؟ 
8 رفقاً لمسالة 45.1, نصطلح على أن متجهين ناو “ في فضاء الجداء الداخلي "8 يكونان متعامدين إذا 0 ا.نا. لديناء 
من أجل مثل هذين المتجهين, من مسالة 57.1: أن 
flu + off = (a + u) (e + u) = uu + 0 +0 + 0-o = [ell + lull‏ 
وهي مبرهنة فیٹاغوراس. ونظراً لأن النظرية نتيجة للهندسة الاقليدية» فإننا نسمي "1 فضاءاً «إقليديا». 
61 أرجد إإس| إذا (4-,12-,3)د». 


© نوجد ارلا »٠ں‏ > ]|| بتربيع مركبات ل ثم جمعهاد 169= 16+ 144 +9 = (4-) + *(12-) + 3~ إا . 
إذن» 13 = V165‏ = ||| . 


61 اوجد الإا إا (5- ,3,8- ,0)2 . 


8# ربع كل مركبة ل ۷ ثم إجمع لتحصل على س ٠ں‏ = | إں]| : 102 = 25 + 64 + 4+9 = 5 + 8°+ 37 + 2= “لزه , 
إذن» 1/153 > |إسلا . 


62.1 


63.1 


67.1 


68.1 


69.1 


الفصل 1 لا 47 
اوجد |[۷]إ إذا (5~ ,2,4- ,1 ,3-) w=‏ 
55 = 25+ 16 + 4 +1 + 9= )5( + 4° + 7 2-) + 1 + *(3-) = *إw fl‏ + وبالتالي 755 = fiw‏ 
حذد ۸ بحیٹ أن ۷35 = إإبإإ حيث (2,5- ,,1) x=‏ . 
Kk + 30 8‏ = ”5 + (2-) + 7+ 17 = اسا . الآن. حل 39= 30+ ۸ لتحصل على 3-,3 k=‏ 
أعط تعريفاً لمتجه الوحدة 
18 يكون متجه لا متجه وحدة إذا [ - 101 او بشکل مکافی إذا | > لاءنا. 


أن 


لیکن ۷ متجھا غير صفري. أ 








متجه وحدة له نفس إتجاه ؟. [أن أسلوب إيجاد 6 يسمى مناظمة ۷]. 
ها المتجه © متجه وحدة لآن 


u 


کور ا ای ا ا ا AR‏ 
[٦‏ <۳۰۵[ لوالا 
كما أن 2 له نفس إتجاه » لأنه مضاعف سلمي موجب ل 7 
ناظم (4-,3-,12) = ۷ 


8# اولػ نوجد 169= 16 + 9+ 144 = (4-) + 3(2( + 12° = lv = vv‏ ٹم نقسے كسلى مركبة ل ۷ علسى 
13 = ۷165 = إإهاإ للحصول على 


ولگ 


=) 2 | 
Holl ١13+ 13 


ناظم (3,8-,2-,4) سد 


## ولاڈ نوجد دوے وم 9 + 4 + 16 - 3ق + 3(2-) + 2(2-) + 42س وبع 2«] . نقسم کل مرکبا لہ ۷ علی 
3 = إإ«إ| للحصول على 


عم )< 


8 لاحظ أن ؛ وأي مضاعف موجب ل" لهما نفس الشكل المناظم [أنظر المسألة 72.1]. وبالتالي» نضرب ” في 12 أولآً 
للتخلص من الكسور: (3-,6,8) = 12۷ إذن, 109 = 9 + 64 + 36= 12۷8| . نتيجة لذلك. يكون متجه الوحدة المطلوب 


) کت تن )۔ تقل دجاو 
۲٠ aul] VI: VIO? VIS‏ 


بن أن 0< إإساإ, ى 0=إلعال إذا وفقط إذا 0= ن 


# ينتج ذلك مباشرة من المسالة 55.1. 


أثبت متباينة كوشي ‏ شفارتز: !"|| لأنالا> |“.ن| , من أجل د و ۷ إختياريين في "۴. 


18 


71,1 


721 


731 


© المتجهات في 85 و 05 


8 سنبرمن القضية الاقوى التالية: إإه|| !)»|| > إ,دهد| ,2 ع إه .|»٠‏ أولاء إذا “0 نا و <٥‏ ۷ فإن المتباینة تختزل إلى 
3 





9۵٥‏ وتكون بالتالي صحيحة. نحتاج إذن أن فقط في الحالة 0عدن و0 *#دى أي أن 20 اناا و 
0 إ۷ . إضافة إلى ذلك ولأن 


ul =| u,| = ارہ( (ھ‎ 


نحتاج فقط أن نثبت المتباينة الثانية. 
الآن؛ ومن أجل آي عددین حقیقیین x6۸‏ ر + ر×2 - × = *(ر-»)> 0 او ہشکل مکافیء 








ر + 2xy < x?‏ 
)0) 
نضع (1/8 9| ×× و ۷,۱/8۷۲]  -‏ في (1) لنحصلء من أجل أي اء على 
عسل ملسا اتا الو 
0 2 )2( 
ol ۳۴“ ۳‏ 7۷۲ 


ولكن. ومن تعریف النظیم لمتجه. إإإ < - 2 پڑھ لعل ى *إ,م| (5 = د 5+ اإإصا| . للك لجمع (2) من أجل 1 
واستخدام رها »|= اسا یکرن لدینا 


نعل ملاس _ ZÊ Zef‏ 7 
۳“ ”12م ۸۳ “1:۲۳۲ 








أي أن 


lul 
Dell lll 





بضرب الطرفين في |إت .]اك ٠‏ تحصل على المتباينة المطلوبة. 
أثبت متباينة منكوفسكي/ fu + Hv Minkowski‏ > ا + u‏ من اجل ا و ۷ إختياريتين في “۸. 
8 نستخدم متبايئة كوشي ‏ شفارتز (المسالة 70.1) والخواض الأخرى للجداء الداخلي: 
Ju + vl? = (u + v).(u + v) = ucu + 2(u.v) + v.v‏ 
×ط + Ivf + vl? = (lull‏ اسل + تسلا > 

باخذ الجذور التربيعية نحصل على المتباينة المرغوبة. 
أثبت ان النظیم في "2 يحقق القوانين التالية: 
ألا من أجل أي متجه لاه 0< إسلإ؛ ى 0= ادا إذا وفقط إذا #0 ناد 
IN]‏ 80 ۹)+)+ + 0 
[ا]: من أجل أي متجهين نه اد 8۷۷ + ]انلا > 1+ نأ . 

ھا برهنت [إ] فضي السالة 69.1 :و [,ل1] في المسالة 71.1. إذن نحتاج فقط إلى أن نبسرهن [یا]. لنفضرض آن 
...رپ ۵) < نا وبذلك ہنا لار ا) = د إذن, 


kul? = (ku) + (ku) +... +(ku,) = k(2 + u2 +... تزوچتز ھ‎ 
.]٨ر[ أخذ الجذور التربيعية يعطينا‎ 


بین أن اد8 - 1-]ء من أجل آي متجه في "۸ 
® باستخدام الخاصية [رٍ١)‏ في المسالة 72.1, يكون لدينا لالااا ع لأنلا |1- إع لان( -)] ع لابد أ . 


19 ٥0۰.۹ الفصل‎ 


4 التكن (2-,1,2) عن (124-,) =۷ ر 3۔ح (ق اوجد ااانا و اسا (ب) تحقق ئن 11( > لانلا 
881 ى fu + vil < lul + lvl‏ 
ھ )( V5=3‏ ساد ku=(-3, ~6, 6) ٠ [loll = VSTTFTT= VT = 13 afl‏ . 
[kull * VF+ 36+ 36 = VI =9‏ . 
(ب) ہما ئن 3- |إ3-] - |۰۱۴ یکون لدپناة لادطلا ع وع 3.3 - 01] ۱٤۱‏ ۔ ثیضةً (10,2-,4) = ۷+ ن إذن 








ell + loli‏ - 13 + 3 < 6ز ے ۷36 - 4+ 100 +۷۳۶ - إاہ + مز 


1 المسافة, الزواياء المساقط 


1 0 لیکن نا و ۷ آي متجهين في "8 المسافة بین ا و ۷, ويرمز لها ب (0)0,7, تعرّف بأنها 
flu ~ vil‏ = مل 
بين أن هذا التعريف يقابل المفهوم المعتاد للمسافة الاقليدية في 82 
8 لیکن (طية) > نا و ز(6۵) <۷ فی غ5 کما یوضح الشکل 61ء فإن المسافة بین النقطتین (طيه)7 و (0)6,0 تكون 
دی - 6) +2( -)/٭4. من جھهة آخری: وبواسطة التعريف أعلام لدينا 
dJ] = (a ~ e)" + (bd)‏ = ط ,ہ - م)لاك لاہ = du, u) = fle‏ 


وكلاهما يعطي نفس القيمة. 





1 یجسسد (400,8, حيث () (17) ص ل (5-,6) = ۷ (ب) (5,4-,3) = ده (1-,6,2) = ۷ (ج) (24,1-,ا) = ل 
(0ك-, 02 


80 في كل حالة استخدم الصیغة 
du, o) = flu = ofl = VO oq + + (ty en)‏ 

du, u) = V(I ~ 6) + (7 + 5Y = VIST = VIB = 13  () 

dn, u) = (3 =6) + (=5 2F A+ 1Y =VTF49725 = 783 (ب)‎ 

2 





)2+2)+28=6 الآن, نحل‎ (7 = luv? = (2-37 + (k + 1 + (1-67 + (4+3) = K + 2k + 8 
.) = 2,-4 لنحصل على‎ 


1 استخدم المسالة 72.1 لإثبات أن دالة المسافة (0)0,7 تحقق: 
duv >0 MM‏ و 0=( إذا وفقط إذا لاحن. 


0 1 المتجهات في "۴ و ٥”‏ 


79.1 


801 


821 


.d(u,y) = d(v,u) [My] 
(متباينة المثلث)‎ )u( > dw) + dw) [M1 
تنتج مباشرة من [,]. من [ر۸]؛ نجد أن‎ ]M,[ # 
duy) = luv = NO-D(v~Dl = {1| fv—uf = vu = زم,ئ)ة‎ 
وهي [,84). من [,20]: نجد أن‎ 
duy) = luv = (uw) + (w=v)f < uw + [wv = dfuw) + d(w,v) 


وھي [,0۸]. 


لیکن نا و ۷ متجھین في ٭38. تعرّف الزاوية 0 ؛ بین نا و ۷ بواسطلة 





cos 0 Tlf Fol 


(ا) بين أن 8 عدد حقيقي وحيد في [0,7]. (ب) بيّن أن هذا التعريف يقابل ذلك التعريف المستخدم في الفيزياء 
8# () لديناء من متباينة كوشي ‏ شفارتن آن |[ت]إ لاہ ک إن »| . إذن» 40=1هء“1- ١‏ وهي تعرّف بشكل وحيذ 
زاوية حقیقیة *٭ 020 . (ب) تعرّف الفيزياء الجداء النقطي بأنه «v= |wإإ¥إ e099‏ ؛ بالقسمة على |e ivi‏ 
نحصل على القاعدة أعلاه في 09 ہ۰ 
اوجد 0٥٥٥ء‏ حيث 0 الزاوية بين (2,3-,1) ع نا و (7-,3,~5 = ۷. 
ل نوجد اولاً 

fv? =9 + 25 + 49 = 83 ful? =1 +4 +9 = 14 3ع بون‎ + 10-21 --8 


إذن. باستخدام الصيغة في المسالة 79.1, 


ار ا ا یا 
ً۰ م[ »ا 
أوجد 6 ٠03‏ حيث 8 الزاوية بين (3,1,5-,4) = نا و (1,4-,2,6) = ۷ 
[vl = 4+36+11+ 16 =57 uf? =1649+1425 =1 uv = 8-18-1420 =9 8‏ 


إذن 

eos 0 = ے2‎ 

۰ 
لیکن ا و ۷*0 متجهين في “۸ إن المسقط [المتجهي] ل ذا على ٠‏ هو المتجه 

00 proj (u, e) = کک‎ u 
بين أن هذا التعريف يتوافق مع مفهوم المسقط المتجهي في الفيزياء.‎ 
هو المتجه * ذا الذي مقداره‎ ١ في الصررة الفيزيائية. شكل 7-1, يكون المسقط [العمودي] ل ها على‎ 8 

کک حر lul‏ = محم زاك اهس 


للحصول على ”2, نضرب مقداره في متجه الوحدة في إتجاه ؟ 





21 03 ٦ الفصل‎ 


والذي يقابل (1) أعلاه. 


شكل 7-1 





4 أوجد مسقط (0,0)ز0م حيث (23-,1) = ۵ او 2,54 = ۷ 
ھ نوجد أولا 4= 2-10+12= بن و 45 = 16+ 25+ 4= ۷ . إذن. بواسطة (1) للمسالة 82.1 يكون لدينا 


0990 
proj (e, كي - زه‎ >) ) 





1 أوجد مسقط (0,0)ز0:م حیث (3,1,5-,4) = نا و (4,1-,3,6) = ۷۔ 


گل نوجد أولإ 5= = 5+ 4- 18- 12= ۷ں و ||62 = 1[+9+36+16= ۷7 إذن, 


اپ 0 5و- پت 


ل 0 30--15- 
2 31731 ' 62 


5 نا 
@ :8 ليج کک دم خسان سو لص 


[لاحظ أنه عندما 0> 0.۷ يكون المسقط في الاتجاه المعاكس ل ۷]. 


1 التعامد 
1 ا ليكن ناو لا متجهين في "8. نقول, عندئذ, آن ن متعامد/ 060080881 مع ؛ (أى عمودي/ تهأنا60010مهم عليه) إذا 0> ۷ن 
بين أن هذا التعريف يتوافق مع تعامد المتجهات (الأسهم) في الفيزياء. 
گلا يكون سهمان متعامدين إذا وفقط إذا كانت الزاوية بينهما 90= 0 . ولكنء عندئذ وفقط عندئذ. يكون 0 = ۷.نا, وذلك 
من المسالة 45.1. 
1 0 لتكن المتجهات (54,1) = ن (4,1-,3)= ۷ وي (23-,1) = «. أي هذه المتجهات إن وجدت, متعامدة؟ 
8 أوجد الجداء النقطي لكل زوج من هذه المتجهات: 
uv = 15-16+1=0‏ 3+8+3-4 ع بون 0س 3ج 58 د ابن 
وبالتالي» یکون المتجھان نا و ۷ متعامدین, وکذلك المتجھان نا و ۷ ولکن ۷ و ١‏ ليسا متعامدين. 
1 حدد ٢‏ لكي یکون المتجهان (3-,),ا) = ۵ا و (54-,2) = ۷ متعامدین. 
8 حل 12-0-اق-2 - (3)4-) + u = )1()2( + )K()-5(‏ من اجل ٭ تحصل علی 2- = ). 
1 حدد ‏ لكي یکین المتجهان (4,1,5-,2,31) > ها و (1,3,7,2۸-,6) = ۷ متعامدين. 
8 بحل 76+70 > 106 + 7+ 12 - 36 - 12 > 5()210) + (1()7) + (3)(ف-) + )3٥0)-1(‏ + 2(6) × ×۴ تحصل 
على 1 د كر 
1 بين أن المتجه الصذري 0 متعامد مع كل متجه في ”۸ 
بما أن 0= 0,00 - (0)0.0 - )0۵(.٦‏ > 0.0 





22 1 المتجهات في "۴8 و ”© 
1 بین آن المتجه الصفري هو المتجه الوحید المتعامد مع كل متجه في "۴. 


8ه لنفترض أن ت متعامد مع كل متجه في *2. إذن, ذا متعامد مع نفسه؛ أي أن 0 اس نجدء من المسألة 55.1, أن 
0ع ا۔ 


5 0 بين أن تعامد المتجهات علاقة متناظرة ولكنها ليست متعدية. 








من المسألة 54.1 نم > ا.لا. وبذلك, يكون نا متعامداً مع * إذا وفقط إذا 0= ت إذا وفقط إذا 0 > ندم إذه 
وفقط إذا كان ۷ متعامداً مع لا. وبالتالي, تكون العلاقة متناظرة. من جهھة آخری, أنظر في متجهات المسألة 86.1. هناء ۷ متعامد 
مع لاه و لا متعامد مع ۷ء ولكن ۷ ليس متعامداً مع ۷؛ فالعلاقة ليس إنن متحدية. 


3 إذا كان ناو * متعامدين مع ۷, بین أن ۷+ ۵ متعامد مع , 
للا 0=0+ 0= جب نہ جن سے ۷(۷ 0) 
93,1 إذا كان نا متعامداً مع ۷, بین آن کل مضاعف سلمي 8٤ا‏ متعامد مع ۷۔ 
8 0ع (k.w = k(u.w) = K(O)‏ 
4.1 لٹکن ناء رلاء ولا متجهات غير صفرية ومتعامدة ثناثیاء ولنفترض أن ۷ تركيبة خطية ولاه + يلالا + رباد ع ب« أثبت أن 


سو ست کار م 
all eal‏ ۳۳ 





لٹ خذ الجداء النقطي ل ۷ ي لاء تتحصل على 
رت × 98۷ھ + )4 * WU, = (XU, + JM F Zug)* 4, = x(t, * te) + y(t‏ 


= x(t, *t,) + y(O) + 2(0) = x(a, u, Ja xl, || 


ومنها ٭۷.۵,(/18,1) < ×. بالمثلء خذ الجداء النقطي ل ناو ينا لتحصل على ردا لاره.س) = لز وخذ الجداء النقطي ل 8 
ى ولا فتحصل على | ړلا( /(ينة/) > 2. 





41 بين أن (2,3-,1) = ,له (1,2,1) = رن (8.2,4-) - رن متعامدة كل منها مع الآخر. 
8 نسب الجداء النقطي لكل زوج من المتجهات: 
uly =~ 8+4 +4=0 uly ~8 ~4 +12=0 uty =1 4 +3 =0‏ 
وبذلك. تكون المتجهات متعامدة ثنائيا. 
3 اكتب (4,7-,13) = W۷‏ كتركيية خطية للمتجيسات له رلا ولا فسي المسالسة 95.1؛ أيء أوجد × لإ < بحيث أن 
ولاه + يقالا + رتا ۴ ۱۸۷ 


8 طريقة 1: إضرب في السلميات 2 ل 2 ثم أجمع: 


ھ - پر+ پر 8- 1 1 13 

) |) زد‎ ۳ 2 + 2y +22 

3x +p +4‏ 4 1 3 7 
ثم ساو المركبات المتقابلة كل منها للآخر لنحصل على المنظومة: 


7ے 428+ +30 4~ = 22+ 2y‏ + 2~ 3 ھک و8 - پر+ مر 


حل المنظومة لتحصل على 3ن 2< <لل, 1 





طريقة 2: بما أن رلا رناء ولا متعامدة كل منها للآخر, نستخدم صيغ المسالة 94.1: 


wu, = 13 + 8 + 21 = 42 lul =1 +4 +9 = 14 X= 42/14 =3 


23 ٥ ٦ الفصل‎ 


y= 126 =2‏ 6< | + 4 + 1ح ثلاردط ‏ 13-8+7=12= wu‏ 
Wu = 104-8 + 28-4 lu, = 64 + 4 + 16 = 84 2 = ~8484 = ~1‏ 
(الطريقة 2, التي تستخدم التعامد, أبسط كثيراً من الطريقة 1] 


1 فوق المستويات والمستقيمات في 125 


يميز هذا القسم بين النونية (,©)” ۴(,*,... ,وہ :,م)۶ منظوراً إليها كنقطة في "#, والنونية [ي6.....رع.رع] > + منظوراً إليها 
على أنها متجه (سهم) من نقطة الأصل 0 إلى النقطة ‏ (يعريهر)©. 


a 





1 لتكن ۲)۵ و (0) نقطتين في "۸. تُعَرّف القطعة المستقيمة الموجهة من ١‏ إلى © والتني تكتب ا۴ » بانها المتجه 
ليقتيط..رية - رطررة - ره] > 0 بين هندسياً أن ۴ و ۷ لهما نفس المقدار والاتجاه. 


0 






الا ننظر في النقطتین (ره.,ة) و (راء,0)8 في مستي بنقطة أصل 0ء كما هى موضح في شكل 8-1. لتكن 5 النقطة بحيث 
أن 0805 يشكل متوازي أضلاع. لٹکن نہ ۷ و٢‏ المتجهات من © إلى النقط ۶ و 0 ى 3 على الترتيب. باستخدام قانون 
متوازي الأضلاع لجمع المتجهات, يكون لدينا > ا+ نا آو 


لية - رظئية - رطا > ليقيه] - (رطرة] عند 





ولكن. وبما ان 0508 متوازي أضلاع, فإن المتجه ١‏ الذي حصلنا عليه يتطابق مع 70 مقداراً واتجاهاً 
1 اوجد المتجه ۷ المتطابق مع 270 من أجل النقطتين (۲)2,5 و (3,4-)0. 
.v = ]-3-2,4-5[ = ]-5,-1[ 8‏ 
1 أوجد المتجه ۷ المتطابق مع ©7 من أجل النقطتين (2,4-,۶)1 و (3-,0)6,0. 
5ه (7-,5,2] ع رهق ,2+ 6-1,0{ v=‏ 
1 لتكن النقطتان (2-,۴)3,۸ و (0)5,3,4 في *2. أوجد ظ بحيث يكون 70 متعامداً مع المتجه [3,2-,4] = ن 


8 نوجد لول [6, - 12,3 -[4+2 ,4 -3,3- 5] - 52 u>‏ ؛ ثم ان : 
36+11 > 12 +عزة + 9- 8 - (2()6) + (1- 3(03) - (ئ(4) < ۷ن أخيراً نضع ٠.۷-٥‏ ونحلٌ من آچل ٤‏ لنحصل 
على 11/0 - سے مل 





1 يعرّف فوق مستي 51 في "2 بأنه مجموعة النقط (*.....ي*.,) التي تحقق معادلة خطية: 


> 3+ ... + ہابھ + ہارھ )0 


٢ 4‏ المتجھات في "8 و٥‏ 


102.1 


103:1 


104.1 


1085.1 


106.1 


H071 


حيث يُسَمَى 40:[,ه ,.. . ,,ه] > ه ناظما علی 11. بزر هذا الاصطلاح بأن تبين أن كل قطعه مستقيمة موجهة 220 حيث 
011 متعامدة مع /0. 
8 لیکن ‘w= OQ ıı = OF‏ وبسالتسالسي, 80 ود سرعن. من (1). =4 وطعب ھ . إذن, 
aU = a (w= #) = aw ~ gu = Û‏ 
إرجسع إلى المسالة 101.1. أثبت أن المسافسة مسن نقطة الأصل 0 إلى فوق ‏ المستسوى (1) معطساة بسواسطة 
2م +...+ يّم + يه |5 . 
# ليكن [,د,... ,ره ,ره] - 68 - 4 متجها من 0 إلى النقطة ري*.....ر,ر*)م على المستوى؛ نريد أن نجعل نا.نا أصغريا 
[وهو نفس الشيء كجعل الال أصغريا] فوق ظط =» ٨: »٠‏ . نستخدم المسالة 94.1 فنمثل ا بواسطة تركيبة خطية للمتجهين 
» و ۷ حيث ۷ متعامدة مع © (ويمكن لذلك اعتباره كسهم واقع في فوق . المستوى): 
Hoa HU ù‏ 
q+ UF‏ سس سح یں سی حا ہو 
af To" Tap"‏ 
حيث 0= *ن٠»‏ . إذن» وباستخدام المسالة 57.1 
۶ھ 0 2 
e) + [u*3‏ ) س عن ٠ن‏ حسم 2+ كن * uous Tw aq + U‏ 
۱۰۷ لہ فخت آ7 
من الواضح أن القيمة الصغرى تحدث من أجل 0>*ن . وتكون المسافة المرغوبة: 
0 إما 


Tal =‏ حا من 1| 





2 


و +44 a‏ 
أوجد معادلة المستوى 1 في “8 الذي يمر ب (7,1-,۶)2 وعمودي على [11-,3,1]* »© . 
0 إن معادلة 11 تكون في الشکل 118-٤‏ - ر + ×3 حيث أن © عمودي علی 11. نعوض ب (7,1-,7)2 في هذه 
المعادلة لنحصل على 

2-12 آو‎ (3(2) + ((-7) — (11)(1) =k 
3× + -112 = -12 وبذلك تكون معادلة 81 في الشكل‎ 





أوجد معادلة لفوق ‏ المستوى 15 في “8 الذي يمر عبر (4-,2,1-,8)3 ويكون عمودياً على [2- ,6- ,2,5] > » . 
8 إن معادلة ل 1 تكون في الشكل )= 2۷ - 62- و5 + ٭2. عوض ب 8 في هذه المعادلةء فتحصل على 2- = ) 
أوجد معادلةٌ للمستوى ۲ في 8 الذي يحتوي (5,2-,1) ويكون موازياً للمستوى ۴ المحدد بواسطة 5= 42+ ل7 - ×3 
8 یکون ۸ و ا متوازيين إذا وفقط إذا كان ناظماھما متوازيين أى لا - متوازيين (متضادي الاتجاه). ربالتالي. تكون معادلة 
ل ]8 في الشكل > 42+ (7- 35. نعوض ب (5,2-,۴)1 في هذه المعادلة فتحصل على 46 - کل 
اوجد معادلة فوق بالمستوی 18 في "8 الذي يقطع المحور -× في 20 4 (ھ....1,2 <6 
28 بما أن 11 لا يمر عبر نقطة الاصلء فإن معادلة ل 11 تكون في الشكل 

kx + kkg +... kx, = 1‏ 
0 في المعادلة لنمصل على ,114 = 


من أجل 1,2,1 =4 نعوض ب (4,...0 


Kyla +... + x4, =1‏ + رقا 


وبالتالي, تكون المعادلة 











أوجد الناظم (العمود) على المستوى 11 في 87 الذي يقطع محاور الإحداثيات عند 2-3 4ل 256 
8 من المسالة 106.1, تكون معادلة 14 في الشكل 1 - 2/6 + 4/نا-3/. أو 24-12 + ئز3- «4. بالتالي» يكون 


[3,2-.4] =» ناظما ل 11. [لاحظ أن أي مضاعف سلمي لناظم یکون ناظماً أيضاً]. 








1 إن المستقيم .ا في 8 المار بالنقطة ل٥‏ 
ہی)0 التي تحقق 


8 وفي أتجاه المتجه غير الصفري 





x =a, + رط‎ 


() 


X= P+ u‏ آو 





حیث الوسیط ٢‏ يأخذ كل الأعداد العقدية. [أنظر شكل 9-1]. أرجد تمثيلا وسيطياً (1) للمستقيم في “۸ الذي يسر 
ب (2,3,1-,4)م في الاتجاه [7,11-,2,5] 2 نا 


أو 1190 +1ن2+5,,3-7-,,4+2) 





شكل 9-1 





1 اوجد التمثیل الوسيطي للمستقيم في 82 المار بالنقطة (2,5) وفي الاتجاه [3,4-] > ن 
8 استخدم (1) في المسآلة 108.1 لتحصل على 2-36 > ين 4+ 5ل 
1 أوجد تمثيلاً وسيطياً للمستقيم في 37 الذي يمر عبر النقطتين (3-,5)5,4 و (3,2-,0)1. 
8 نتحسب اولا [7,5- ,4-] = [(3-) - 2 ,4 -3- ,5 - 1) = PÛ‏ =„ ؛ ثم نستخدم (1) في المسالة[,5-40:108 - يم 
J = 4~‏ 3+5“ =2 
41 اعط معادلات غير وسيطية للمستقيمات في (1) المسالة 109.1 (ب) المسالة 110.1. 
8 نحل كل معادلة إحداثية من أجل ؛ ثم نساوي بين النتائج: 


کی 15+ پرو۔ سو ېه او 23 = 3+ به 





آو زوچ المعادلتین الخطيتين 19= ر4 - ×7 يى 13= 42+ »5 


41 أوجد المعادلة الوسيطية للمستقيم في 8 العمودي على المستوى 4ع 72+ 39 - ×2 ويقطع هذا المستوى في النقطة 
P(6,5,1)‏ . 


28 ہما ان المستقيم عمودي على المستوى» فلا بد أن يكون في اتجاه المتجه الناظم. [3,7-,2] = . إذن. 7+ 1= 
5-36 ع انل 642 x=‏ 


6 تا المتجھات في "8 و٥‏ 


1 الأعداد العقدية 


1131 


114.1 


115.1 


116.1 


117.1 


118.1 


119.1 


120.1 


121.1 


في مجموعة المسائل التالية, ترمز © إلى مجموعة الأعداد العقدية؛ ‏ و ۷ يرمزأن لعددين عقديين (عنصرين في ٤ے û‏ 
× لا أعداد حقيقية (عناصر في ۸)؛ و آ۷7 =: (بمعئى أن 1~ = ) 





إذا 2+31 و كع س أوجد () دحت (ب) ۷« -2 (ج) 2۷ 


8 استخدام قواعد الجبر العادية بالإضافة إلى 1--12 للحصول على نتيجة في الشكل النمطي 1+ 4. 
زم 21 + 6 = Ww =2 - 31 +4 + 5i‏ + 2 (ب) 345 = 2+315+2 = )5-2(-)2+3( = w‏ ¬ 2+ 
(ج) 23-21 - )10-15 + 2w = (2-34 +5) = 812i‏ 


سط () “نة (ب) کرک 








i“ = û0) = (1(1) =1 = (i) = (i) = =1 )( 
° = 0 = 1 = = 1 (ب) 1 - 00( = جمکن ے کر‎ 





بسَط () (31()2-71 + 45 (ب) *(4-31) (ج) *(21 + 41 


(5 +3i)(2-7i) = 10+6i-35i~21i = 31-29 )ب(‎ (4-31) = 16 - 24i + 9 = 7-24 س زم‎ 
(1 + 2i) = 146+12 +8? = 1 +61-128 = 11-21 (ج)‎ 


بسط: () ۵ (ب) د (ج) تر ا تاثر 





~i )( # 





= 7 = ن = = کہ (ي) أ ستزس ن (ج) 1 = کاو (ں) زس ازم 7اترز 
لیکن أطا+ 4= إن 2٠۴=ه‏ و 1١2‏ تا يسميان على الترتيب الجزئين الحقيقي والتخيلي ل یعرّف المرافق 
العقدي ل 2 ويرمن له بواسطلة 
a- bim Rez ¬ ilmz‏ =2 آو Rez=Rez Im z= ~Imz‏ 
أوجد المرافقات العقدية ل (1) 6441ء (ب) 7-51 (ج) نج4 (د) 3-1-. 
ھ () 6-4 (ب) 7+5 (ج) 4-1 (د) ¡-3~. 
أثبت أن 2 عدد حقيقي إذا وفقط إذا ۶-7 


ل )2~( 2 mn a=‏ يتلاشى إذا فقط إذا 2 -+ . 
1 


أثبت أن 22 عدد حقيقي غير سالب. 
×ط نے زج می +ڈ(د 2J(Re z - ilm z) = (Re‏ ص1ء +۶ عظ) -٭تھ 


تعرّف القيمة المطلقة لعدد عقدي ٭ بواسطة ۷/22 - إج 
(د) 1-41 تس بر 





. إحسب قيمة [2| عندما () 3+41 > ع (ب) 5-24 > ه (ج) 7+1 حامر 


8# استخدم تعبير المسألة 119.1. 
(0) 75<5/ةد|ء! ,25 - 4# + *3 - 22 . 

(ب) 1/26 م ,29ے تروع + 5= 22 . 
5V2 (e)‏ =3 = |2| ,50 = 1+ (7-) دقع 
)د( 7= |2| ,17 = 47( + 17“( =2 . 


أثبت ان [|= |2| ۔ 


الفصل 1 0 27 


© ينضح من المسالة 117.1 أن 2ع . إذن, 
l= VF = VE = V7 ||‏ 





28 لتبسيطا كسر 2/۷ لعددین عقدیین, نضرب البسط والمقام معاً في # . وه مرافق المقام. 
.343,4 3+40)_ ے .1 

() چ + سی سے سی سے مس سي = سيد 
کک 35 )4+ 3-a G-4DG‏ 


2-31 ر‎ 2-D3 _ LAH, 
SF 3۔یزددی‎ 0 8% 34 4 








41 اسب نوس 








ا 5 
اق 
ل 
0 گے )مد 
169 2-3 


1_ صف التمثيل الهندسي لمنظومة الأعداد العقدبة ©. [يسمى مثل هذا التمثيل المستوى العقدي]. 
اھ يطابق كل هدد عقدي اط + ه z=‏ على النقطة 2)٥,8(‏ في المستوى الديكارتي. وبالعكس. [انظر شكل 10-1]. المحور 
“× [المحور الأفقي] يسمى المحور الحقيقي. لان نقطهٌ تقابل الأعداد العقدية 4= 01+ 4 =2 وهي أعداد حقيقية؛ أما محور 
-۷ (المحور الراسي) فيسمى المحور التخيلي لأن نقطة تقابل تلك الأعداد العقدية 1ه أن + 0 - 2, والتي هي تخيلية بحنة. 
أيضاً, 52(2 + 2ه - |12. يساوي المسافة من نقطة الأصل إلى النقطة (طرة)5 = 2 


imz 





P(a, b) = a + bi‏ بك عاعها جد عوك بد بت عدب ات 


شکل 10-1 


4 صف العلاقة الهندسية بين النقطتين 2 و 2 للمستوى العقدي. 





هما صورتا مرآة كل منهما للأخرى. 


4 آعد المسالة 125.1 من أجل النقطتين #ى 12 . 


8 نا اط +م سی فإن نه + ظط - :لق مز د (زط- م) = 2ة . وبذلك. فإن النقطتين الممثتين. (طب8)ط و (0)6,2. هما 


صورتا مرآة في المستقيم + 18 - 862 الذي زاويه ميله "45 


©" المتجهات في "۴ و‎ ٦٢8 
.© لنفترض ان 0 2. بین ان ”2=2 إذا وفقط إذا كانت 2 تقع على دائرة الوحدة في المستوى العقدي‎ 127,1 


چ 2ع إذاوفقط 2-1 ذا وفقط إذا 1 > إ۶|ء وهذا يعطي النتيجة المعطاة. 
فی المسائل 130.1-128.1, 861+ 2+ ىلل + عع كه 





81 أثبت أن #+2 ے0 


FFW =a TDD FE + d= {aT EFF + di = (a+ نو‎ (b + di 8 
م)+ طض -م) س بل - زط سم جع د‎ di) = 3 + 


129.1 


Ê 
1 
3 
5 
cC 
f 


2W = (a F BI(e F di) = (ac BA) + (ad F bei 8 
- تر ۶ - زنك -م)(زط -») - زط + هه) - (لط -عه)‎ 
, 2- اثبت أن ع‎ 301 


#=arbi= a= Di=a~(-b)i=a + bix z 8 


1 بين أن || - [ت| . 





چ | =2 =2 - 2 2 - 2| ؛ وبالتالي 


131 اٹبت آن؛ || |#ا > |«ها. 
8 من المسالة 129.1ء نجد أن 
۴| ۶-( ٭ رت law]? = (zwXZW) = (2w)(ê #) = (2 2)(w‏ 
خذ الآن الجذور التربيعية لطرفي المعادلة. 
1 اثبت ان 0= 2۷ إذا وفقط إذا 0-* لو 0- #. [يعني هذا أنه ليس ل © قواسم للصفرع. 
8 استخدم المسالة 132.1 [وحقيقة أن 0 - له إذا وفقط إذا 0ه وى 0 5 في 8]: 
70-0 إذا وفقط إذا 0= إسz|‏ إذا وفقط إذا 0 || أي 0ع |« إذا وفقط إذا 2-0 أي 0ت 
4 اثبت أنه من أجل أي عددين عقديين || + |2| > ا« + 2| ,2,866 
# لیکن اط+2=4 و فك +ع كا, حيث 4,,.46۴8. أنظر في المتجهين u = )a(‏ و (,) =۷ في 82 
لاحظ أن 
lal = Va +b? = lel, |w| = |w|= Ve + d= [lull‏ 
ا e, b + dl = lu + ul‏ + »)ا ”هعم + lz + wl = [(a + e) + (b + d)il = Va + e)”‏ 
نستخدم متباينة منكوفسكي (المسالة 71.1) |إت| + إإ»|| = أإه + »| وبالتاليء بكرن لدينا 


2+ wl= e+ oll = lel + loll = |2| + | 





01 المتجهات "° 
فی المسائل 138.1-135.1, 60 + 1 ,4 ,3-21) = ا (5 ,2-3 ,4+ 5( v=‏ فى © 
في 3 في 
1 وجد 7“ ناء. 
# اجمع المرکبات المتقابلة: (8-1,2+1,6+61) - بال انا. 


136.1 


1371 


181 


139.1 


001 


1411 


142.1 


29 ٥ ٦ الفصل‎ 


أوجد انه 
8 نضرب كل مركبة ل لا في العدد السلمي 41 (24+41-,16-,121 + 8) < 4)0 
أوجد 1(۷ + 1) 
للا إضرب كل مركبة ل ۷ في العدد السلمي 1+ 1: 
5۶+510 ,5-4 ,61+ 4)ك )5+5 ,2-1-37 S++,‏ د وززه 1) 
أوجد 3+4(0) + 1-20(0). 
18 ننجز أولاً عمليات الضرب السلمية ثم الجمع المتجهي: 
(1Bi, 8+4i,13 +40) + (14+8i,9—7i,15+5i) = (13,173,289)‏ = لزنم + (2Du‏ 
المسائل 142.1-139.1 ترجعان إلى المتجهين (7-21,2+5) = و (ا3-6-,+1) =۷ في *©. 
أوجد ۷+ تا۔ 


8ه زاك اسيك قع)د رز 3ب اك 12+ 7-2141 د جور 

أوجد 200 

2u = (141-4241 +10) = (4+14, 10+4) 8 

اوجد 3-0۷)۔ 

اھ (15-15-,4+21) ع ملت بيع وس تند ك3 +3 د ہںسی۔ 
آوجد ۷(¡ -2)+ i(0‏ 1 


{i Hu +{(2—i)v = (O+5i,-3+6) (3 +i, 12-3) = (12+61, 15+3) @ 


1 الجداء النقطي (الداخلي) في 06 


143.1 


144.1 


أنفترض أن الي#سررقى2) > 0 و ,۷ر۷ ,۷) = ۷ متجهان في "0. يعزف الجداء النقطي أو الداخلي ل دا و ۷ بأنه 
اار2 2 uye‏ 
Rs‏ 


بين أن هذا التعريف يختزل إلى ذلك التعريف في "38 عندما تکون کل المرکبات حقيقية. 


ال من المسالة 118.1 تكون ۷ حقيقية إذا وفقط إذا ۷ - ب8 . وبالتالي» وعندما تكون كل ال ,2 و ۷ حقيقية. يكون 


لدينا 





= DD z2, 
7 


وھو نفس العدد الحقیقي المعطی في المسالة 45.1 
لیکن (ل5.....رة,,2) > لا متجهان في *0. يعرّف نظيم أو طول نا بواسطة 

lela Vu = Vz, + za FTF zy, 
اثبت آن اللا عدد حقيقي غير سالب.‎ 
من المسالة 119.1. يكون كل ,يد حقيقيا وغير سالب. وبالتالي يكون المجموع حقيقياً وغير سالب. وكذلك الجذر‎ 
التربيعي يكون حقيقياً وغير سالب.‎ 





0 المتجھات في "8 و٥‏ 


141 


146,1 


147.1 


148.1 


149.1 


150.1 


151.1 


152.1 


اوجد 3.۷ و .۷ء حیث (1-21,3+41) < نا إلى (ا4+21,5-6) = ۷ متجهي في *©. 
8 تذکر ان مرافقات مركبات المتجه الثاني تظهر في الجداء النقطي. 


ویر +یٰ + 67270 (2-) عنم 
13 + و + 10- > (زی + یئز(ز + 3) + (21 - 21()4 -1) - 


مزه -ى + (2 )ره +4 * u ‘u‏ 
13j‏ -'و- رز - 9+ 101 ع (ز - 61()3 - 5) + ((2 + 21()1 +4) ع 
لاحظ أن 2٠4-725‏ وهذا صميح بوجه عامء كما تبينه المسالة 152.1. 
أوجد ×× و عدءط , إذا كان (61 +2],41,1 - 3) دعر إى (5+1,2-3/,7+21) دن متجهين في 07. 


u u = (3~ 2i)(S F7) + (4)(I 3) + (1 + 6)TFID 
= (3 - 21)(5 ~ i) + (41)(2 + 3) + (1 + 6i)(7 — 2i) = 20 35i 


u‘ u = (5 + (3T) + (2 30)(@) + (7 + 2i)(TF) 
= (5 + (3 + 21) + (2~ 3(4) + (7 + 2i)(1~ 6i) = 20-351 = TT 
€ أوجد أأ*# من أجل (31- 4,5-2,1 +3) =» في‎ 


© ہمد رر +ترںم+ درو + تریی + [(4) + *(3)] = رعرع + رعرع + ,2# =4 ٠م‏ = ”إا ؛ وبذلك قح إلس] . 


أوجد (إ*|| من أجل ((5 -2,1 + 21,3 ,1 -4) ده في *©. 
س ‏ جو۔ درو + تلع + إن + تو + رتوز + زتروے +0 > ام ی 2۷15 - ۷۳ء اہ( 


من أجل (م5 +21,2 - 7) >×س و (رم6- 3ز + )عه في 6ء اوجد (ا) ست . (ب)أأ#«لاء (ج) أأمااء 

«u = (7- 2i(TFT) + (2+ SDCTZB) MM # 
= (7 2)(1 — i) + (2 + Si)(-3 + 6i) = 5 - يو‎ - 36 - 3j = -31- 121 

V7 + (2) +2° + 5 = VE 0‏ = ألما 

(lof “زد + 16+ 1/12 د‎ + )-6(7 -7 (e) 

أوجد #400 من أجل (21 ,1 - 4رنة +2) عم و )2,5,46 v=)“‏ بے 0. 


[6- وی + (ة)2 -4) + 2 3)(نة + 2) د دده 
(5S) + (2i)(4 + 6) = 131 + 20 — 5i — 12 + 8i = 8 + 16‏ ~4( + )2+ 2+33( 7 


أوجد 1# و ادلا إذا كان (/2 ,4-1 رزة +2) -» في 03. 


ا رزیرری + ( 4( دم + رزة +3105 +ظ2) عیرس 
4 ع 4 + 17 + 13 » (/2-)(21) + (ز + 4)( - 4) + (نة - 31()2 + 2) - 


ويذلك يدك وحص 6 . 


أثبت أن 2777 عدن ٠غ‏ ء من أجل لاء ‏ إختياريين في "0. 
8 طبق المسائل 130.1-128.1 على تعريف المسالة 143.1: 





FT = 2, zy J, 2w, = D wê, =u 


الآنء بادل بين ٠‏ و ۷ [أو خذ مرافقي الطرفين]. 


153.1 


154.1 


155.1 


156.1 


157.1 


الفصل 1 0 31 
أثبت أن (2)00 - 8 )200(١‏ 0 من أجل ناو ؛ إختياريين في "© و ± عدد إختياري في ©. 
للا بما ان ٭(مقت رت رھ برعتا×ھ 


(ص 2)۷۰ > ےج ٠۰‏ ۰۰۰+ وطورھ بے قرع)ھ ک ممع +٠٠١‏ ريمع + ريع = (2u) o‏ 
أو في ترميز المسالة 143.1, 





DD (22), = 25 2, = 2) (‏ = 4)0( 
اثبت أن (0 2)۰ = (صع) دی 


اق نجد. من المسالتین 152.1 و 153.1 أن 


u (zu) = (z0) u = ۰ئ‎ u) = (PTT) = 2)۰ (م‎ 


لیکن (24, ...22 ,4)2 › (24,.. .و2 2)= وا و ( م۷ ,... WW,‏ )=0 اقبت أن: 
نا ثيل لصحيه > تن كزين عنم 
# لان (/2 ۳ 2 ,... ,2 + ر2 2 + 2) سید + وط 
U + u‏ سے ےق لک + يه بن ™ (u, + ua) = Dy (2, + 2D, = BD (Za, FB)‏ 
ان - د 5 
من أجل ۵ و ۷ و ر۷ في ٥"‏ اثبت آن ينا« + ينه <(رہ +,0) ۰× ۔ 





u (U, ¥ j) E (o, Fu U = UU F U UU + U = U, + U U, 2 


لنفترض أن ول , ...رون ورتا مملا ٠‏ ٠١٠و‏ :4 ينتمون إلى "© وآن ر۷ , ٠.‏ ٠ر۷‏ ۷ و2 ١‏ ,ج2 .20 ينتمون إلى ©. اثبت أن: 


0 2 . 0 د-‎ 3 3 2 2, U) 


(خطائية الجداء الداخلي). 
گا لديناء في ”8, أن (0- )4 < ١ه‏ ؛ في حين أنه في © يكون لدينا ( :)6 = »)١ء‏ . القانونان التوزيعيان متطابقان 





في الفضاثين. ينتج عن ذلك أن صيغة الخطائية في المسالة 57.1 تتحقق في "© إذا استبدلنا ,6 في المجموع المزدوج 
بمرافقاتها ,8 . 


1 الجداء التقاطعي (الخارجي أو المتجهي): 


158.1 


159.1 


يعرف الجداء المتجهي من أجل متجهات في 8 فقط. 
احسب قيمة محددات المرتبة الثانية التالية: 


ET ٠ 13 2“ 8 





8 0 7=( - ]و | ا 40+ تا © دإ 4| 
احسب سالب محددات المرتبة الثانية التالية: 2 د 
R0 n 0‏ 0لت 
[ادشاد: لهه - عط =( - 4م)- = أ “|-. يسمى ناتج طرح الجداء 24 للعنصرين القطريين من الجداء 06 للعنصريين غير 
القطريين ب «أخذ المحددة إرتدادياء] 


2 1 المتجهات في "۴ و °٥”‏ 


160.1 


161,1 


162.1 


163,1 


164,1 


165.1 


166.1 


2 () قد من - مه - |ء ؟|- ‏ رب عمد كد هه 5|- 
3 4| 
وجب 2 





() 8+12=4- =| م|- (د) 26- =8 -18- = 


ليكن (يه ريه ,,ه) - م ى (وط ,رط ,)= ن متجهين في ۸ عرف الجداء المتجهي (التقاطعي) ل نا و ۷ء والذي يرمز له 
ب اكالاء 

# الجداء المتجهي (أى التقاطعي أ الخارجي) هى المتجه(طره.“ رط موظ,ه - رظيه روطو - وطي) ع ن × ئ۔ویمکن التمبیر 
عن مركبات 1×۷ كمحددات» وذلك كما يلي. ضع المتجه (وة روط ,رة) >0 تحت المتجه (ره ,,© ,,6) ٠4‏ لتكوين الصفيفة 


( a a, 

27 وط‎ 6 
2 @ و‎ 4 a @, a 

×=) 2 0 bd, E) إذن‎ 


أي» غطّ العمود الأول في الصفيفة واحسب المحددة لتحصل على المركبة الأولى ل 'الال؛ وغطّ العمود الثاني واحسب المحددة 
إرتدادياً للحصول علئ المركية الثانية؛ ثم غطً العمود الثالث واحسب المحددة لتحصل على المركبة الثالثة. 





أوجد 0×۷ یٹ (1,2,3) = و 456) =۷ 

0 ےو - ره - 5 - جد ركة - هن =( 8 1 11 پا - 2 ٦‏ 
أوجد ۷×لاء حيث ‏ (7,3,1) > لا و (1,3,1) <۷۔ 
2 ,ك- به - (3- 3,7 - 1ر1 -ق > رأ x = | E EE‏ 


أوجد ۷× حيث ‏ (4,12,2-) > و (3-,18-,6) ٭ ۷۔ 


14 أ ]١ا‏ ف م “> 


= (0,0,0) =0 














ئگ )72-72 ,12 -36),12-( ¬ 36-( * 


لاحظ هنا أن - = ن ؛ إرجع إلى المسالة 171.1. 
في المساشل 169.1-164.1, تكون (ي2 ,4 ,,6) - ×ا:(وظ روط ,,ؤ) × ۵٠و‏ (وہ :و ,,) =۷ متجهسات في ۲۴ ویکون 
2 


اثبت آن: (ں×۷) - = ۷× 
= لطیة- یتر ھ طر3 طرقوضیة-وفیھ) 1000۷ 
إذن ۷ھ = لية رط و رط ھر رھ رە رة ¬ رھ 6= ( ھر ط- رھ طیفرط- ,8 —(b,a, bab,‏ = (نا»ا؟)- 
اثبت ان: (ku) xv = k(uxv)=u x(k)‏ 
8 (يهطر يفط قعا) > نط: وبائتالي» 

(۸۸۷۷ > (رطية- روط رقروط رق ضر طرہ- یط۵ > لطبتا-یط طہطتدل- (ku) xv = (kab kab kab,‏ 


وبالمثلء یکون لدینا. (۷× )۸ = (k۷)×تا۔‏ 


اثبت آن: v( +) × W(‏ × ں) = +w(‏ )× ن 
8# ينتج البرهان مباشرة من تعريف الجمع المتجهي وحقيقة أن مركبات جداء متجهي خطية بالنسبة لمركبات آي واحد من 
المتجهين. 


33 ٥ 1 القصل‎ 


اثبت آن* ‏ (ص×ئ۷) + (باكاتيا) نس وكا بوم 4 


167.1 
من المسالتين 164.1 و 166.1 نجد أن‎ 
(yew) xu #—[ux(y+w)] = —[(u xv) (u xw)] == (u x v)—(u Xw) = (v xu) +(w Xu) 


(uxv)Xw = (u.w)v—(v.w)u 
لیکن (وانیر×) < ۷.9(۵)- 2۷(۷)؛  إئن‎ 


1 انئبت آن: 
ھا لدینا هنا يفيه + رعرة © ,4= 1-۷ و و 


VW = bf, وعوط د‎ 2 bye 
Xx, (4, + طأليعية + ر4‎ 3 re, + bye, سپ‎ b,c,)a21 = (aC, + رطلوعية‎ ~ (be, + be, 


وبالمثل» 
8لیڈرط + b44, x, = (4,0, + A ~ (be,‏ 3 بعرم - وطلوعية + ta (ae,‏ 
تکتب (لتیلر0۱) < ٭×(۵×۷)؛ ‏ إذن 
يعرطية * يعوطبة - وعوطبة + وعرطية ع بدلطہد - یطر,ھ) - رءلوطبة > ,۵,0 ۶× 
be,‏ + يعيطاية > (رعية + رعيهارط) ع 


وك ولا 


وبذلكہ یکون لدینا ,×= ,لز وبالمله ړ«= ړډ و 


أثبت أن 8×۷ متعامد مع ئا و ۷۔ 
الرطية > وطيقاية + لرطبة - رطيقاية + (رطية - وطية)بة ع (بزكانا).نا 








8 
0 *ت رلأوقية -- رر + وطيهر8 - ,رة 1 وطيقرة > وار a‏ = 
إذن» ۷ا متعامد مع نا وہائمٹل, ۵×۷ متعامد مع ۷. 
1704 بين أن 0ت لكالا من أجل أي متجه 0 
8 نجد من المسالة 164.1 أن (لاكان) - ع باكانا. وبالتالي. 0 © يالان 
1711 آن متجھین في ٭8 یکونان مرتبطين خطياً إذ!ا وفقط إذا كان الجداء المتجهي لهما متجها صغریاً 
# أن الارتباط الخطي بين متجهين دا و ۷ يعني إما ۷ نف من اأجل عدد سلمي 4 آو تا ۷ من أجل عدد سلمي 1 
لنفترض» إذن» أن k۷‏ = ن لديناء من المسألتين 165.1 و 170.1, أن 0= ۸8 = k)۷×۷(‏ = ۷(×۷)) = ۷× وتحصل على 
نتيجة مماثلة إذا 10 ۷. وبالعکس, لنفترض أن 0 = ۷× س. إذا 8 ےت إذن ۴۷ے من أجل 0= إذا © #الء 
نضع لا=» في المسالة 168.1 لنحصل على 
vt‏ 
(u u — (u uu‏ = 0 أو r e e‏ 
1 أوجد متجه وحدة نا يكون متعامداً مع (1,3,4) =۷ و (6,5-,2) = ۷ 
® تأسيسا على المسالة 169.1 احسب أولاً ×۷ الصفيفة 
9 1 قطي ,0.13 = (6-6-,15+248+5-( = v xw‏ 
الآن. ناظم »× ۷ يعطي (12/۸/353- ,13/۷/3953 ,3۸/۹557) = „ 
المسائل 176,1-173.1 تستخدم النقط (۴,)1,2,3 (1-,2.5)رط و (۶,)53.1 في ۸. 
1 أوجد القطعة المستقيمة الموجهة (المتجه) نا من ,۴ إلى ر. 


. = PP, نت (1,2,3)+(1-,2,5) ع‎ )1,3,-4( E 


أوجد القطعة المستقيمة الموجهة (المتجه) ١‏ من ,8 إلى ,8. 


174.4 
۷ = P۴, = )5,3,1( ~ )1,2,3( = )4,1,-2( 


4 تا المتجھات فی "8 و 
1 أوجد متجها ٭ یکون ناظمیا على المستوى 31 الذي يحتوي النقط ر7 و ي7 و 7 
8 يحتوي 14 على المتجهين ناى ؛ المحددين اعلاہ۔ وبالتالي یکون 0×۷ ناظمیا علی 11. الصفیفة 
4- 7 !) تعطي 2141~( = )16+2,1-12-,4+,6-( = w =uxY‏ 
1 أعط معادلةٌ للمستوى ۴ في المسالة 175.1. 
8 استخدم النقطة ‏ (۶)(,2,3 والاتجاه الناظمي ۷ للحصول على 
-20 (3-ين11-(14-2-(20-1 الى 63= 112+ 14y‏ + 2% 


177:1 اثبت متطابقة لاچر|نg/ lax vl? = (un)(y.v)~(u.v)* Lagrange’s identity‏ . 
8 لذا (يهريهرية) ع ناااى (رطرطرط) - 2 إذن 
#رطيه-رطبة) + ط× - رطية) + #(رطية- رطية) ع ٭ا×××ا )0 
(a.u)(v.v) ~ (u.v)® = (af + af + aj) (bF + bj +b) ~ (a,b, + a,b, + a,b)‏ و( 
يفك الطرف الأيمن لكل من (1) و (2). نحصل على المتطابقة المطلوبة. 
1 بين أن 6 ساو أأس || |[۷|| < إإت ۷3 ]]ہء حيث 6 الزاوية بين لا و ۷ 


,8 لديناء من المسألة 79.1, 8 وم إإد|| ]||| >- ن٠:.‏ إذنء وبواسطة المسالة 177.1ء یکون لدينا 


(le x oll? = Nell? تاها‎ - (lull? loll cos? o = fluff? حرم تومه - ل خإرس‎ flafl? loll? sin” e 








يستخدم هذا الفصل الحروف ۸, 8. ©... لترمز للمصفوفات, والحروف الصفیرة ,٤‏ ط, ‏ × لز.... لترمز للأعداد السلمية 
وستكون الأعداد السلمية حقيقية؛ إلا إذا ذكر غير ذلك, بمعنى أن المصفوفات تكون معرَّفة فوق ۸. 


2 المصفوفات 


1.2 


22 


32 


42 


52 


6.2 


72 


أوجد صفوف وأعمدة وحجم المصفوفة 2 د ژادھ۔ 


18 الصفوف هي السطور الأفقية للأعداد؛ يوجد صفان: (23 1) و (6 5 4). والاعمدة هي الخطوط الراسية للاعداد؛ 


0 © © 2۶. 


آما حجم 4 فهو 2×3 [تقرا: 2 في 3]ء أي عدد الصفوف في عدد الأعمدة 
يستخدم الترمین ,,,ليه) ‏ 8 [أو ببساطة (يه) © ۸] لترمز للمصفوفة ×٦‏ ما الذي يعنيه الدلیل السفلي الأول 1, 
والدليل السفلي الثاني 3 

لا السلمي ره هى عنصر 4 الذي يقع في الصف 1 والعمود [. ويذلك؛ يخبرنا الدليل الأول عن صف العتنصر, والدليل 
الثاني عن عموده. 





إذا أعطينا المصفوفة (ره) = 4 أوجد موضع (أ) وره J) ou (E Ae‏ 
8 (أ) ورة تقع في الصف الثالث والعمود الخامس. (ب) ريه يظهر في الصف 4 والعمود 12. [لاحظ أننا نحتاج هنا إلى 
فاصلة للتمييز بين الدليلين]. (ج) و (د): العددان السلميان لا يمكن أن يكونا عنصريين في 08 لأن الأدلة في مصفوفة يجب أن 
تكون. بالاتفاق: أعداداً صحيحة موجبة 





مو2 


اذا أعطینا مصفوفتین ۸ و 8, متی یکون 8 2 ۸؟ 


8 تكون مصفوفتان متساويتين إذا وفقط إذا کان لهما نفس الحجم, وكانت المداخل المتقابلة متساوية. 


o‏ +2 برجي 
آوچ ر ا 1 41 رآ پس۔ج 06 


ال ساو بين المداخل المتقابلة: 





إن حل منظومة المعادلات هو: 2=» اكل 3= 
أي المصفوفات التالية متساوية (إن وجدت)؟ 

( )= )= )303 2ج 

ا ڑا۔ھ 3 = (ڑ اھ 3 0 4 
8 بالرغم من أن كل المصفوفات الأربع 22 وتحتوي السلميات 1, 2, 3, 4, إلا أنه لا يتساوى فيها إثنان. عنصرا عنصرا 
المصفوفة الصفرية ٠×‏ التي يرمز لها ب ,0 أو ببساطة 0. هي المصفوفة التي كل عناصرها أصفار. أوجد « ل #ر ؛ إذا 


35 


6 تا جبر المصقوفات 


یں جو فی 
° 0 
# ساو كل المداخل للصفر, لتحصل على المنظومة 
وے وب xty=0 2+3=0 y-4=0‏ 
ريكون حلّها 4- =× 4د بن ولحت 3= 


(يه) -8, بانھا مصفوفة «»اص --(يه-) ت 8. أوجد سالب كل مصفوفة من 


2 يعرف سالب مصفوفة 81×8ء 
المصفوفات التالیة: 
5-019 27م یاہہ 


8 خذ سالب كل عنصر: 


a (4: 3‏ 9 ياعم 
0-00 8 )= ( اھ 


2 بيّن أن 8 - (4-)-, من أجل أي مصفوفة ۸. 


© مع مدلية) (“aan 2 Caja‏ کہ EA,‏ 
نقول عن مصغوفة 4 ذات صف واحد فقط بأنها «مصفوفة صفية» أى «متجه صفي» ويرمز لها غالباً بواسطة 


4 وتحذف الدليل السفلي الأول لها لأنه يجب أن يكون واحداً. بالمثل» نقول عن مصفوفة 8 ذات عمود واحد فقط بانها 


A = (a, By 


«مصفوفة عمودية» أى «متجه عمودي» ونرمز لها غالباً بواسطة 
وط 

7 
ناقش الفرق, إن وجدء بين الشيئين التالبين: 
1 

بی . ی, , د 0 

3 
8 إذا نظرنا إلى المتجهين بأنها في 8 ا و ۷ يمكن اعتبارهما متساوبین. ولكنهماء بصفتهما مصغوفتین, لا يمكن أن 


يتساوياء لأن لهما حجمين مختلفين. 


2 جمع المصفوفات والضرب السلمي 


2 إذا كانت ,لره) -ه ى ,(ره) = 3 مصفوفتين لهما نفس الحجم: فإن مجموعهما يعرّف ب لرطاخره) 2 ۸+8. 
أوجد مجموع 
و 2- 1 302 
39 4¢ ده لا اھ 


8 اجمع المداخل المتقابلة: 
AJAY SDE. FF 4 -2 5‏ 
لو 4(“ (6+8- 5+1 ;4( a+B=‏ 


2 اوجد 4+8 إنا ˆ =4 د )=8 


12 


182 


الفصل 2 ٥‏ 7و 
المجموع ليس معرّفاء لأن حجمي المصفرفتين مختلفان 
س. 3 012 2 1-1 
ایج هخم إنا (م 5 4)4 و 9 Res‏ 
® إجمع المداخل المتقابلة 


1+1 2+1) 3+2 


A+B=( s3 520000-06 ا‎ 8 


وو بر 1“ 6 5~ 3 
ات (ڑ ٦ي‏ ا پل لؤ) امھ 
١_/4 30 3 3‏ )4+1 3+6( )2+5 1+3 
TE E) 8‏ (2-) +1 ا 0+2(“ c+‏ 
عرف من جديد سالب مصفوفة [المسالة 8.2] بدلالة الجمع المصفوفي. 


8 أن سالب مصفوفة معطاة 8 هو المصفوفة [الوحيدة] الني يكون مجموعها مع 8 يساوي المصفوفة الصفرية, أي أن 
۵ (ھ-)+۸. [لاحظ آن النعریف بهذه الطريقة ل 8- يتفادى الإشارة إلى عناصر 8]. 


ذا لے لپ2 <۸ وا عدد سلمي, فان المصفوفة ,ر(يت) د ٤۸‏ تسمی «جداء» ۸ بالعدد السلمي .K‏ أوجد 3۸ و ۰-5۸ 


0ه 5 4)4 


حیث 


mM‏ نضرب كل مدخل في العدد السلمي المعطى 
9 6 3311/3 رود رو 
s0) (2 15 -18(‏ 4 344 


ل ا بی )س 


7 1 
احسب: 0ل 3)7 ب اف 


ے0 
8 70 0)4 ناد( بد 


14 2- رارسا و 
(ب) ( ا( یں ).اف 0 
NEE ) (١ )1( 06.9‏ روب 0 


يعرّف «الفرق», ۸-8 بين مصفوفتين 8 و 8 لهما حجم واحد بواسطة (8-) +۸ =8 -4. أوجد 4-8 إذا 


مو و حم ده 2= 
a‏ 5 = جا و و aaa‏ 


افد 2۸-38 حيك (إي ج )ده و (°2 





گلا ننجز اول عملیات الضرب السلمي, ثم نجمع مصفوفياً 


8 ا جبر المصفوفات 


20.2 


21.2 


22.2 


232 


م یہ ہم وہ 0 وہر و 24)۔ 
ا جو (24- و۔ 21)+(2- اہ 24-38-8 
[لاحظ أننا نضرب 8 في 3- ثم نجمع, بدلاً من ضرب 8 في 3 ثم نطرح. يجعلنا هنا نتفادى الأخطاء عادة] 


ب (_ 3 =4“ 3 2 )عم (2 1 )عه جد 48-2 + 3۸ 


0 ننجز ولا عمليات الضرب السلميء ثم نجمع مصفوفياً: 
و و -( )وی و )3+( ٦‏ )عع محمد 


ZY 1‏ و الرج+ي 4 کے پور اع 
یجد ہہ سانا ( 7 کے( * لے 2)21 3 
# أولاء نكتب كل طرف كمصفوفة وأحدة: 
(6 + ر + x+4‏ (= )2 مخ 
2w+3‏ 1-سرحجواً 3z 3w‏ 
ثم نساوي بين المداخل المتقابلة لنحصل على منظومة من أربع معادلات: 
4 رےے ۳ر3 
6+ برع ير ع برق 


ور و و سے 41 
3w = 2w +3‏ 





الحل هو: 2=× 4 ين إ=z‏ 3= 
تسن 7 ]دم دق پا عم( کہم يميد كن محمد 
# طريقة 1: نحست أولاً ©38-2: 


نون ہو رجہ وہہ 


ثم نضع 38-20 ء 2۸: 

انا 3( - 2 مخ 

2w 0 7‏ 22 
نساوي بين المداخل المتقابلة: 13= »2 10- درم 22=0 27 - 2#8. وبالتالي» ‏ 13/2 =× 5- 
و 27/2 = س؛ اي ان 





رو 13/2 


4=) 27/2 


طريقة 2 طبق المبرهنة 1.2 [برهنت في المسائل 31.2-24.2] الحصول مباشرة على 3/2(8-6) > ۸ 


مج صمت ۰ 3 )د 


8# رغم ان 2۸ و 58 معرفتان, إلا ان المجموع 2۸+58 ليس معرّفا لأن 2۸ و 58 لهما حجمان مختلفان. 
المبرهنة 2: لتكن مجموعة کل المصفوفات 8×8 فوق حقل × من السلميات. إذن» من أجل أي مصفوفات (ة) = ۸ء 
)=8 و ل ٥=‏ واي عددين سلميين ,عا يع في ٤‏ يكون لدينا 


)( حت +(8 +ق)‎ +)8+0( (iD) A+O0=A4 (ii) A4+(-A4)=0 (i A+B=B+ A4 
W0  K(AFB)=kA+RkB (vi) (ki +k)A= kA + k4 (vi) {kk JA =k (kA) (vi) 14= A4 


242 


252 


262 


202 


38.2 


322 


39 ٥ 2 الفصل‎ 


اثبت (1) في المبرهنة 1.2. 
# إن المدخل زا في ۸+8 ھو a + by‏ وہالتالي. یکون 80+ ريهظ + (a;‏ المدخل -[1 ل 6+(8+8). أما المدخل -ز 
ل 8+0 فهو +٤‏ رط وبذلك یکون پر٥‏ + ه) + ره المدخل -زا ل (©+8)+۸. ولکن, وتاسیسا على القانون التوزيعي 
للجمع فوق ا یکون لدینا 

لہ + پط) + بيه ع پ- + ہنا +پھ) 
وبالتالي. یکونل)+(۸+8) و 8+0)+۸. نفس المداخل -ز إذن, )°+ (A+8)+C = A+(8‏ 
أثبت (11) في المبرهنة 1.2. 
® المدخل -زا ل 4+0 هى بية = 0+ A‏ وبذلك يكون ل. 8+8 ى 4 نفس المداخل -زاء وبالتائي ۸ = ۸+0. 
إثبت (111) في المبرهنة 1.2. 
گا انظر المسالة 15.2. 
اثبت (1۷) فی المبرهنة 1.2۔ 
8 إن المدخل -زا ل 8+8 هى رط + ره والمدخل -زا ل 8+8 هى رة + رط. ولكذناء بواسطة القانون التوزيعي في ,K‏ 
نجد أن پھ + پت ر + ه. وبذلكہ يكون ل 8+ 4 و 8 + 8 نفس المداخل -زاء وبالتالي ۸ + 8 = 8 + ۸. 
اثبت (۷) فی المبرهنة 1.2. 
# ان المدخل ۔زا ل ۸+8 هو رط + ه؛ وبالتالي. (يط + ي#),1 يكون المدخل -زا ل (6,)8+8. أما المدخلان -زز 
ل مرکا و k8‏ فھما ka,‏ ى kj‏ على الترتيب؛ وبالتالي. یکون 3 المدخل -زز لظ + شرطا. ولكن لديناء 
من القانون التوزيعي في کل طر۴ ٣‏ رة = ل(رط + ٥ٍ‏ ٤۔ ‏ وہذلك. یکون کہ 8+ ۸۸ ی (8 + k)4‏ نفس المداخل زاء 
وبالتالي kA + k8‏ = (8 + 4). 
أثبت (أ۷) في المبرهنة 1.2. 
88 يتم البرهان» كما في المسالة 28.2 باستخدام القانون التوزيعي في &. 
أثبت (11) في المبرهنة 1.2. 
المدخل زز کہ 4رر هو رھ(رر). والمدخل زا ل ھر ھی ھتاہ وبذلك یکون 6ر المدخل -زة 
ل (۸ا). ‏ ولکن لدیناء من القانون التجميعي للضرب في ڄ أن نبھیکا رکا = ۹(ړم). وبذلك. یکرن ل 4(را) 
و (۸ٍ),» نفس المداخل -زف وبالتالي .(k, kA = k (kA)‏ 
اثبت (111؟) في المبرهنة 1.2. 
8 المدخل -زز ل 1.5 هو رة * 1.4. بما أن 1.5 و 6 لهما نفس المداخل -[اء فهما إذن متساويان. 


علق على الفرق: إن وجدء بين العلامات + في (01) من المبرهنة 1.2. 
© تدل علامة + , في الطرف الأيسر. على جمع الاعداد السلمية في کا؛ آما في الطرف الأيمن, فتدل علی جمع المصفوفات 
في 1ل9. 
اثبت أن 0 0۸, من أجل أي مصفوفة 4 
8# من (0111) و (91) و (11), في المبرهنة 1.2ء نجد أن 
۸> 21۸ھ 000۸ھ 0۸+ ۸ے ۸+۱۸ 
ويتبع البرهان من إضافة ۸- إلی الطرفين 


0 تا جبر المصفوفات 


342 بين ان ۸- = 1(4-). 
ھا لدينا 0= 0۸ = 1((4-) + 1) = 1(4-) + 1۸4= 1(4-)+ ۸ حيث تنتج الخطوة الأخيرة من المسالة 332. الأن: 
أضف ۸- إلى الطرفين. 
382 بيّن أن 24۸ = ۸+4 وڪ A+A+A = 3A‏ 
8 نستخدم (91) ى (11ا) في المبرهنة 3.2 4+ 4= 14+ 14= 1(4 + 1) = 24. بالمثشل 
.3A = (2 + DA = 2A +1A = A+A+A‏ 


362 اثبت آن 4" = 4 + 4+۰0 +۸4 A=‏ > من أجل أي عدد موجب 1 


1 


#8 يتم البرهان بالاستقراء. تظهر الحالة 2-1 في المبرهنة 0110(1.2). نفترض أن ١<1‏ وأن المبرهنة تتحقق من أجل 


1-ھ إذن 
مم - 4لا + زا -م)] د م1 +4( - ممعم + 727 
اس ا 


2 الضرب المصفوفي 

2 إن «جداء» مصفوفة صفية ومصفوفة عمودیةء لهما نفس العدد من العناصرء هى الجداء الداخلي لهما كما هو معرّف في المسآلة 
4.1 

7 

ر 


(a, 2, .,a,)| 2 |= a,b, + aby +--+ ab, = SD a,b, 
2 


6 


إحسبة 


3 1 5 
3 و 
)0 |2 ے۔ ,6 (ب) | و |(1,7,5-,6) (e)‏ (1- 6.8-2 
1- 7 6 
و (د) (,3-,1,8,3,4()6,1). 

© () نضرب المدآخل المتقابلة ثم نجمعها 

3 

11 قد هيفك رحری + رورم + زناه - 2 )5 ,4~ ,8( 
1- 


(ب) نضرب المداخل المتقابلة ثم نجمعها: 
4 
دد( و 
2 


(e)‏ لا يكون الجداء معرّفا عندما لا يكون للمصفوفتين الصفية والعمودية نفس العدد من العناصر. (د) جداء مصفوفتين 
382 ننرمزبہ (×:) إلی مصفوفة حجمها ؟×.. أوجد حجم كل جداء» عندما يكون الجداء معرفا: 
(e) (2x3)(3 x4) 0)‏ (1×2()3×1) هم (4× 3×4()3) 
(ب) (2× 4×1()1) (ہ) (5×2()2×3) (ر) ‏ (2×2()2×4) 


القصل 2 6 44 


8 إن مصفرفة ×ط تكون قابلة للضرب من اليمين في مصفوفة 90 عندما يكون 4-م فقط. ويكون الجداء 
عندثذ مصفوفة ××8. (ا) 2×4؛ (ب) 42 (ج) غير معرّف؛ (د) 5×3؛ (ه) غير معرّف؛ (و) 2×4. 


922 لفترض آن لم <۸ مصفوفة ‏ باط و ل._نا) > 3 مصفوفة «<ام. نعرّف الجداء (ره) جد 88 بأنه المصفوفة 
50 بحيث أن 


7 فر رظي 0 + ٠٠-١‏ + رور + روظيرك 2 برت 
أي أن المدخل -[1 ل 48 هى جداء المتجه الصفي 1 في 8 والمتجه العمودي ز في 8. أوجد الجداء 48 من أجل 
E‏ 4- 0 2 
(ڑ )=4 د ف 4 a“‏ 
8# بما آنم ۸ تكون 2×2. و 8 تكون 2×3, فإن الجداء 48 يعرّف بأنه مصفوفة 223. للحصول على المداخل في الصف 
8 5 72 0 3 
الأول ل 88, نضرب الصف الأول (13) في 8 بالأعمدة (2) (9(٠‏ د( ) في 8 على الترتيب: 


2) 8 0 “لما اما‎ (D+ GG) (10+ B-2) ‘OE 9+9) 
2 ~1 2 


4 چک 0 10 0ر1 0-6 9ھ) 


وللحصول على المداخل في الصف الثاني لہ ق۸ نضرب الصف الثاني (1-,2) ل۸ في أعمدة 8 على الترتيب 














(ورں ومن ممرٹ+رون س0 إو 8 4 (E‏ 





وبذلك. يكون لدينا 


و ٦‏ )دهم 


2 أوجد الجداء 88 للمصفوفتين 8 و 8 في المسالة 39.2. 
گلا الاحظ أن 8 تكون 2×3 وھ تکون 2×2. ہما أن العددین الداخليين 3 و 2 غیر متساویین, فإن الجداء 84 لا يكون 


عق 


الجداء ۸۵2 حیث (2,1) ع لم 0 1-2)۔ 
412 اوجد الج حیث (2.1) 53 ل( BES‏ 


للا ہما آن ھ تكون 1*2 ى 8 تکون 2×3 فإن الجداء 88 معرّف على أنه مصفوفة 1×3 آو مصفوفة صفية ذات 3 
مركبات. للحصول على مركيات 818؛ نضرب صف ل في كل عمود ل 8: 
الاسم 1 5 
و اا0 2])- ق۸ 


© ت 








(3-,6,1) ع ز(زة-)(1) + (2()0) ,(ئئ)(1) + (2-)(2) .(1()4) + (2()1)) - ) 








2 اوجد الجداء ۸8, إذا 
2-1 
كل 2- 1 
B=‏ |0 50 
3 4 3( و کو 
© بما أن 4 مصفوفة 3×2 و 8 مصفوفة 23 فإن الجداء 8ه معرّف بأنه مصفوفة 3«3. للحصول على الصف 
الأول ل 43 نضرب الصف الأول في 4 في كل عمود ل 8 على الترتيب 
2-1 
To‏ 
4 3- 


BOO 7’ ل‎ 


/ 












































2 ] جير المصفوفات 
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وللحصول على صف ۸8 الثاني نضرب صف ۸ الثاني في كل عمود ل 8 على الترتيب: 


8 اوت 0- 8- کے 24 
ا و12 )دی و وت | 8 1 ( 
4 .8ے 
ولكي نحصل على الصف الثالث في ۸8ء نضرب الصف الثالٹ لہ ۸ في کل عمود لہ ٹا علی الترتیب: 


60- هم 1-/ 01س هس 1- س س 1- 2 
ہد 2 1 =( كد وم 1ک )-(3] e]‏ 1 ( 
15 2 9 15+0 6+16 3+12- 


0- 8- 1 
وبذلك. يكون لدينا 5 1-2 )ده 
15 22 9 





أوجد الجداء 84, حيث ۸ و 8 المصفوفتين في المسالة 42.2. 


: 1# بما أن 8 مصفوفة 2×3 و ۸ مصفوفة 3×2, فإن الجداء 84 يعرّف بأنه مصفوقة 2<2. للحصول على صف 84 


الاولء نضرب صف 8 الأول في كل واحد من أعمدة 4 على الترتيب: 


FF <" e وہ‎ 


آما الحصول على الصف الثاني ل 8۸ فنضرب الصف الثاني ل 8 في كل عمود من أعمدة 4 على الترتيب: 
(2 15)-(ى لتر دا ) |إذ ا ہے عل 
3~ 10( /3+0+0- 6+4+0 4 2 
ذلك یکون لدینا 21- 15)۔ 
وبذككء يكون لديا و 1( =84 
أوجد حجم الجداء 88: حيث 
1 0 1-4 5 
a -1 3 -(‏ 9 3 )سم 
0 2 0 4 
ہما ان ۸ مصفوفة 2×3 و 8 مصفوفة 3×4 فإن الجداء 48 يكون مصفوفة 2×4. 
لنفترض أن )= ۸8 من أجل المصفوفتين ۸ و 8 في المسالة 44.2. اوجد () ور (ب) مھ (ج) رر (د) مره 
8# ان العنصر پ٥ہ‏ في المدخل -ز) ل ۸8, هى جداء الصف 1 ل ۸ في العمود زا 8. 


0 
00 66 مجهت روسرس + رح + زازه - إ٥‏ اد ,1,0( Ca,‏ 
2- 
1 
(ب) 3 +1 +2-(0()0) +(1-)(1-) + (2()1) - 0د ,2) عم 
1 
(e)‏ 11- = 12 -0 + 1 = )3)(4-( + )0)(2( + )1(1( -[2)ه ,۰)0 ہي 


(د) العنصر ےہ لیس موجوداّء لان ۸ وکذلك 48 ليما صفان إثنان فقط. 


46.2 


472 


482 


49.2 


50.2 


S12 


52.2 


الفصل 2 ت 43 


أوجد ۸2ء حیث 
6 1~ 2 
لت .2:73 
1 5= 3 = = 
1 و 7 91 2 )عه 
mB‏ بما آن ۸ مصفوفة 2×3 و 8 مصفوفة 3×4 فإن الجداء يكون مصفوفة 2×4. نضرب صفوف ۸ في أعمدة 8, 
لنحصل علی: 


48 = (g20 4-645 0110-10 24-2410 


4+3-4 ~2+9-1 0-15+2 E 6 -13 5 
26-5 0 32 


إرجع إلى المسالة 46.2. لنفترض أن العمود الثالث وحده في الجداء ۸8 هو الذي يهمنا فقط. كيف يمكن حسابه بشكل مستقل؛ 
8 إن قاعدة. ضرب المصفوفات تخبرنا بان العمود رقم ز في الجداء يساوي العامل الأول مضروباً في المتجه العمودي ز 


للثاني. وبذلك. يكون لدينا 
- - 0 5-5 
لا : 6 


وبالمٹل, يكون الصف 1 للجداء مساوياً للمتجه الصفي 1 للعامل الأول مضروباً في العامل الثاني. 


اك ()(9 4): 

إن العامل الأول يكون 2×2 والثاني يكون 21, وبذلك يكون الجداء مصفوفة 2×1: 
(es) = (4)‏ =)5-5 4( 

لد رو ,7 )(5): 


# الجداء ليس معرّفا لان العامل الاول مصفوفة 2×1 والعامل الثاني مصفوفة 2<2. 


افجد ( )0,70 ٠‏ 
0 العامل الأول 1×2 والعامل الثاني 2:2, فيكون الجداء مصفوفة (صفية) 1×2. 


(23- ,23) = 12-35 ,2+21 =( )زميق 


6 1 
افد 7-.2( و 
© الجداء ئيس معرّفاً لان العامل الآول 2×2 والعامل الثاني 1×2. 
لتکن ۸ مصفوفة 98 حيث 1< و1<ص بافتراض أن لا و ۷ متجھان, ناقش الشروط التي تعرّف وفقها (1) ۸۵. 
(ب) ۷۸ 
8 (1) يكون الجداء ۸0 معرّفاً فقط عندما یکون 8ا متجھا عمودياً ب « من المركبات؛ أي مصفوفة 1. وفی هذہ الحالة 
يكون ا۸ متجها عمودياً له ۳ من المركبات. (ب) اما الجداء 78 فيكون معرّفاً فقط عندما يكون 7 متجھاً صفياً له « من 
المركبات؛ أي مصفوفة «×1. وفي حالة مثل هذه يكون ۷4 متجها صفياً ب ١‏ مركبة. 


4 
إحسب (5 4- 6" : 
1- 


8 العامل الأول هو 3×1 والعامل الثاني هى 1×3 فيكون الجداء مصفوفة 3×3. 


4 1 جبر المصفوفات 


542 


552 


562 


10 8- 12 (2()5) (4-)(2) (2(06) 2 
0 12~ 15۔ (5)(ة3) )4-()3( 7 نہ 1/6 ( 
5= 4 6 )1)(5-( (قتر(تے) (1(6-) لوس 

2 
احسب 1 6-9 
1- 
8 العامل الأول 1×3 والعامل الثاني ۱1ء فیکون الجداء مصفوفة 1×1ء والتي نكتبها غالباً كعدد سلمي: 
3 
== 22(د 5 4- ,6( 
1- 
المسائل 58.2-55.2 تثبت المبرهنة التالیقہ حیث نفترض أن الجداءات معرّفة. 


المبرهنة 2.2: لنفترض أن 4, 8, © مصفوفات وأن ‏ عدداً سلمياً إذن: 


0 ق۸ >- ع(ق۸) القانون التجميعي 
Gi)‏ عم + قم ع (0+ 4)8. 2 قانون التوزيع من اليسار 


BA + CA Gil)‏ = 8+0(۸) قانون التوزیع من اليمين 
k(AB) = KAJB = A(kb) (iv)‏ 
اثبت (8) في المبرهنة 22. 
ل لکن )=4 كن -8, ى لي) > ©. ليكن, إضافة إلى ذلك (8) = 8= 48 و () >8 - 80 


۳ 1 إذن‎ 
رھ‎ = DD aby t= D Datu 
1 ا‎ 


الآن. نضرب 5 في © أي (۸8) في © فيكون العنصر في الصف 1 والعمود 1 للمصفوفة ©(48): 
ہ تل قرم) ر2 > = sue‏ > 
اکر 6 
من جية آخری, نضرب له في 5/ أي ۸ في (©8) فيكون العنصر في الصف 1 والعمود ! في المصفوفة (۸)80 


ahen)‏ > ل ره ل 


سم وم 0 
وينتج عن القانون التجميعي في حقل السلميات, أن المجموعين المزدوجين متساويان؛ وهذا يثبت (0. 

أثبت (ة) في المبرهنة 2.20. 

# لتكن المصفوفات =4 (ي()- 8, و (ي:) - ©. [بما أن 48 و 80 معرّفتان فإنه يمكننا استخدام نفس 
الدليل ‏ من أجل أعمدة 4 وصفوف 8 و ©]. لتكن (ني4) > © + 8ح 8, (يه) > ق۸ ×ظ و (رط) > 6ك - 5 إذن 


2 


06 
duy = Dy + > 2 ny f= Z2 nx, 
1 





7 
وبالتاليء يكون المدخل “ا للمصفوفة 80 + 417 هو 

(1) €, +f = ج‎ Abg + م خ پرقیرھظ ج‎ {aby + a, Cg) 
۸ > ۸)8+0( من جهة أخرى» يكون المدخل -ز¡ للمصقوفة‎ 


2 2 
@ 2 uy = > aa bye + ey) 
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الطرفان الأيمنان في (1) و (2) متساويان» تاسیسا علی القانون التوزیعي في الحقل السلمي؛ وهذا يثبت (01. 
2 اثبت (11) في المبرهنة 2.2. 

8 البرهان كما في المسالة 56.2. [ليس هناك تميين بين الضرب من اليمين أى من اليسار في حقل السلّميات]. 
2 اقبت (۷) في المبرهنة 2.2. 


(ka )ê, = Za(kb,) .‏ - (رقيه )م 


2 أعط مثالاً لمصفوفتين 4 و 8 بحیث أن 88 ى 84 تكونان معرفتين, ولھما نفس الحجم, ولکن 3۸ے ظ۸۔ 


8 لتكن (؟ )عم و(9؟ امھ .نت 


و )0-5 =0 9 4(3 
رو )+257 3+( 1)3 24-4 
إن ضرب المصفرفات لا يخضع لقانون التجميع. 
2 بين آن 08-0 [إذا لم تكن 4 مصفوفة مربعة فإن للمصفوفتين الصفريتين حجمين مختلفين]. 


8 كل مدخل في 0۸ يكون الجداء الداخلي لصف صفري ل 0 وعمود في ۸: ویکون بالتالي آلعدد السلمي 0. وبذلك, 
۵ ۸۔ 


2 بين أن 0= ۸0. 

ل كل مدخل ل 80 جداء داخلي لصف في 4 وعمود صفري في 0, ويكون بالتالي العدد السلمي 0. وبذلكہ 0= A0‏ 
2 بين أنه يمكن أن يكون 0< 88, حيث ۸40 و8*0. 

× س وو )سه د( مھت 

aa) 04 =) 2220-6 o0 

[ہتعبیر آخرہ يكون للضرب المصفوفي قواسٰم للصفر], 
632 بين XA+BJ(C+D) = AC + AD + BC + BD ù‏ 

8 طریقة 1: نستخدم قانوني التوزيع الايسر ثم الايمن, 

(A + B)(C + D) = (A + B}C + (A + B)D = AC + BC + AD + BD = AC + AD + BC + BD 
طريقة 2: نستخدم قائوني التوزيع الأيمن ثم الأيسر,‎ 


{A + BJ(C + D) = A(C + D) + B{C + D) = AC + AD + BC + BD 


2 منقول مصفوفة 


642 يُعرف «منقول» مصفوفة ۸ ونرمز له ب *8, بأنه مصفوفة يتحصل عليها بكتابة صفوف 8, على الترتيب» كأعمدة. بتعبير 
آخرہ إذا کانت (ۃ) ٭ ۸ مصفوفة 0× إذن تكون )4( = A"‏ مصفوفة ۸×۳ حیث من أجل كل ذو ل 


أوجد 47 من أجل 





٦ 46‏ جبر المصفوفات 
و 2١‏ اود 
ؤ )=4 
0 الصفان الاول والثاني في ۸ يصبحان العمودين الأول والثاني في "4: 
4 1 
5~ ( 47 
6~ 3 
أو بشكل مكافىء الأعمدة الأول والثاني والثالث في 4 تصبح الصفوف الأول والثاني والثالث للمصفوفة 47. 
2 أوجد منقول المصفوفات: 


0 4 ھا 8 (ب) جو تہ 
رھ @ d4 dı‏ 7 6 5 


1 ~4 5 4 

0 61 ده ب) [6 4- 2 

0 0 و۸ وہ ب( 4 ٢‏ 
4 4@ 


662 اوجد "س "س "س من المتجهات الصفية (24) = نه (1,3,5) = ۷ (6,6,6) ت ۷ 


8 يكون منقول متجه صفي متجھاً عمودیاً: 


6 1 
ا اہ تدم 
6 5 
2 أوجد المنقول المصغوفي للمتجهات العمودية التالية: 
5- 2 
1 
6- ادس 4]ده دعن 
اال 
8 إن منقول متجه عمودي سيكون متجهاً صفياً (1,1) - "نه (246) = "ہہ (6,7-,5-) = "س 


2 إذا أعطيت وت 3 =4 ء اوجد ۸۴ ر۸77). 


8 اعد كتابة صفوف ۸ كاعمدة لتحصل على "۸ء ثم آعد كتابه صفوف "۸ كأعمدة لتحصل على "("4): 


6 1 
وہ لی 


(۸7)؛ أنظر المسألة 76.2. 





لاحظ أن 8 
2 بيّن أن المصفوفتین ۸۸ و 478 معرّفتان من أجل أي مصفوفة 4. 
© بنا ھ مصفوفة 8 ×ھھ فإن "4 تكون مصفوفة 1×٦۔‏ وبالتاليء تعزف آ۸۸ مصفوفة "× وتعرّف ۸"۸ 
مصقوفة 1× 
7 و یج 
2 أوجد 487, حيث 3 5 )عم 


8 تحصل على "4 بإعادة كتابة صفوفه 4 كأعمدة: 


3 ا۔٠‏ : 5 ا el‏ 
و0 م سا لُر)ً 5 2 


AAT 


1 
ہم 
س 


71.2 


732 


74.2 


252 


762 
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أوجد 8"8, حيث 8 المصفوفة في المسالة 70.2. 

12 1- 10/ )0+12 2-3 1+9 و 1 

1 

8 5 5 )0-4 4+1 0 3 0 ا 

0 0+12 0-4 0+16/ \12 -4 16 

5 0 PINE ۴ 

ارجد "(4۸8 اذا (2 [) =4 5 إادھ 


۳ لو و لوڈ اہم تس مو )د هی 


أوجد 4787 من أجل المصفوفتين في المسالة 72.2. 


ب ê G9‏ 
إذن وم بد میں یٹ 


لاحظ من المسالة 72.2 أن "۸"8 > .)A8("‏ 
أوجد 8”87, من أجل المصفوفتين في المسالة 72.2. 
39 15+247 35-12 6/1- 5 

8 3 0( ابد ات 6 )اھ 
من المسألة 72.2 نجد أن 8587 - 88(7)؛ أنظر المسالة 78.2. 
المبرهنة 3.2: إن عملية إيجاد المنقول المصفوفي تحقق 

0 #هجكم د ”رودم (ننق “فاك )K("‏ (ا عدد سلمي) 

(i)‏ ہے گی[ (iv)‏ ہرتھ ےہ ”رورم 
اثبت المبرهنة 3.2 (). 
© إذا )=4 و )=8 إن یکین رط + ره المدخل دزة ل ۸+8 وبالتالي» يكون ره + ره المدخل -آز 
(بترتيب معكوس) ل ”(8+8). من جهة أخرى» يکون ره المدخل از ل 4 و برط المدخل -أز ل 187 وبذلك یکون يط + ريه 
المدخل -از ل "8 + "۸. ينتج عن ذلك أن 87+ه > آ(۸+8)ء لان المداخل المتقابلة متساوية. 
اثبت المبرهنة 3.2 (01. 
8 من الواضح أن تبادلاً لا مزدوجا للصفوف والأعمدة يكافىء عدم وجود تبادل. 
أثبت المبرهنة 3.2 (11). 
ھ ‏ إذا ھا × ۵ف فإن K4‏ يكون المدخل -(1 ل 28 وبذلك يكون ,52 المدخل -از [بترتيب معكوس] ل .)K۸("‏ من جهة 
آخری؛ یکون پ٥‏ المدخل -از نہ آ۸ وبالتالي یکون K4‏ المدخل -از ل4۸ ينتج عن ذلك أن گ۵ < 7(شا)ء لان المداخل 
المتقابلة متساوية. 
اثبت المبرهنة 3.2 (0۷). 
8 انا 0> ہو ك6 - ظ فإن المدخل -زا ل 8ه يكون 
پر ٣‏ رة 02 


H1 im mj 


وبذلك يكون (1) المدخل -از (بترتيب معكوس) ل "(۸8). 


8 ا جبر المصفوفات 


من جهة أخرىء العمود ز ل 8 يصبح الصف ز ل "8 والصف ا ل ۸ يصبح العمود ¡ ل "4. نتيجة لذلك. قإن المدخل -از 
ل 8"4 یکون 
,84 


4 
بعريظ 2 | ... البيرة‎ + baja + °°° + btn 


a 


(by bs, 


3 


© 


ينتج عن ذلك أن 8787 - "(۸8) لان المداخل المتقابلة متساوية. 


2 العمليات الصفية الأولية, مرتكزات 


2 ہین ان کل واحدة من العمليات الصفية الأولية التالية لها عملية عكسية من نفس النوع: 
[,58]: تبادل الصفين ذى ل ,۴ + ,۴. 
[ر]: ضرب الصف ا في سلمی غیر صفري ×: بط صظ 0 
[ہظا: نبدل بالصف 1 الصف [ بعد ضربه في 1 مضافا إليه الصف 1 ,8 + با <- 1 
88 () تبادل الصفین ¡ و ز نفسهما مرتينء يعطينا المصفوفة الاصلية؛ أي أن هذه العملية تكون معكوس نفسها. (ب) ضرب 
الصف 1 في 1 ثم ضرب الناتج في 6-1 أو في "۸ ثم في ۸ يعطينا المصفوفة الأصاية. بتعبير آخر: العمليتان R, ¬< K۸,‏ 
والعملية ,8,72 أى نطبق العملية ,۴ + ,۸)- ح۸ ثم العملية ,۴+ ر۸۴ +8 فنتحصل على المصفوفة الأصلية. 
بتعبير آخر, تكون العملیتان ,۸ + ,۸ + ,۴ ى ,8 + 18 <-,8 عكسيتين. 

2 عبر عن العملية الصفية التالية بدلالة العمليات الصفية الأزلية في المسالة 79.2: 
(8: نستبدل بالصف 1 الصف [ مضروباً في ' مضافاً إليه الصف 1 مضروباً في ٠‏ (غير صفري)د 1+ باح 
0ے 
8 8 مكافثة ل ر8 [بوسيط ا] متبوعة بہ ,8 [بوسيط '6]. 


2 طبق ب+ ‏ 9 


4 23 1 
ا 67 A=|5‏ 
6 5 4- 3 
ار آ2 1 
8 3 5 4- 3 
8 7 6 5 
2 طبق العملية ,۸+38 على المصفوفة في المسالة 81.2. 
۶ 69 ( 
8 7 6 5 
۰ 6 5 4~ 3 


2 طبق العملية ,8 + ,3۸- +۸ على المصفوفة في المسائة 81.2. 


1 2 3 4 
( 6 7 ( 8 
0 -10 -4 -8 

2 نقول عن مصفوفة ك أنها «مكافكة صفياء لمصفوفة 8, ونكتبها 8-8, إذا أمكن الحصول على 8 بإجراء متتالية من العمليات 


الصفية الأولية على خ. بيّن أن التكافؤ الصفي هو علاقة تكافق. أي بيّن أن (1) همحة؛ (ب) إذا ۸-8 إذن 8-۸ (ع) إذا 
.A~C ùj B~C gy A~B‏ 


862 


87.2 


88.2 


89.2 
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© () يمكن الحصول على 8 من 8 بتطبيق ر۴ مع 1 -6. (ب) إذا أمكن الحصول على 8 بتطبيق متتالية من العمليات 
الصفية الاولية على ۸, فإن تطبيق العمليات العكسية بترتيب معكرسء على 8 يعطينا 4. [نعرف؛ من مسالة 79.2 أن عك 
عملية صفية أولية يكون عملية صفية أولية]. (ج) إذا كان يمكن الحصول على 8 بتطبيق متتالية من العمليات الصفية الأولية 
على 8, ويمكن الحصول على © بتطبيق متتالية من العملية الصفية الأولية على 8 فإن تطبيق المتتاليتين. الواحدة بعد الأخرى, 
على 8 يعطينا ©. 
لنفترض أن يه عنصر غير صفري في 8. بين أن كل واحدة من العمليتين الصفيتين الأوليتين واللتين تغيران الصف © في ۸. 
تعطيان 0 في الموضع -1 ل 8 

R7 Ca,faR, FR, ()‏ (ب) R> ~a,R, * aR,‏ 
[العنصر ره اعلاهء والذي استخدم للحصول على الأصفار فوق و/آو تحت ھذا العنصر يسمى «مرتكز/ أو محون» العمليتين] 
إن السلمى الجديد في الموضع -[! ل 4 هو 

٥ 0‏ سپ+بحیمہ) (ب) 0ت يليه + رول 


ارجع إلى المسالة 85.2. ناقش الميزات. إن وجدت الناتجة عن استخدام (ب) بدلاً من (0. 


ھ رغم أن (1) تتضمن عمليات حسابية أقل (المسالة 91.2)؛ إلا أنه قد ينتج عنها كسور حتى إذا كانت كل ال ينا أعداداً 


صحيحة. 
العملية (ب) والثي تتضمن عمليات الجمع والضرب فقط لن ینتج عنها كسور إذا كانت كل المداخل ره أعداداً صحيحة. 
اناقش فائدة استخدام 1 > ره کمرتکر. 
ل في هذه الحالة, تكرن العمليتان () و (ب) متماثلتين. وان تنتج كسور إذا كانت كل ال ي٥‏ اعداداً صحيحة 
أوجد أصفاراً فرق وتحت المرتكز [داخل المربع]: 
5 4 لے 1 
3 و 
mH‏ بما أن الصف الثاني ر۴ [الذي يحتوي المرتكز] لن يتغيرء فنكتب ر۸ أولا 


0142-24 


للحصول على 0 في ,۴ فسوق المرتكزء نضرب الصف القاني ,8 في 3- شم نضيفه إلى ,18 أيء نطبق العملية 
—3R, +‏ سب 


0+1 ~3+3 ھ۔یہ‎ 3+5 16 216:8 
0 1 2 A LF ا‎ 


وللحصول على 0 في ,8 تحت المرتكز. نضرب ر8 في 2 ونضيفه إلى ,۸ أي, نطبق العملية :R, 2R, FR,‏ 
E‏ ا 8 10 0 1 
5 لے 6( 1- 2 1 0 
2 7 0 0( /2+4- 4+3 2-2 0+0 

وهذه هي المصفوفة المطلوبة. 


أوجد أصفاراً تحت المركز [داخل المربع]: 


0 0 جبر المصفوقات 


4 1-3 
3 1[ 4 
140 3 وس ني 

8 أولاً, نكتب ,8 لأنه إن يتغير: 


2-1 4 4 


للحصول على 0 في ,8 تحت المرتكز طبق العملیة ي28 +,38- الا أي إحسب: 
4 21-3 4 103 2 
| 11 5 0 = (2-4- 9+2 3+8- 6+6- 
وللحصول على 0 في ,2 تحت المرتكزء طبق العملية ‏ ,28+ ,58 - حپاظ 
4 1-3 2 4 3- 1 2 
16- 11 5 ۳ 1100-16 5 0 ا 
70 5+6ز1 4-تف- 10+10- 
وهي المصفوفة المطلوبة. 
2 أوجد أصفاراً تحت المرتكز [داخل المربع]: 
[O 1 -2 4‏ 
6¬ 1 3 5 
7 5 1~ 1 
8 ہما آن العنصر المذکور [داخل المربع] صفريء فإِنه لا یمکن استخدامه كمرتكز. 


2 النفترض أن 4 مصفوفة 88 أوجد عدد عمليات الضرب في (أ) „ + ‘R> (~44 )F,‏ )ب( aR,‏ + ايه حي 
[في التطبيقات الحاسوبية, نعد فقط عمليات الضربء ولا نعد عملیات الجمع. وذلك عند تحديد مدى تعقيد اسلوب ما]. 


# (أ) بعد حساب المضروب فيه رةأه-» سوف نجد عند 8 فقط من عمليات الضرب. [كل صف يحتوي عدد « من 
العناصر]. (ب) سيكون هنا عدد 28 من عمليات الضرب. 


2 المصفوفات الدرجية, الاختزال الصفيء الارتكاز (التمحور) 
2 اوجد المداخل غير الصفرية الآمامية في المصفوفات التالية: 
م2 2 2 و مر )00 000 4642 4 01-3 
63155 و 2( لیو 2 (٠‏ 
مو ,49+1101 "۸ 
المداخل غير الصفرية الأمامية هي المداخل غير الصفرية الأولى في صفوف المصفوفة: 
(i: 51 8080‏ و و ) 


0 2 5 3 [O23 4s} 9 © 
0 (ری‎ 2 8 0 06] -4 7 0 6 00 0 


2 ما هى عدد المداخل غير الصغرية الأمامية التي يمكن أن تحتويها مصفوفة 90×8 





# يتراوح العدد بين 0 و 0ء بحيث یوجد مدخل غير صفري أمامي واحد لكل صف غير صفري. 

2 نقول عن مصفوفة 4 أنها «مصفوفة درجية» أى نقول أنها في «شكل درجي» إذا () كانت كل الصفوف الصفرية في نهاية 
المصفوفة؛ (61 وکان كل مدخل غير صفري أمامي في صف معين على يمين المدخل غير الصفري الأمامي للصف السابق له. 
اذكر أي المصفوفات في المسألة 92.2 إن وجدت, تكون في شكل درجي. 


952 


96.2 


972 


98.2 
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18 المصفوفات الثلاث ليست في شكل درجي. [في المصفوفة الثالثة, ال 3 ليست على يمين ال 2]. 
أعط خوارزمية تختزل صفياً مصفوفة إختيارية (يه) - 48 إلى الشكل الدرجي. [نقصد بالمصطلح «يختزل صفياًء أى «يختزل» 
فقط تحويل مصفوفة بواسطة عمليات صفية]. 
خطوة 1: أوجد العمود الأول الذي به مدخل غير صفري؛ سمه الحمود -إإ. 
خطوة 2: بادل بين الصفوف بحيث تجعل مدخلا غير صفري يظهر في الصف الأول للعمود. إل آي بحيث يكون 
0 رھ 
خطوة 3: استخدم ںہ کرٹکز للحصول على أصفار تحت ھ؛ أيء طبق من أجل كل 1 < 1 العملية الصفية 
ہا رھ + وريه - جر ١‏ أق ,38 + ‘R= (ayj, JR‏ 
خطوة 4: أعد الخطوات 1ء 2, 3 على المصفوفة الجزئية المكونة من كل الصفوف باستثناء الأول. 
خطوة 5ء واصل الأسلوب السابق حتي تصبح المصفرفة في شكل درچي. 


إختزل صفياً 
کا کیک یں پا 
| 2- 4 امم 
43> 3:64 
إلى الشكل الدرجي. 


Rye “2R, FR, استخدم 1 كمرتكز للحصول على أصفار تحت هذا العنصر؛ أي, طبق العمليتين الصفيتين‎ E 
وی + ,3۸ - ۸ الحصول على المصفوفة‎ 

1 2 -3 80 

( 0 4 31 


3-3 8-8 
الآن استخسدم 4= ررة تكز للحصول على أصفار تحت هسذا المدفل ؛ أي ٠‏ طبق العمليسة 
5R, + 4۴,‏ ¬ +8۸ لتحصل على المصفوفة 

1 2 -3 0 

0 4 2| 

00 60 2 


وهي في شكل درجي. 
إختزل صفياً 





1- 3 2- 1 
2 2 1- 6 
3 1-8 3 
إلى شكل درجي. 
8# طبق العملیتین ر8 + ,2 - سر و ر۸ + ,38- سیت ثم العملية ‏ ,3 + ر7 - بقل 
وہ 3 1-2 1- 3 1-2 
4j~|0 3 =4 4‏ 4- 3 ~4 
0 7 0 0 6 7~ 7 0 
الآن. تكون المصفوفة في شكل درجي. 
إختزل صفياً 
2~ 3 01 
A=|2 1 -4 3‏ 
1- 23 
إلى شكل درجي. 





2 تا جبر المصفوفات 
8 نبادل أولاً بين ,۸ و ر۴ لنحصل على مرتكز غير صفري في الصف الاول؛ ثم نطبق ,۸+ ,۸8- ح8 واخيراً 
با + بت2 - سر 

3 4- 1 2 3 وت 4 2 3 4~ 1 2 

وو 1 2(0 2 کان 1 A~l0‏ 

مو 0 0 0 4 6 2 0 /1- 2 23 
وتكون المصفوفة الآن في شكل درجي. 


2 إختزل صفياً 
6س 1 4س 
5 2 ا۔ A‏ 
4¬ 3 6 
إلى شكل درجي. 


8 إن الحسابات اليدوية تكون عادة أسهل عندما يكون العنصر المرتكز يساوي 1. لذلك. نبادل آولاً ,8 و ر ثم نطبق 
ي 4 ,8 و الا ثم نطب 
Ry+ 4R, +R,‏ و “GR, +R,‏ مره ثم نطبق بعد ذلك RR, +R,‏ 


7 جار چ تو کب 1.2 
ام 9 3-0 9 0-[6م 1 4۔]۔ھ 
0 0 0 6 9~ 0 4~ 3 6 


ويذلك تصبح المصفوفة في شكل درجي. 
2 إن الخوارزمية في المسالة 95.2 تصبع «خوارزمية تمركزية» إذا اخترناء في الخطوة 2, المدخل في العمود [ الذي له أكبر قيمة 
مطلقة كمرتكز ,ر,», وإذا حددنا في الخطوة 3 العملية ,۸ + ,۸( رره/ره-) د8 . استخدم الخوارزمية التمركزية لاختزال 
المصفوفة التالية ۸ إلى شكل درجي: 
٠‏ 2 دوت 2 
A=|-3 6 0 3‏ 


2 10 7~ 1 
8 نبادل ول بین ,۴ و ر۸ بحيث یمکن استخدام 3- کمرٹکز ٹم طبق ر۸ + ,2/38 +رR‏ ی ,۴ + ,1/38( +8 
و 0 6 3-/ له 0 6 3~ 
ذو 2 °( 2 2- 2 A~|‏ 
5/3 10 5- 0 2 10 7- 1 
الآن» نبادل بین ر۴ و ,۸ بحیٹ یمکن استخدام 5~ كمرتكن ثم طبق ,۸ + ,2/5(۸) +د8: 
1~ 0 6 3-/ 1- 0 6 3- 
5/3j~| 0 ~5 18 3‏ 10 5- 0 7 
1 6 0 0 13 2 2 0 
وهكذاء تم وضع المصفوفة في شكل درجي. 
2 صف القوائد. إن وجدت. لاستخدام الخوارزمية التمركزية. 
8 تتضمن العصلية ,۸ + ,#( رهل ره-) ,۸ القسمة على المرتكز (الحالي) ,,». ولكن الأخطاء الندویریقہ على 
الحاسوبء يمكن إختزالها بشكل كبير عندما تكون القسمة على عدد تكون قيمته المطلقة اكبر ما يمكن 


102.2 إذا كانت ۸ و 8 مصفوفتين درجیتینء لهما نفس الحجم بين أن 8+ 4 لاضرورة لان تكون مصفوفة درجية. 
6 0 1_0 مہ وہ 345 
59 ف 47-0695 0015 )+61 


1032 بین أنه إذا كانت 4 مصفرفة درجية, فإن K4‏ تكون أيضاً مصفوفة درجية. من أجل أي عدد سلمي . 


الفصل 2 0 53 
8 إذا 0= تکون ۸۸ المصفوفة الصفرية؛ وهي في شكل درجي. إذا 0ك فإن ضرب مداخل ۸ في K‏ لا يغر من 
مواضع الصفوف الصفریةء ولا يغيّر من مواضع المداخل غير الصفرية الأمامية. 
2 الشکل الصفی القانونيء حذف جاوس 
2 نقول عن مصفوفة 8 أنها في الشكل الصفي القاتوني إذا (1) كانت 4 في شكل درجي؛ (1) كل مدخل غير صفري أمامي يساوي 


1 (11) كل مدخل غير صفري أمامي يكون المدخل غير الصفري الوحيد في مموده. أي المصفوفان التألية. والتي وضعت 
مداخلها غير الصفرية الأمامية داخل مربعات. تكون في الشكل الصفي القانوني؟ 























٥8 4 5 ~6‏ 2 3 [2] 62 
6م |0 2 3- 1 [تإ 60 0 تع اللا 0 0 
2 0)0 0 0 0 |6 00 
0 مہ 0 0 0 0 0 0 0 
وه 0 0 1}3[ 0 
)01 3۔ 0 [J‏ 0 0 0 
٭ 2 0000 
[O‏ 6 7 0 0 0 0 


8 () المصفوفة ليست في الشكل الصفي القانوني لان المداخل غیر الصفرية الأمامية لا تساوي 1. (ب) المدخل غير 
الصفري الأمامي في الصف الثاني ليس المدخل غير الصفري الوحيد في عموده. (ج) المصفوفة تكون في الشكل الصفي 
القانوني. 


52 ئي المصفوفات, في السالة 2ء تكون في الشكل الصفي القانوني؟ 


106.2 أي المصفوفات تكون في الشكل الصفي القانوني؟ 
Ta O ۹ 0.17 -2 0 1 0 5 0 2‏ 
2-014“ 01 00 ( 4- 2 5 00 
7 0001 00 000 3 07 00 
گلا المصفوفتان الثانية والثالثة 


2 أعط «خوارزمية حذف جاوس» من أجل إختزال مصفوفة إختيارية 4 إلى شكل صفي قانوني 


8# تتكون الخوارزمية من خطوتين رئيسيتين: 
الخطوة 1: إختزل المصفوفة 4 إلى شكل درجي [المسالة 95.2]) ارمز للمداخل غير الصفرية الآمامية ب رر,ه , 


١‏ روا مرا 
خطوة 2: لذا 1" إضرب آخر صف غير صفري» ,۴ في ,1/4 ثم استخدم 1 


,4 كمرتكز للحصول على 
أصفار فوق المرتكز. كرر العملية مع پال- اق ال اخیرا, وإذا كان ذلك ضرورياً إضرب ,8 في ,ر,ه/1 
لكي تجعل 1ه . 
المصفوفة الآن في الشكل الصفي القانوني. الخطوة 2 تسمى أحياناً «التعويض المرتده. لأن المداخل غير الصفرية الامامیة 
اتستخدم كمرتكزات في ترتيب عكسيء من أسفل إلى أعلى. 
2 ضع المصفوفة الدرجية التالية في شكل صفي قانوني: 
07 45 37 2 
A=|0 0 3 2 (‏ 


00 00 4 





لا نضرب پا في 1/4 بحيث يصبح المدخل غير الصفري الأماميء وی8 يساوي 1. نوجد اصفاراً فوق ويه بتطبيق العمليتين 
+R,‏ كه عي یں Re GRR,‏ 











٢ 4‏ جبر المصفوفات 
23450 6 5 4 23 
(ه 2 0 0ت2 
1 0000 00001 
نضرب ر۸ في 1/3 بحيث نجعل المدخل غير الصفري الأمامي. بر يساوي 1. نوجد أصفاراً فوق رر بواسطة العملية 
Re AR, +R,‏ : 
0١ /2 3 0 7/3 0‏ 5 4 23 
E‏ و 691م 
01 000 /1 0 000 
أخبراً. نضرب ,8 في 1/2 لنحصل على الشكل الصفي القانوني: 
0 7/6 0 3/2 1 
A~|0 0 1 23 5‏ 
1 0 0 0 0 


2 اختزل المصفوفة 
4 6 22-1 
B=|4 4 1 10 13‏ 
19 20 0 6 6 
إلى الشكل الصفي القانوني. 
8 اوہ نختزل 8 إلى شكل درجي بتطبيق با + بال2- صیظ و R> -R, +R, pû Re - 3R, +R,‏ 
4 2-1006 یم 64 22-41 
o 9 2 (0 3 -2 5‏ )م 
42 0 00( /27 3 00 


نطبق الآن خطوة 2 في خوارزمية جاوس. نضرب ,۸ في 1⁄4 لكي يصبع المرتكز 1 > روط ثم نطبق ر۸ + ,2۸ ر۸ 


وی R> ~ 6R, +R,‏ 
1 0 1“ 22 4 6 22-1 
3 0 3 °( 3-2 و 6ھ 
ده 2/166 


1/2 
الان, نضرب ر۴ في 1/3 لنجعل المرتكز 1= ور ونطبق ,8+ ر + 


2 
D2 TE CF 2200 3 
ا مہ‎ 1<0 100 O TN E ) 

00 01 1/2 0 0 0 1 12 


أخيراً. نضرب ,8 في 1/2 لنحصل على الشكل الصفي القانوني: 
2 0 0 1 1 
B~|0 01 0 2‏ 
1/2 01 00 
2 إختزل إلى الشكل الصفي القانوني: 
12 1-23 
3 1“ 4 1 اہم 
28- 59 2 
18 نختزل أولاً 4 إلى شكل درجي بتطبيق ر + ,۴- ر8 و ,۸ + ,2۴~ جس ثم نطبق ,8 + ر3 - حیظ 
12 3 6 12 123 
ج- وس و 11-8 2 1 3 م 
1 06 
كن 


و 
3 
آل 40 4 4~ 3 9 0 
نستضدم الان التعویض السرتد۔ نضسرب في 1/2 لنحصل علی السرتکز 1 اشم نطبق R> 2R, +R,‏ 
Re ~R, +R‏ 
ی9 3 1 


111.2 


112.2 


113,2 





1152 


الفصل 2 ت 55* 


2 0 1-23 2 1 1-23 
Aa~|o 31 -2 1 j~|0 310 2‏ 
1/2 001 0\ /12 1 00 0 
الآن. نضرب ,2 في 1/3 لنحصل على المرتكن ١‏ > ريه ثم نطبق ,۴ + ,2۴ > 8: 
6 0 11/3 0 1/ 3/20 0 3 2- 1 
A~|0 1 1/3 0 2/3(-])0 1 1/3 0 2‏ 
٠5868 8 1 1‏ /1/2 1 0 0 0 


ما أن 1 ,4 فإن المصفوفة الأخيرة تكون الشكل الصفي القانوني المطلوب۔ 
صف «خوارزمية الحذف لجاوس - جوردان»» والتي تختزل مصفوفة إختيارية ۸ إلى شكلها الصفي القانوني. 

ل إن هذه الخوارزمية مشابهة لخوارزمية المسألة 95.2 .باستثناء أن الدوارزمية هنا تناظم أولا أحد الصفوف للحصول على 
مرتكز وحدة, ثم نستخدم هذا المرتكز لوضع أصفار تحت وفوق' المرتكز قبل الحصول على المرتكز التالي. 

نتكلم عن «شكل درجي/ بدون (آل) التعريف» لمصفوفة 24 وعن «الشكل الصفي القانون/ب (أل) التعريف» للمصفونة 8. 
لماذ!؟ 

ا أن مصفوفة إختيارية 4 يمكن أن تكون مكافئة صفياً لمصفوفات درجية عديدة. من جهھة آخری, وبغض النطر عن 
الخوارزمية المستخدمة. فإن مصفوفة 4 تكون مكافثة صفياً المصفوفة وحيدة تكون في شكل صفي قانون. [إن المصطلح 
«قانوني: يوحي عادة بالوحدانية] 

استخدم حذف جاوس . جوردان للحصول على الشكل الصفي القانوني للمصفوفة في المسألة 110.2. 

8 نستخيدم المدخل غير ا! تكز لوخ 
و ي28+8- حسر8: يقود هذا إلى: 


فري الأمامصي اك ىة أصفار تحته بتطبييق ١‏ 5+8 حا 


نضرب ر۸ في 1/3 نحصل على المرتكز |= وره شم نوجد أصفاراً تحت وفوق بره بتطبيىق ,8 + ,9- + 


Re 2R, + Ry 


8/3 1/3- 11/3 10 2 1 3 
13 3- 173 .1 1131-14 223--.1.183 4-0 
1 2 60 00 4 4 و و8 .0 


أخيراًء قضرب ,۴ في 1/2 للحصول على المرتكز ‏ 1ت 
د Re OR, FR,‏ 


وة ثم نوجد أصفاراً فوقه بتطبيق ر۴ + ,2/3(۸) رم 


1 0 11/3 -1/3 3 1 0 11/3 0 17/6 
0 1818 5 12) 1 1/3 0 3 
00 0 i 1/2 00 0 1 1/2 


اكتب كل الأشكال الصفیة القانوني للمصفوفات 2×2. 
06 +14 
(o 0 06 0 8‏ 
حيث »ا عدد سلمي اختياري. 
إختزل المصفوفة الدرجية 
6 و 5 
c= 2 3‏ 
07 0 
إلى الشكل الصفي القانوني 





6 تا جبر المصقوفات 


116.2 


8 نستخدم التعويض المرتد للحصول على: 


1-2-0 0 0 5 9-0 5 0 9- 5 6 9- 5 
0 1 0۔اہ 1 0۔اہ 1 )|5 2 )د 2 6-10 
1 0 0 1 0 0 1 60 0 1 4 01 0 


أعطينا مصفوفة درجية 20 في شكل مثلثاتي 


بوه ach‏ +۰۰“ ں4٤‏ درق ريه 


Ran‏ ان 
وگ موه 








حيث كل ال 0ه ,8. أوجد الشكل الصفي القانوني ل 8 (تعميم المسألة 115.2). 
8 بضرب ,۸ في 1/1 ثم استخدام 1= ره الجديد كمرتكز. نتحصل على المصفوفة 
چ ی چ 


0 an û 
0 0 ف‎ 


جس 


ہمد“ 





ہ هه 








0 
نلاحظ آن العمود الأخير ل ۸ تم تحويله إلى متجه وحده. كل تعويض - مرتد لاحق يعطينا متجه وحدة عمودياً جديداً. فتكون 
النتيجة النهائية 





أي أن المصفوفة ۸ يكون شكلها الصفي القانوني «المصفوفة المتطابقة» 1. 


2 المصفوقات المركبة 


117.2 


118.2 


يمكن تجزٹڈ مصفوفة ۸ إلى منظومة من مصفوفات آصغ تسمی مصفوفات جزثية بواسطة مجموعة من الخطوط الأفقة 
مركبة». أعط حجم كل واحدة من المصفوفات المركبة التالية: 


فة 
1-2013 013 12 
0 قد ٤ے‏ ۳ ( 

8-1 

ج8 


(وهما جزءان لمصفوفة واحدة). 
8 () يكون للمصفوفة المركبة صفين (و_ 


0 ف 0 


لذلك. فإن حجم المصفوفة 2×3. [هناك أربعة أحجام مركبة: 2<2, 2×1 1×2 و1×1]. (ب) 3×2 





ا 
3911 !) و واد فاص بثلاٹ اعد 


لنفترض أن المصفوفتين 8 و 8 جُْئًا إلى مصفوفتين مركبتين, مثلا (/8) ۸ و (ي8) - 8ء حیث يكون للمصفوفات 

الجزئية المتقابلة ۸ ى ر8 نفس الأحجام. أوجب المجموع 1+ . 

# يمكن الحصول على المجموع ۸+8 بجمع المصفوفات الجزئية المتقابلة: 
Arn + Bu,‏ ال 

Axa + Bas‏ روك خبيك 





عه جم 


القصل 2 تا 57 
بتلخص التبرير في أن جمع المصفوفات الجزثية المتقابلة يجمع العناصر المتقابلة في 4 ى 8. 


2 لتكن 8 مصفوفة مجزأة في مصفوفات جزثية؛ مثلاً. ۸) > ۸ . اوجد المضاعف السلمي ۸ 





لآن ضرب كل مصفوفة جزئية في K‏ ينتج عنه ضرب كل عنصر ل ۸ في ). 
2 لنجزیء المصفوفتين لا و ۷ إلى مصفوفات جزتية كما يلي: 


¥ 


۷ 


0 








بن ا لا کا 


حيث يكون عدد أعمدة كل مصفوفة جزثية لا مسان لعدد صفوف کل مصفوفة جزئیة ي۷. اوجد الجداء 11۷ 
8 يمكن الحصول على الجداء 1۷ بضرب المصفوفات الجزئية المتقابلة؛ أي أن 


Wu e Wr, 
W, = U,V + Ug +۰٠٠١+ ...تج .]۷لا حیت- ھا‎ 
Wa Waa Wan 


لكي تقنع نفسك بصلاحية الضرب المركبء انظر في العملية التالية لحساب العنصر د (1,1) ل لآلا: 
العنصر -(1,1) في ر۷ لا العنصر )1,1(١‏ في ورلا ,رلا 
ايد ٠‏ رومہقظمر وا +ریی 0+ En F Hala, F ga, F + Hyp‏ ٠۱ر‏ 
وبذلك. فإن تجزثة لا و ۷ يعني تجزتة المجاميع المعرّفة لعناصر /الآ. 


2 احسب ‏ ۸8 باستخدام الضرب المرکب, حیث 





3 31 12 
0 3عم و 30 5 2-4 
0072 01 206 
© اهن 2١‏ 4 د 5 *.)-8 حيث 8, ۴ 6, ۸ 8 ١‏ المصفرقات الجزثية المعطاة. وبالتالي. 
Ona 9‏ ہو 5 ي 
3(1 15 2 9 
4 15 12 و + ER ES+ET‏ 
ات ۲ )0( 0( 3 26 0( -) 0 : )=8 
02 0 0 7 م 6م 


2 احسب ٥٥‏ باستخدام الضرب المرکب, حيث 


011 10 010 
02 1 0|= 3 0 0 بب 
3 0 0 ا سے یں 


5-58 6 5 4 
له | 1 8 (-)2 0 8 ۱ 7 ۱ 
9 12 18 15 12 


2 احسب 86 باستخدام الضرب المرکب, حيث 











8 0 جبر المصفوفات 





E 1 2100 0‏ 
3-40.00 2-0-9 
ےہ لہ Ea‏ و 2 1 0 F=l0‏ 
2 1 015 0 | 
1 4 0013 کو ا 
ا 1 01-4 0 
8 2- 2/3 1 
0 رن 0 ج 0 0 ( 
= 6ر+یہ 2\|l|l9+8‏ 1 
یھن 0 0 "دہ ۴ 51 
6-241 3+8-4 32 1 4~ 3 4 6 س9ا 
0م 7660 
0 0 10 7[ 
9 پوت جه ور ا 
5- 7 0 0 
1242 اضرب 
3 4 ;00 
1 9.9-3 
ف TATO Dl.‏ 
8 0 31 هك 
2 9 0 0 1 4 31 
5 -٣+,+ب7‏ لپ پا 0 میڈ AB=‏ 
0 0 0 26 5 (ؤ 6( 
0 0 5= چیہ ج 3 3-5- 2 


2 كم عدد الطرق التي يمكن أن تجزا بها مصفوفة 5×8 إلى مصفوفة مركبة . ٠3×4‏ 
# يتطلب الأمر عدد 3-1-2 خطوط مقسمة أفقية, وعدد 4-1-3 خطوط مقسمة رأسية. الآن, لدينا 5-1-4 
موضعاً لوضع الخطوط الافقية, وعدد 8-1-7 موضعاً من آجل الخطوط الراسية. يمكن وضع الخطين الأفقيين في 4 اماكن 
بعد 4( من الطرق, ويمكن وضع الخطوط الراسية الثلاثة في.7 أماكن بعدد 5=( من الطرق. وبالتالي, هناك 
0 - 6.35 طريقة لإنجاز التجزتة. 

126.2 كم عدد الطرق التي يمكن أن تجزأ بها مصفوفة 8 إلى مصفرفة مركبة ؛×:؟ 


اس سو طريقة (تعميم للمسالة 125.2). 


الفصل 3 
منظومات المعادلات الخطية 


13 الخطیةء الحلول 


1.3 


23 


33 


43 


53 


6.3 


73 


53 


متى يقال عن معادلة, في عدد ٩‏ من المجاهیل ...ر×۸ انها «خطية,؟ 


8# عندما یکون لھا الشکل النمطي التالي: 
F aX, +... Fa, = b‏ اپھ )1( 


. في (ا)؛ يسمى الثابت ,8 «معامل» × أما 0 فيسمى ثابت المعادلة. سنفترض أن كل الثوابت» في مسائل هذا الفصل, تنتمي إلى 


.R 
حدّد عما إذا كانت المعادلة 2=516ل8-ل7+×5 خطية.‎ 
لا لأن الجداء 2 لمجهولين يكون من الدرجة الثانية.‎ 8 
هل المعادلة 5 عه > 2+ ۷ج +« خطية؟‎ 
ثوابت:‎ ا٥ی‎ 5 ,٤ قلا نعم, لآن 17ء‎ 
حدّد عما إذا كانت المعادلة 6+ مکافثة لمعادلة خطیة۔‎ 
افترض 2* × وتخلص من الكسر‎ # 
لو 0 ع بر برج تير‎ y+8 = (x-2)(« +6) = 44x ~12 
لاہ لان “× من الدرجة الثانية.‎ 
3» + حدّد عما إذا كانت المعادلة التالية خطية: 16 = 82 - نوز‎ 
المعادلة في وضعها الحالي لها أربعة مجاهيل: × ل 2ء ۸. والمعادلة لبست خطية بسبب الحد. نإكا. ولكن, إذا افترضنا أن‎ 85 
2 ع عدد ثابت. فإن المعادلة تكون خطية في المجاهيل کہ لز.‎ 





هل 3ح 0×2 2-1 حل للمعادلة الخطية: 4 > 32-نر2جي؟ 
# ععموسة تكون النونية [متجه في "۸] (لا راا ا) * لا حلا للمعادلة 20 »)5 (إأى نحققها) إذا 
0 > (.ل....0,, 9)8 وبذلكء نعوض في المعادلة المعطاة لتحصل على 


3)(4-(3+2)2 و 3+4-34 و 24 








نعم هي حل للمعادلة 





هل 1١‏ 2ھ 8 2=3 حل للمعادلة في المسالة 6.3؟ 
8 نعوض في المعادلة. فنحصل على 

3)3(24-(1+2)2 و 1+4-94 أو a4‏ 
لاء لست حلاً. 


هل بكون (8.1.2) > نا حلاً للمعادلة 3254-/2+»؛ 
© ہما ان 2 لإ × هو ترتيب المجاهيل. فإن (8.1.2) لا اختصار من أجل 22 2 ادل 8=»× نعرض قي 
المعادلة, لنحصل على 


59 


٢ 0‏ منظومات المعادلات الخطية 


93 


103 


113 


12.3 


13.3 


143 


15.3 


163 


17.3 


18.3 


5 
Hu 
ھ‎ 


32(4-(8+2)1 اى 2-624+ة ‏ او 
نعم, أنها حلّ للمعادلة. 
هل (1,5-,2) = ۷ حل للمعادلة في المسالة 8.3؟ 
# نعوض في المعادلة, للحصول على: 

4ذرم3- 2-10 +2 إو 2-2-1524 إو مذویہ 
لاء لیس حلاً 


هل (1,2,5-,3) = ۷ جل للمعادلة في المسالة 58.3 

© الاء يمكن لمتجه ذي ثلاث مركبات فقط أن يكون حلاً, لآن للمعادلة ثلاثة مجاهيل فقط. 
(3,2,1,0) دن حل للمعادلة 3ه يلا + يك -ثي22 + »د 

عرّض لتحصل على 023+(4)1-(3+2)2 او 353؛ نعم آنه حل. 
(1,2,4,5) = ۷ حل للمعادلة في المسالة 11.3؟ 


عرّض لتحصل على 23 5+(4)4-(1+2)2. آو 63- : ليس حلاً. 


ج © بج # 


هل (5,2-,3 = ا حل للمعادلة ‏ 2-1 < 22 + بره 
88 سوف نفترض أن #لاء»ا هى ترتيب المجاهيل في ناء بغض النظر عن ترتيبها في المعادلة لذلك, فإن (5,2-,3) > نا 
اختصار من أجل 2-2, 5- دل x*=3‏ نعوّض في المعادلة, فنحصل على: 
2)3(22-1 +5- ار 2-4 شهديو- 21 11 
نعم, أنه حل للمعادلة. 
هل (2-,6,4) - نا حل للمعادلة 4 = ,×× + ×۹3 
# المتفق عليه أن مركبات ا مرتبة وفق الادلة السفلية للمجاهيل. وبذلك فان (2-,6,4) > نا. اختصار من أجل 
نعوض في المعادلةہ للحصول علی: 2-624 -(3)4ء او 44. نعم, أنه حل. 
المبرهئة 1.3: انظر في المعادلة الخطية المتفسخة ط= ,×0+...+ ر×0 + ر×0. () إذا كان الثابت 0#0. فإنه ليس 
للمعادلة حل, (1) إذا كان الثابت 6-0 فإن كل متجه في "8 يكون حلاً. 


2 x =4 ‘X= 6 





اثبت () في المبرهنة 1.3. 
لیکن (لل....ركاررع) > نا. أي متجه. بما أن 0= ,)0 من أجل ن فإننا تحصل بعد التعويض على: 
yl Ok, +Ok, +...+0k, = b‏ ظ0-8+.+ 0+0‏ فى 5عم 

وهذه ليست عبارة صحيحة, لأن 0 0ا وبذلك. لا يمكن لأي متجه أن يكون حلاً للمعادلة. 
اثبت (1) في المبرهنة 1.3. 
8 لدینا من أجل أي متجه ليكاء..ريكار,ط) = نا في "8 0 -05+...+ ي0 + ,01 وبذلكء يكون نا حلاً. 
صف حلول المعادلة ۲+ ×2 + بعد 3~× + 3y‏ + × 
8 أعد كتابة المعادلة في شكل نمطي بتجميع الحدود ونقلها: 

0x + 0y = 3 و 3=ل3-×2- 2+3 ای‎ 2x + 3y ~3 = 2x + 3y 
المعادلة متفسخة ہثابت غير صفري؛ وبذلك. لا يوجد لها حلول.‎ 


صف حلول المعادلة 1+ لر+ ×2 س ×+ 2= 3+ ل3س × د ر4 


الفصل 3 8 61 


3+ عرد يرك چو ہمرس آو وے چھ سے رسرہسظ آو ۵× 0x + Oy‏ 
المعادلة متفسخة بثابت صفري؛ وبذلك فإن كل متجه (4.5) > نا في 82 يكون حلاً. 


3 المعادلات الخطية في مجهول واحد 


الميرهنة 2.3: لتكن الممادلة الخطية طع ×ھ (© اذا 0غد2. إذن يكون 8/ط ع * الحل الوحيد. (1)إذا 20ج 
ولكن 0 اء فلا نوجد حلول. (11) إذا 8-0 و 0= ۵ فکل عدد سلمی 8٤‏ يكون حلاً. 

3 اثبت () في المبرهنة 23. 
8 ہما ان 4*0. فإن السلّمي 6/8 يكون موجوداً نعرض ب 6/2 في 26 يه يعطينا تا > (ه/ط)م أو طا#ط 
وبالتالي» يكون 6/28 حلاً. من جهة اخرى» لنفترض أن ,* حل ل( - ينه بحيث أن = ر×ه. بضرب الطرفين في 
۵8 تخصق على 6/4 وبالتالي فإن 6/8 هو الحل الوحيد ل 6 2 ج 

203 اثبت (11) في المبرهنة 23. 
الا مثبتة بواسطة المبرهنة 1.3 (1). 





223 اتثبت (11) في المبرهنة 2.3. 
## مثبتة بواسطة المبرهنة 3.! (31) 

3 حل 2= = 4 
® نضرب في 1/4 فنحصل على الحل الوحيد ‏ 3- = 12/4 - = »× 


3 حل 0= ×5 
لا نضرب في 21/5 فنحصل على الحل الوحبد 0= 0/5 = × 
3 حل جع لد 
بافنراض أن » ثابت, وأن 0 * عا فإن 7/۸ يكون الحل الوحبد. إذا 0 > 6, فليست هناك حلول 
3 حل 6+ ×= 1~ »4 
# انفل ثم أعد كتابة المعادلة في شكل نمطي: !+ 6= × ~ 40ا أو 7 3 إضرب في 1/3 لتحصل على 


الحل الوحبد 7/3٭ ×۔ 
3 حل 3 +رے ی2 ٠‏ 

# أعد كتابة المعادلة في شكل نمطي: ‏ 3+ *ع 5-», أو 3+8-»-, أو 08-8. ليس للمعادلة حلول 

[المبرهنة 2.3 (11)]. 
3 حل =2x+1-×‏ 

لٹ اعد كتابة المعادلة في شكل نمطي: ا +× <۱ +× نو 1-١!‏ »-» أو 0-»06. إن كل سلمى K‏ يكون حلاً 

[i23 [المبرهنة‎ 





4+۰۷ 


33 معادلات خطیة في مجھولین 

3 حدد ثلاثة حلول مختلفة ل 4 ص مر ١‏ »2 
گلا اخثر أي قيمة لأحد المتغيرين. 3~ =× مئلاً عوض ب 2 - > > في المعادلة لتحصل على 4= ر+(2-)2 أو 
4= ر+4 أو 8 ٢‏ وبذلك. يكون 2- 8 آو ۔ بنعبیر آخر- تكون النفطة (2.8 ) فى 82 حلا 
عوض الآن ب 3 > »× في المعادلة للمصول على 4= برج (2)3 أو 4- +6 أو 2-= 9 والثالي بكرن (3-.3) 
حلاً. 22 بو في المعادلة لتحصل على 4- 0+ ×2 أو 0-4 2ر لی 2 ویلب رن 28 ملا 

















x 


2 تا منقلومات المعادلات الخطیة 


3 ارسم بيان المعادلة 4= ر+ ×2 في المسالة 28.3. 
8 أرسم الحلول الثلائة (2,8-). (2-,3). (2.0). في المستوى الديكارتي 87 كما هو موضح في الشكل 1-3. أرسم 
الخط المستقيم . المحدد بحلين ‏ مثلاء (2,8-) و (2,0)- ٹم لاحظ أن الدل الثالث يقع أيضاً على ©. فعلاء فإن £ هي 
مجموعة كل الحلول؛ اي اله بيان الدائة المعطاة. 


)2,0( شکل 1-3 


2 


)3, -2( 


3 أوجد ثلاثة حلول مختلفة ل 14 - 3۲ - 28۔ 
8 إختر اي قيمة لاحد المتغيرين. [نجدء عادة. حلين باختيار 0= »× للحصول على محصورة -». ثم 0 * لا للحصول على 
محصورة -لا]. نعوض ب 0 = × في المعادلة لنحصل على 
3y = 14‏ ~ )2(0 او سورے ر3 آو 3 - عبر 
وبذلك یکون 1= » و 14/3- = ل أو بتعبير آخر الزوج (14/3-.0). حلاً. 
نعوض ب0 = لإ في المعادلة للحصول على 








2x-3( = 14‏ أو 4ء ×2 آو 7=« 
وبالتالي» يكون (7.0) حلاً آخر. نعوض ب 2- = × للحصول على 
2(-2(-3y = 14‏ ۴ 4 = 4-3 او 18 = برق أو 6 داو 
وبذلك. يكون =× و 6 أو بتعبير آخر الزوج (6-.2-) جلاً. 





53 أرسم بيان المعادلة 14 = رة - ×2 في المسالة 30.3. 
ھ عیّن مواضع الحلول الثلاثة على المستوى الديكارتي 82. كما موضح في الشكل 2-3 ويكون المستقيم [راجع مسالة 
3] المار بهذه النقط الثلاث هى بيان المعادلة. 


شكل 2-3 
((/14-,0) 


الفصل 3 13 63 


3 أوجد ثلاثة حلول مختلفة في 82 ل 3 > ». ثم ارسم بيان المعادلة 





#8 إن 3ے باعتبارها معادلة في 8 إختصار من أجل 3 0+ × هناء أي قيمة ل لا تعطينا کک ا 
(3.0» 4-,3» (3,2) حلول لهذه المعادلة. ويكون بيان 7= »× خطا راسياً يقطع محور «١‏ عند 3 
بالشکل 3-3. 





كما موضح 





3 إوجد ثلاثة حلول مختلفة في ۴ ل 2- = ل ثم ارسم ببان المعادلة. 


8 إن 2- 2 للء باعتبارها معادلة في 82, إخنصار من اجل 2- = + 08. وبذلك. فإن أي قيمة ل » نعطينا 
2- ع ل مثلاً. (2-,2(,)0-,4-),(2-,3) حلول لهذه المعادلة. ويكون بيان 2- = ر خطا آفقياً يقطع مدور و عند 
2- = ل كما موضع بالشكل 4:3 


شكل 4-3 





343 لتكن منظومة من معادلتين خطيتين. ولنسمهما ,.آ و رمة؛ في مجهونين × و ل يعرف حل للمنظومة بأنه زوج (ړا)) = ن 
يحقق المعادلتين معاً. 
() صف هندسياً الحالة التي لا يكون فيها للمنظومة حل وحيد. وأعط مثالاً. 
(ب) صف هندسياً الحالة التي لا يكون فيها للمنظومة حلول, واعط مثالا 
(ج) صف هندسياً الحالة التي بكون فيها للمنظومة عدد لا نهائي من الحلول. واعط مثالا 
8 0 المستقيمان المقابلان للمعادلتين الخطيتين ىآ ر ر1 يتقاطعان في نقطة واحدة؛ كما في الشكل 5-3 
(ب) المستقيمان المقابلان للمعادلتين الخطينين ,£ ى ر1 متوازيان. كما في الشكل 6.3. 
(e)‏ المستقيمان المقاہلان للمعادلتين الخطيتين ,ا و را متطابقان. كما في الشكل 7:3 


4 ٦ا‏ منظومات المعادلات الخطیة 








ےا یج 
6 = ينه + م2 8 > بن جم 
شكل 6-3 شکل 5-3 





Ly,‏ 7ص و سبق 
ركه 1= x +2y‏ 
ml‏ بما أن أحد معاملي لا هى سالب المعامل الأخر, نجمع المعادلتین 

7= 2 - ×3 
روپ+× 

الجمع: 8ء ×4 في ٭× 

نعوض ب2 في المعادلة الثانية لنحصل على 20-1 +2 أو 1/2 - = ل ربذلك یکون 2× و12- 
آو بتعبیر آخر الزوج (1/2-,2). حلاً للمنظومة. 











3 حل 
2x +S5y=8 E,‏ 
پا 7× ۷ھ - ×3 
5 لحذف *, نضرب ہآ في 3, ونضرب وبآ في -2, ثم نجمع المعادلتین الناتجتین: 
3L,‏ 24ے 6x + 15y‏ 
6x + 4y = 14 2E‏ 
الجمع: 38= 19y‏ ي“ 2 
نعوض ب 2= ل في واحدة من المعادلتين الأصليتين» ,1 مثلاً. لنحصل على 8= (5)2+ ×2 أو 10=8+ ×2 أو 
2 = »2 او 1س عه». وبالتالي. يكون 1- و 2= ل او بتعبیر آخر الزوج (1,2-) الحل الوحيد للمنظومة. 








3 حل مسالة 36.3 بحذف ۷ آولا. 
8# نضرب 1 في 2 لنحصل على 109-16 + 4؛ ونضرب ر1 في 5 لنحصل على 35- = 10y‏ - 15۸ ثم نجمع 
الحصول على 19- = »19 أي 1- x=‏ تعسرض ب 1~ = × فسي ,1 للحصول على 8= رك+ (1-)2 أى 
8= و245 لو 10 رك ى 2= ل. مرة أخرى. نحصل على الحل (1,2-). 





383 حل 
لا 8= 2y‏ ×5 


3x + 4y =10 لا‎ 


393 


40.3 


42.3 


الفصل 3 تا 65 


لحذف لإ نضرب ربلا في 2 لنحصل على 16- 49 - 10؛ ثم نضيفها إلى رنة للحصول علی 26 - 1931ء أو 2= × 
نعوض ب 2= × في ا لنحصل على 10= و4 + (3)2 أن 10> نو4 + 6 0070.1 
الزوج (2,1) حلاً للمنظومة. 

حل 

x 2y =5 8 

با 10- 2 برق + ووس 


0 

2 

## احذف × نضرب ,ا في 3 فنحصل على 15= ل6 - 3 ثم نضيفها إلى رع لنحصل على 5= ر0 + ×0. وهذه 
منظومة متفسخة لها ثابت غير صفري؛ وبالتالي؛ لا يكون للمنظومة حلول. [هندسياً يكون المستقيمان متوازيين]. 


سل 
7 کے وڈ 

ہلا 15س د 6y‏ + 3%- 
8 لحذف *, نضرب 30 في 3 لنحصل على 15= ل6 - ×3 ثم نضيفها إلى رآ فتحصل على 0= ل0 + ×0. وهذه 
معادلة متفسخة. حيث الحد الثابت صفري. وبالتالي» يكون للمنظومة عدد لا نهائي من الحلول. والتي تقابل حلول كلتا 
المعادلتين. [هندسياً. نقول أن المستقيمين متطابقان] لإيجاد الحل العام» الذي يتضمن هذا المدد اللانهائي من الحلول الخاصة», 
نضع 4= ل ونعوض في 1 فنحصل على 5= ل2 ~ × لو 28+ 5 *. وبذلك» يكون (,28 + 5) الحل العام حيث 
4 أي عدد حقيقي. 
نفترض أن 0 20-50 من أجل المنظومة 


1 





ax +by=e ہلا‎ 
ترق ين‎ 26 lL 


1 
2 
بین آن للمنظلومة حلاً وحیداً )cظ~—ce)/(ad-af(‏ = x = (de  bfV(ad-be), y‏ 
8 نضرب ,ا في ل ونضرب ړا في -, ثم نجمع فتحصل علی ٢ت‏ - 86 < ×(ہ5-طھ). بما أن ۵۷۱-٥۶0‏ فإننا 
نحصل على القيمة الوحيدة (عءط-7/)60م-هعل) > ع الآن, نضرب ,بة في ©- » ونضرب ,بآ في ٥‏ ثم نجمع فلحصل علی 
عه > لإزءط-0). بما ان 0 » ٥-٥٥‏ فإننا نحصل على القيمة الوحيدة (©40-5)/(م-0) د ار 
أعط تفسيراً هندسيا لنتيجة المسألة 41.3. افترض للتبسيط أن 0 64. 
ال يمكن كتابه الشرط 0 80-8 في الشكل 


a ¢‏ کے ٤‏ 
ع0 هم أو يخم او 


“5” 


ولکن (0۸۵)- هن ميل ,4 : (ئ) + 3۸(×۷)- × وو  )/۵(-‏ میل گے (74) + ×(ل/)~ = ل عندما يكون الميلان 
مختلفين, فلا بد للمستقيمين أن يتقاطعا في نقطة واحدة. 

وبالعكس. نرى أنه عندما 0= 4-0٤‏ يكون, المستقيمان متوازیین أو متطابقين» وبذلك لا يكون للمنظومة في المسالة 
1 آیة حلول, آى يكون لها عدد لا نهائي من الحلول. 


3 معادلة واحدة في مجاهيل عديدة 


43.3 


يتعامل هذا القسم مع المعادلة الخطية (1) في المسالة 1.3. 
أوجد «المجهول المقدّم» وموضعه " في المعادلة 
2> پ7۸ - 9 +41 - ہن + 0x, 4 Ox,‏ 
® نقصد ب «المجهول المقدّم»» في معادلة خطيةء أول مجهول بمعامل غير صفري. وبالتالي» فإن موضعه م يكون أصغر 
قيمة صحيحة ل [ بحيث أن 0 بة. هناء يكرن × المجهول المقدّم لأن 0= ,4 0= ره ولكن 0 * يه. وبذلك. یکون 
.P =3‏ 


6 1 منظومات المعادلات الخطیة 


44,3 


45.3 


46.3 


47.3 


48.3 


49.3 


50.3 


آوجد «المجهول المقدّم» وموضعه ( في المعادلة 4= 22 + 7y‏ - «0. 
8 ر هو المجهول المقدم و2 > م. 
أوجد المجهول المقدّم وموضعه م في المعادلة 6= 72-ر4 


إذا كانت المجاهيل هي 2 ل * فإن لا هى المجهول المقذم و2 - م. ولكن إذا کان لا و 2 ھما المجھولین فقطء فإن 
.p =1‏ 





أوجد المجهول المقدّم وموضعه في المعادلة 6= 02 + و0 + ×0. 
8 المعادلة متفسخة, وبالتالي. ليس لها مجهول مقدّم. 
الميرهنة 3.3: لتكن المعادلة ۲= ,رة + ٣...‏ رة + ,× حيث ٥<1‏ ولیکن × المجهول المقدّم. 
() آیة مجموعة من القيم من أجل المجاهيل × حيث # ز سوف تعطى حلا وحيداً للمعادلة. [تسمى 
المجاهيل 5 «متغيرات حرة» لأنه يمكن إعطاؤها أي قيم]. 
(11) كل حل للمعادلة يتحصل عليه من (6. [تسمى مجموعة كل الحلول ب «الحل العام» للمعادلة]. 
اثبت () في المبرهنة 3.3. 
8 نضع = × من أجل #١‏ ز بسبب أن 0 ره من أجل "> لإ فإن التعويض في المعادلة يعطينا 


~a k, آو‎ aX, +a جا لو +...+ ار‎ 
Pr جا‎ 


اب مت وم 3 8 ¬ = aX,‏ 


an‏ يبوجم 


حيث 60 ,4. من المبرهنة 2.3 (0, تتحدد م بشکل وحید بواسطة 


1 
رفمہ--- مہ-٤‏ 
7 





اثبت (1) في المبرهنة 3.3. 

* تنفترض آن لل....یل,5) < 8 حل. إذن 

کک 
م 





)۷۷ٰٰٰ ak) gh  - 7 70 





ولكن هذا هو تماماً الحل 





المتحصل عليه في المسالة 47.3. 


أوجد ثلاثة حلول خاصة للمعادلة 8= 2+ ر4 - 2. 

ھا × هناء المجهول المقدّم. وبالتالي خصص أي قيمة للمتغيرين الحرين لا 2, ثم حل المعادلة من أجل « لتحصل على حل. 
مثلاً: (ا) ضع ادر و 1ے التعويض في المعادلة يعطينا 1-8 + (4)1- 20 إى 8< 4+1 - ×2 الو 
1= ×2 أو 11/2 سب وبذلك يكون (11/2,1,1)- إنا حلاً. (2) ضع 1= لو 2=0. التعويض يعطينا ۸-6 
وبالتالي يكون (6,1,0) = را حلا (3) ضع 0= 1 نعوض في المعادلة قنحصل على . 7/2 > 5 وبذلك؛ يكون 
(72:0,1) < ہن حلا 








اوجد الحل العام للمعادلة في المسألة 49.3. 
ل لإیجاد الحل العام, نعطي قيماً إختيارية للمتغيرات الحرة. مثلاً ةدر و تا [نطلق علی 8 وط اسم وسيطي 


الحل]. ثم نعوض في المعادلة للحصول على 8< 8+ 22-48 أى 49-6+ 22-8 أى 1/26- 20 + 4-». وبذلك, 
یکون _(طر1/25,8 - 20+ 4) - نا الحل العام. 





523 


m 5.3 


533 


543 


563 
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أوجد تلاثة حلول خاصة للمعادلة 5= 42 - ر3 + 0۸ أي ببساطة 5= 42 - ر3 


ھ لإ هناء هو المجهول المقدم. + المتغيران الحران. (1) نضع =× وا ل. یعطینا التمویض 13= لي 
وبالتالي يكون (1,1/3,1)- إلا هلاً. (2) نضع 2-0 و 1 ل يعطينا التمويض 1/3 > ۷؛ وبالشالي یکون 
.013 = رس حلاً. (3) نضع × و 0= ل فيمطينا التعويض 5/3= لا وبالتالي. يكون (1,5/3,0) > إلا جلا 





أوجد الحل العام للمعادلة في المسالة 51.3 
ل نضع =× و26 [حیسٹ 8 و0 وسيطان]. نعوض لنحصل على 5= ط4- ر إو 40+ 5ع رق إو 
3+ 5) < ۷ڑ وبذلك: یکین (46(/3,6 + 5).ة) عن الحل العام. 


معادلات في « مجاهيل 
سوف ننظر في المعادلات في الشكل النممطي 


aX, F aay Fo FA TP, E 


17 5 يناع وور ٣ ٣‏ وکر ٣‏ کر 








)1.3( حمة‎ F naz ©“ 


أوجد عدد المجاهيل في المنظومة 
x +22 =7‏ 
5y =4‏ ~ 3% 
نے رغم أن كل معادلة تبين مجهولين فقط؛ إلا ان للمنظومة 3 مجاهيل × و و 2. [نفترض أنه لا یوجد مجهول بمعاملات 
صفرية فقط]. 
حدد عما إذا کان 8- = 1= ر» 2= ,× حلا للمنظومة 
3= ,4 + 5% ¬ 2% + × 
1= ,2% ¬ × + ر×3 + 2x,‏ 





8# عوض في كل معادلة لتحصل على 
() 42%3 +(5)1-(8+2)4- ای جذوبو۔وبو رر 323 
(2) 21 )2)2 -1+ )3)4 + )8 -)2 أو 16+14+1-4=1- إو وشو 
لا, المعادلة الثانية غير متحققة. 





هل يكون (8,6,1,1-) = نا جلا للمنظومة في المسالة ٠54.3‏ 
18 نعوض بلا في كل معادلة لتحصل على 
7 وخ (۸0+ ر50 - )2 جه د وشوبم یں و او 
7 
2 1- (2)1 - 1+ )3(6 + )2(8 آو 18+1-221 جم إن 
نعم, لأنه حل لكلتا المعادلتين. 
هل يكون (1,2,3,4,5) = ۷ حلا للمنظومة في المسالة 54.3؛ 
## لا إن متجها ب 5 مركبات لا يمكن أن يحل منظومة ب 4 مجاهيل فقط. 





أعد كتابة المنظومة التالية في شكل نمطي: 
7 +2 


جد برو پر جج 


٢ 8‏ منظومات المعادلات الخطیة 


8# كما هو داثماً نرتب المجاھیل ھکذا (۴,۷,۶)۔ وبالتالي؛ فإن الشكل الذمطي للمنظومة يكون 
7م 2+2 
جع + بوسيرق 


3 هل يكون (1,6,7) 2 ا حلاً للمنظومة في المسألة 57.3؟ 


نعم, بالتعويض يكون حلا 
المسائل 63.3-59.3 تتعلق بالعمليات الأولية على المنظومة (1.3) 
[,۴] نبادل بين المعادلة 1 والمعادلة ل اجه 1 
[يظ] نضرب المعادلة 1 في سلمى غير صفري: (00 پ لا 3 
[ر6] نستبدل بالمعادلة ة المعادلة ز في مضروبة في ٤‏ مضافاً إليها المعادئة 3 ,1+ وا حا 
[ر۴] نستبدل بالمعادلة ¡ المعادلة ز مضروبة في ۸ مضافاً إليها المعادلة 1: ,5 + تال 
4 نستبدل بالمعادلة ة المعادلة ز في مضروبه في '» مضافاً إليها المعادلة ¡ مضروبه في ). K1, )K#0(‏ + ,1 +1 


3 بین ان 


ان تبادل نفس المعادلتين مرتین, يعطينا المنظومة الأصلية؛ أي أن 1ح1 هي معكوس نفسها 


ل [,8] عملية عكسية من نفس النوع. 


3 بيّن أن [ي8] لها عملية عكسية من نفس التوع. 
E‏ بضرب المعادلة 1 في ۵ء ثم في 7 أى بضربها في 0 ثم في . نتحصل على المنظومة الأصلية. بتعبير آخر. 
العمليتان ٤1,‏ ج1 و ,)ما متعاکستان. 
61.3 بيّن أن ل [,8] عمئية عكسية من نفس النوع. 
# إن تطبيق العملية سآ + k1‏ ح1 ثم العملية ,1 + 1“ جحل وبالمن» يسطينا'النتطلوعة الاصلية. خير خن 
تکون العملیتان ,1+ k1‏ حا و K'1,‏ ح1 متعاکستین. 
3 بین أن تأثیر تطبیق [8] یمکن الحصول عله بتطبیق آړ۴] و [غا. 
© ان تطبيق ,ا٤1‏ ثم تطبيق ,1+ K'٤‏ مم1 له نفس نتيجة تطبيق العملية ا٤‏ + ہل "جا 
3 بین ان ا [8] عملیة عكسية من نفس النوع. 
#8 من المسائل 62.3-60.3, یکین تطبیق عکس [] مکافثاً لتطبيق عكس [,18 ,1+ ۸٤,‏ حح ثم تطببق عکس [را]ء 
لا“ صظ وبذلك, فإن العملية المطلوبة تكون 
مایق =(k KL, + KL,‏ 





رهي في شکل [)۔ 


3 طبق العملية پ1 وبلا على 


ساس 


2. 


7 





X~2y +325 :‏ 
Aze} :‏ پر رھ 
: 3ج 7س 32 


x2 +325 < 


3x+2y-72= 
2x+y-4: 





3 
3 طبق العملية ,31 جرا على المنظومة الأصلية في المسالة 64.3. 


ل 1 








: چسوخ+رروسر 


6x+3y-12 
3x 42y ~72 


66.3 


673 


68.3 


70.3 


3و 
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طبق العملية .,1+,,31- جيرا على المنظومة الأصلية في المسالة 64.3 
8" اضرب ,ا في 3- وأضغها إلى 1 












لاقت : 15-سوو-ر6ہہرو- 
3x+2y— Ly,‏ 
y~ e‏ 
تحل هذه المعادلة الأخيرة محل المعادلة الثالثة في المنظومة الاصلية لتعطى 
بل +5 عوعبروہر 


1: Ly, 
12: پ34‎ 


[لاحظ أن المجهول « حذف من المعادلة الثالثة]. 





لنفترض ان كل معادلة ,1 في المنظومة (1.3) ضربت في ثابت ٠,‏ وأن المعادلات الناتجة جمعت معا لتعطي 





0) (a, Fr F Fp, HEA, * < + pun > ejb, +... +P 
يطلق على مثل هذه المعادلة مصطلح «تركيبة خطية» للمعادلات 1. بين أن أي حل للمنظومة (1.3) هو حل أيضاً للتركيبة الخطية‎ 
(1) 
:)1.3( لنفترض آن لا.... یلام ,کا) < نا حل ل‎ 8 
22 ak, * akg +. + ak, =P, 


لكن نبين أن ا حل ل (1) لا بد أن نحقق المعادلة 

پ60 +.+ ,۶ وس نل ع e, +... (CA‏ + .+ ربقب 
ولكن هذه يمكن بإعادة ترتيبها في الشكل 

ہی٥‏ + .. + رطرہ < (ِعلیے2 +.. +ہھل +. + ہ2 +۶.۰+ ا مبطرہ 
أي: بواسطة (2), oP‏ + + رطرع عيطي + :1 + رطربع 
والتي من الواضح أنها قضية صحيحة 
لنفترض أن منظومة (#) من معادلات خطية يتحصل عليها من منظومة (1#) من معادلات خطية بتطبيق عملية أولية واحدة ‏ 
[,8] أى [رظ] لى [و]. وبين أن كل حلول (#) و (*) مشتركة. [المنظومتان «متكافئتان»]. 
0 كل معادلة في (#) تركيبة خطية للمعادلات في (#). وبالتالي» وبواسطة المسالة 67.3 أي حل ل ( #) سيكون حلا لكل 
المعادلات في (#). بتعبير آخرء مجموعة الحل ل (#) محتواة في مجموعة الحل ل (#) من جهة أخرىء وہما أن للعمليات 
[,5] ى [يظ] و [وظ] عمليات عكسية أولية, فإنه يمكن الحصول على المنظومة (*) من (#) بواسطة عملية أولية واحدة 
وبالتاليء فإن مجموعة الحل ل (#) محتواة في مجموعة الحل ل (#). وبذلك» يكون ل (#) ى (*) نفس الحلول. 
بين أنه إذا كان يتحصل على منظومة (#) لمعادلات خطية من منظومة (8) لمعادلات خطیةء بواسطة متتالية منتهية من 
العمليات الأوليةء فإن (#) و ( #) منظومتان متكافئتان. 
8 ینتج عن مسالة 68.3 أن كل خطوة تحافظ على المجموعة الحَليّة. إذنء فإن المنظومة الآصلية ( *) والمنظومة النهائية 
(#) [رآي منظومة بينهما] منظومتان متكافئتان. [تشكل هذه النتيجة أساساً لاساليب الحل في القسمين 6.3 و 7.3] 
إذا كانت منظومة معادلات خطية محتوية على المعادلة المتفسخة 

(b#0) Ox, + Ox, t... + Ox, نط ع‎ L 

فما الذي يمكن قوله حول المجموعة الحلّية للمنظومة؟ 
# ليس ل ]ا أي حلء وبالتالي لا يكون للمنظومة إية حلول؟ فتكون المجموعة الحلّية فارغة. 


إذا كانت منظومة معادلات خطية محتوية على المعادلة المتفسخة 


0 تا منظومات المعادلات الخطية 





0%, + OX, +... + OX, 
فما الذي يمكن قوله حول المجموعة الحلية للمنظومة؛‎ 
كل متجه في "۴ يحقق با. وبالتالي» يمكننا حذف ,5 من المنظومة دون تغيير مجموعتھا الحلية.‎ 8 


3 منظومات في الشكلين المثلثاتي والدرجي 


3 ها المقصود ب «شكل مثلثاتي»؟ 





# تكون منظومة معادلات خطية في شكل مثلثاتي, إذا کان عدد المعادلات يساوي عدد المجاهيل, وإذا كان × المجهول 
المقدم في المعادلة رقم . والنموذج هى 


Au <2 تی“‎ + 
d1 





(2.3) 


۲8 رمقرسیر 6-5 


مادم 
00 


حيث كل ال 0 #ديية. 
3 صف «خوارزمية التعويض المرتد» من أجل الحل الوحيد لمنظومة مثلثاتية لمعادلات خطية. 


إن اسلوب التعویض المرتد كما يلي: نحلء أولاً, المعادلة الأخيرة في (2.3) من أجل المجهول الأخير ,*: 





ثالث نعوض بقيمتي ,× و , _,× هاتين في المعادلة الثالثة . من الآسفلء ونحلها من أجل المتغير الثالث ‏ من الأسفل» ي_,*: 


Daca لدب 8ا-مممگا-‎ = A-1 (Prana) = (a. anln )ba 





ا 
8-2-2 02 
وعموماً, نحدد × بالتعويض بالقيم المتحصل عليها ,×× في المعادلة رقم ۸ 
یف B2‏ 
وي کوب 
Ake‏ 
يتوقف العمل على تحديد قيمة المجهول الأول ,*. ويكون الحل وحيداً, لأن كل خطوة في الخوارزمية تحدد لنا قيمة وحيدة 


لس 


45 - اوجَد حل المَتظوَنَة 
ووا ےی - بچھ +20 
2 دج پ+یرڈ 
9- = 32 


8 المنظومة لھا شكل مثلثاتي» وبذلك نحلها بواسطة التعويض المرتد. () المعادلة الأخيرة تعطي 3- = 2. (8) نعوض في 
المعادلة الثانية لنحصل على = 3- ر5 لو 5>><لر5ك او ا۲ (11) نعوضص ب3- 2 و1[عهلاز في المعادلة 
الأولى فنحصل على 1= (3-)- (4)1+ 2x‏ أو 2x+4+3=[1‏ أو 2x=4‏ إو 2 *. وبذلك» يكون المتجه 
(3-,2,1) = ا الحل الوحيد للمنظومة. 








73 


3 


79.3 
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حل المنظومة 
Sx = 3y +22 =‏ 
2= 52 - ر2 
42-8 





المنظومة لها شكل مثلثاتي؛ وبالتاليء نحلها بواسطة التعويض المرد. () المعادلة الأخبرة تعطي 2=2. ((ا) نعوض 
في المعادلة الثانية فتحصل على 2 - (27-5)2 أي 290-10-2 أو 20-12 أ 6= ل (111) نعوض ب-2 2-2 
و 6= لإ في المعادلة الأولى فتحصل على 1 > (2)2 + (3)6 - ×5 إو 41+ 18 »ع5 إلى 15ع«5 آى 3خير 
وبذلك, فإن المنجه (3:6,2) هو الحل الوحيد للمنظومة. 
1 

2x -3y + 2~ 2= 9 


الاج سوه 
تک 





المنظومة لھا شکل مثلثاتي؛ وہالتاليء نحل بالتعوبض المرتد. () المعادلة الأخيرة تعطى 4 > 4. (11) بالتعويض فى 
المعادلة الثالثة نحصل على 72-4-3 أو 72-7 إى 2-1 (1نعوض با=< و4 في المعادلة الثانية 
فتنحصل على 1= (3)4+ 1- ل5 أو 1+12=1-لة أو 0( سے ود آر 2 ×× (0) نعوض ب2- در 
2 و4 ! في المعادلة الأولى» فتحصل على 9- (2)4 - (5)1 + (2-)3 -«2 إى 8-9 - 5+ 6+ +28 آى 
وبذلكء يكون ‏ 23> و2- سن وا و4٤‏ الحل الوحيد للمنظومة. 








و1 
22-6 أي قلعي 





ما هى المقصود ب «شكل درجي؛؟ 
8 تكون منظومة معادلات خطية في شكل درجي إذا لم تكن أي معادلة منها متفسخة وإذا كان المجهول المقدم في كل 
معادلة على يمين المجهول المقدم في المعادلة التي تسبقها. النموذج هو: 


راع کہ + 


n 
+ ay و عت‎ 





٠٠‏ یھ ۶+ F Aaa‏ یھ 
Û‏ 42 + کرو 


ene‏ چھقھ 


9,٠۴ 8, اتور‎ +٠٠٠ مھ‎ 






حيث ,ل>...> رل> ١‏ وحيث 4,20 0 ...۶0 ر لاحظ أن 8 »> 7 
حدد المتغيرات الحرة في المنظومة 
4 + و6 رر بر2 + 3x‏ 
36 - ئ8 + ج 
5سر5-ھو 





ا يصطلح. في الشكل الدرجي» على تسمية كل مجهول لا يكون مجهولاً مقدماً بأنه متغير حر. هناء لا و ؛ متغيرات حرّان 


حدد المتغيرات الحرة في المنظومة 
1= 72 + 3 س 5 
6= 52+ ر4 
4z =9‏ 


8E‏ المجاهيل المقدمة هي × و لإي 2 وبالتالي» لا توجد منغيرات حرة (في أي منظومة مثلثاتية). 
حدّد المتغيرات الحرة في المنظومة 

= 32 - ر2 + × 

2 3p 

4= 2 س4 س 3 





٦1 2‏ منظو مات المعادلات الخطية 


823 


833 


843 


8 لا يطبق مفهوم المتغير الحر إلا على المنظومات التي لها شكل درجي. 


المبرهنة 4.3: يكون لمنظومة المعادلات الخطية (3.3) والتي في شكل درجيء حل وحيد إذا 3-8 ويكون لها حل واحد 
من أجل كل تحديد تقيم المتغيرات الحرة ال : - 5م إذا ۴>۵ 


أثبت المبرهئة 4.3. 


8 يكون البرهان بواسطة الاستقراء على العدد + لمعادلات المنظومة. إذا 1 فإنه يكون لدينا معادلة خطية واحدة غير 
متفسخة, والتي تطبق عليها المبرهنة 3.3 عندما 1 -+<8, والمبرهنة 2.3 () عندما 1-+-8. وبذلك, تتحقق المبرهنة 





من أجل 1 * :. 
نفترض الآن 1 <+ وأن المبرهنة صحيحة من أجل منظوعة من أجل عدد ٣-1‏ من المعادلات. ننظر إلى المعادلات 
الد 






Ky Fass + 


3+ وو 


£ 


Fh, 


8 


Fd, ype °° + aX, = b, 


بأنها منظومة في المجاهيل .× , ... ر×٠‏ لاحظ أن المنظومة لها شكل درجي. نستطليع. بواسطة الفرضية الاستقرائية. تخصيص 
قيم اختيارية المتفيسرات المرة ل (ا - 6 - (1+ و[ - 8) في المنظومة المختزنة للحصول على حل [مشلاء 
و - =k...‏ ]. وكما في الحالة ٠‏ 1= فإن هذه القيم والقيم الاختيارية من المتغيرات الحرة ال 2 - يز الإضافية 


[مثلاً ٠‏ ,رر ,رد ى... ررك > د» ] تعطى للمعادلة الأولىء حيث 
1 
ak)‏ ال ص ف gy‏ ® 
1 
[لاحظ أن هناك + - 5 > 22 - رن + ( - 6 - (ا + ہز -ھ) متغيرا حراً]. بالإضافة إلى ذلك: فإن هذه القيم من أجل 
*..... × تحقق المعادلات الأخرى لأن المعاملات ہے رھ ...رھ في هذه المعادلات. تكون صفرية. 


الآن, إذا ×۶ فإن 2= رز وبذلك. نحصل بالاستقراء على حل وحيد للمنظومة الجزثیةء ثم على حل وحيد للمنظومة 
كلها. وهكذا!ء تكون المبرهنة قد أثبتت. 





بن كيفية الحصول على «الشكل الوسيطي» للحل العام للمنظومة الدرجية (3.3) عندما 6 < 2 


## نستبدل بالمتغيرات الحرة الہ (۲ ¬ 06) وسائط ے ےامنواہاە ٹم نستخدم التعويض المرتد للحصول على قيم للمجاهيل 
المقدّمة بدلالة الوسائط. سوف يكون الحل في الشكل 





بین کیفیة الحصول على «الشكل المتغير ‏ الحر» للحل العام للمنظومة الدرجية (3.3) عندما 7< 8. 
8 نفترض أن المتغيرات الحرة هي ,رول , ...درو« × استخدم التعويض المرتد للحل من أجل المتغيرات غير الحرة 
٠٠٠٠#‏ رر ٠‏ بدلالة المتغيرات الحرة. سوف يكون الحل في الشكل 


°F dg,‏ + وتويك + dy,‏ + رك 
ر يك + °°° + dak,‏ + بكار 4 + 










أوجد ثلائة حلول خاصة للمنظومة 


2-5 + ج32 - رھ + پر 
40-2 - ج 


853 


873 


الفصل 3 5 73 


8 المنظومة لها شكل درجي. المجھولان المقدمان ھما × و ٭: وبالتالي. تکون لا و ) المتغيرين الحرين. وبذلكء نخصص أي 

قيمتين ل لاى ؛. ثم نحل بالتعويض المرتد من اجل * و * لنحصل على حل. مثلاً: 

() لتكن ادل وأ=). نعوض ہ1 ح٤٢‏ في المعادلة الأخيرة. فتحصل على 2-4=2 إو 2=6 نعوض 
بے 1× و2=6 واا في المعسادلة الأرلى, قنحصل على 5= (2)1 + (3)6- (4)1+ × أو 
x» +4 -18 +2 =5‏ إو 22= ». وبذلك, یکون (22,1,6,1) = ,ا حلاً خاصاً 

(2) لتكن 1[در و0=). نعوض ب0=) في المعادلة الأخيرة فتحصل على 2= 2. نعوض ب 
و 0 ا في المعادلة الأولى» فنحصل على 6= ». وبذلكہ یکون (6,1,2,0) = را حلا خاصاً. 

(3) لتكن 41 0= نعوض ب 1= في المعادلة الأخيرة فتحصل على 26 تعوض ب 0غ« لز و 6 عدي 
و1 ٣<‏ في المعادلة الاولی فتحصل على 2= × وہذلكہ يكون (21,0,6,1) = رها حلاً خاصاً. 





عبّر عن الحل العام ملمنظومة غي المسالة 84.3 (ا) في شكل المتغير ‏ الحرٌ (ب) في شكل وسيطي. 
8 () استخدم التعویض المرتد الحل من أجل المجهولين المقدّمين × و 2 بدلالة المتغیرین الحرين لا و ؛. المعادلة الآخيرة 
تعطى 222+40. تمسوض فسي المعسادلة الأولى فتحصل على 2225 + 40 + 3)2 - 4 +۷ لو 
25+ 12 - 6 - 4+ » أى ]10+ ل4 - 11 > × وبالتالي: تکون 


x= li — 4y + 0¢ 
2= 2+4 


الشكل المتغير ‏ الحر للحل العام. (ب) في (أ)» تضم + - لا و ٢<‏ فنحصل على الشكل الوسيطي 
x= 11~ 4a + 10b‏ 





a 
2+ 4b 

t=b 

أي المتجه الحل (طرط4 + 4,2 ,ط10 + 4a‏ ~ 11( 





أعد مسالة 85.3 من أجل المنظومة الدرجية 
3= 51 - 26 + 62 + بر3 - :2 
1ع “0-9 
8-32 


8 (ا) استخدم التعويض المرتد للحل من أجل المتغيرات المقذمة * وى لا و 5 بدلالة المتغيرين الحرين ‏ و ؛. المعادلة الثالثة 
تعطى ]2+3 5 نعوض في المعادلة الثانية فتحصل على 1= 30+ 2)+ 44~ لر أي 1+42-3- = ل تعوض 
مسن أجسل ل ى 8 في المعادلة الأولسى, فنحصسل علسی 3= 30+ 2)2 + 62 + 39 - 42 + 1-)3 - 2% أو 
٤‏ - 32 + 2 - = × ويذلك يكون الشكل المتفير - الحر للحل العام 

x= 2437-5‏ 43+ در 3+ s=2‏ 
(ب) نضصع م2 و ٢<‏ في (أ) فنحصل على المتجه الحل 

u = (2 + 3a — 5b, ~1 + 4a — 3b, a, 2 + 3b, b) 
.86.3 اوجد ثلاثة حلول خاصة للمنظومة في المسالة‎ 
نحصل على (1,4,2,5,1-) ك إن‎ ٠ نحدد قيماً خاصة له و ا في الحل الوسيطي. (1) لتكن 8-2 وا=‎ 88 


(2) لتكن 1=ه4 و0=ه. نحصل على (1,3,1,2,0)< رن. (3)لتكن 0=ه وا=ط تحصل على 
(4,0,5,0-,7-) < پا 


3 حذف جاوس 


883 


لتكن المنظومة (1.3) في عدد ١‏ من المعادلات وعدد « من المجاهيل [قسم 5.3]. صف خوارزمية الحذف الجاوسية التي تختزل 
المنظومة إلى شكل درجي [وربما مثلثاتي]. أو التي تحدد أنه ليس للمنظومة حل. 


٦٦ 94‏ منظومات المعادلات الخطية 


913 


## الخوارزمية هي كما يلي: 
خطوة 1. بادل بين المعادلات بحيث أن المجهول الأول ,*, يظهر في :المعادلة الأولى بمعامل غير صفري؛ أيء رتب الأمور 
بحيث #0 ررة. 
خطوۃ 2. استخدم ,,2 كمرتكز لحذف ,× من كل المعادلات باستثناء المعادلة الأولى. أيء طبق العملية الأولية التالية, من أجل 
کل 1< 1 [قسم 53]: 
Le aL, + 900 a, J, +L,‏ :[8] 
خطوة 3. إفحص كل معادلة جديدة ا لرؤية عما إذا كانت متفسخة: 
() إذا كانت دآ في الشكل 0= ,»0 + ... + ر×0 + ×0. فاحذف ,5 من المنظومة. [أنظر مسالة 71.3]. 
(ب) إذا كانت 1 في الشكل 0 * ط 2 پ0۴ + .. + ي0 + ,05 إذن أحْرُج من الخوارزمیة لان المنظومة ليس لها 
حل. [أنظر -المسأئة 70.3]. 
خطوة 4. كرّر الخطوات 1 و2 و 3 مع المنظومة الجزثية المكونة من كل المعادلات, باستثناء المعادلة الأولى. 
خطوة 5. تابع الاسلوب السابق حتى تصبح المنظومة في شكل درجيء أو تتحصل على معادلة متفسخة كما في الخطوة 3 (ب). 
بيّن أن الخطوة 3 (1) في الخوارزمية الجاوسية يمكن أن تحل محلها: 
خطوة 3 ('). إذا كان ل1 الشكل 0= ,×0 + ... + ر×0 + 0x,‏ أى إذ! كانت :1 مفراعفاً لمعادلة آخریء فأحذف سآ من 
المنظومة. 
ھ إذا )=1 من أجل واحدة من المعادلات 1 غي المنظومة فإن العملية 1+ /)- حا نستبدل بالمعادلة 1 
المعادلة 0= ,×0 + ... + ر×0 + ×0 والتي ستحذف تاسیساً على الخطوة 3 (ا). بتعبیر آخر يجب أن تحذف 1 في 
الحالتین۔ 
حل الستطوينة 
0ے ج2 پر 2x+‏ 
e 1‏ 22 + 2+ پر3 
4 = 32+ ر4 + ×5 
#8 اختسزل إلى شكل درجي بحذف × من المعسادلتين الشانية والشالشةء طبق العمليتيسن ,21 + ,31- سر1 
و و2 + ,51 - ج 


3y + 62 = ~30‏ 6~ :ةق 50~ = 102 + ر5 = ×10 :51~ 
2 سر برق ا رھ رم 2L,: 10x+8y+ 6= 8 2L:‏ 
28- - 102 + بر 7 تب 42~ = 162 + 3y‏ :مھ + “Shy‏ 


يعطينا هذا المنظومة التالية؛ حيث حذفت فيها ١‏ من المعادلة الثالثة بواسطة العملية وا + 31- سرا 


0سرد سرت 10 عمج لبرجعة2 
8 = 102 + ر ج (28- = 102+ ر 
2 = 42~ 42~ = 167 + ر3 


المنظومة الآن في شكل مثلثاتي. وبالتالي یکون لها الحل الوحيد [بواسطة التعويض المرتد] (3-,1,2) > لا. 


لاتيم 
xX-2y+ z= 7‏ 
y+4z m17‏ - ر2 
“2y +22 = 14‏ 3% 


8# نختزل إلى شكل درجي. نطبق را + ,21 - حا و وا + ,31 - س1 لحذف « من المعادلتين الثانية والثالتة, ثم 
نطبق ,ا3 + را4 - ح1 لحذف ر من المعادلة الثالثة. هذه العمليات تعطينا: 
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3y +2 = 3 3+ 222 3 


z= 7‏ 2سي 7 دج +بروسير 
ج 
3- -112-. 2-7 ر4 


المنظومة في شكل مثلثاتي» وبالتالي لها الحل الوحيد (1,3-,2) > ن. [بواسطة التعويض المرتد]. 


3 حل المنظومة 
z= 3‏ 2+ 
کر اس یھ۔ برک ے رع 
3x + 4y +22 = 2‏ 


8 نختزل إلى شكل درجي. نطبق را + ,2-ےا و وا + ر31 حا ثم وا + 21 جا فتحصل على: 






ج2 ر E‏ 
ج 





المنظومة في شكل مثلثاتي؛ وبالتالي يعطينا التعويض المرتد الحل الوحيد (2,1.1) = 0. 


933 ان النناقونة 
2x+ y-3z=1‏ 
Sx + 2y = 625‏ 
42-7 بر سوق 


لا نختزل إلى شكل درجي. نطبق ,21 + ,5 - جرا و 25+ 31وا » ثم پا + وا جوا فنمحصل 


على 
1 = +2 1 مدير +ع2 
5 سر يوس جس 5 32+ ر س 
4 ع ص14 z1‏ + برقم 


المنظومة في شكل درجي وبالتالي يكون لها الحل الوحید [بالتعویض المرتد] (2,1-,3) > نا 


943 حل المنظومة 
y-22= 8‏ + رو 
15 ع4 - پ2 + 3 
1 دج سترة + یر5 


© نختزل إلى شكل درجي. نطبق پلا+ پلد-۔حیة و ,21 +رباك- هدرط , ٹم پٹ + ,38 جدرية ‏ فتحصل 











على 
8 2 سر + چ2 8 = 2ر +2 
6 و سا ج ا6 = 22ر 
56~ = 142 8- ع مع + برق 
المنظومة في شكل مثلثاتي, وبالتالي يكون لها [بالتعويض المرتد] الحل الوحيد (4-,2-,1) - ن 
3 حل المنظومة 
ےج3 ر2 +ر 
رع حبر5 +22 
2-7 - برق +3 
8 نختزل إلى شكل درجي. ب ذف × من السادلتین الشانية والشالثة, نطبق العمليتين ,نظ + 21,7 - ح3 


3L, + by‏ - خا فنحصل [باسنخدام المسألة 89.3] على: 





6 تا منظومات المعادلات الخطیة 


x+2y-32=1 22‏ 
لي لت 
ر 4= 42- 2y‏ 

المسألة الآن في شكل درجيء حيث 2 متغير حر. 
للحصول على الحل العام في شكل وسيطيء نضع 2-8 ونط بالتعويض المرتد: 
3-4 ع دعر 2+28 ع إل لوع 2ج gyi‏ (2+200 ,3-8-) سا 


3 حل المنظومة 


و = 22 - بر2 + یر 
7 22+ 3 
5x + 3y 4z = 2‏ 


2 نختزل إلى شكسل درجي بحذف × من المعادلتين الثانية والشالثة, نطبق العمليتين L+-3L, +L,‏ 
و + و5“ جوا »> فنحصل علی المنظومة المکافثة 


1- = 32 پر2 +ایو 
7y +112 = 10‏ 
“y+ 112 ™ 7‏ 


العملية ,£+ و1 جوا تقود إلى المعادلة المتفسخة 3--0. وبذلك, لا يكون للمنظومة حلول. 
3 حل المنظومة 

+665 

2x +4y— 52~ 72-7 

0= 141 + بز6 - عرق 


8# نختزل المنظومة إلى شكل درجي. لحذف × من را و وا نطبق العمليتين سا + 2 جرا و + پلاحیطا 
نطبق المسالة 89.3 فنحصل على 


2+ 3 2+ =3 


2= 4 ~32 پ2 ہ پر | 
] - 
26-6 +2 


المنظومة الآن في شكل درجيء بمتغيرين حرين لإ و . نحل من أجل × و 2, فنمصل على الشكل المتغير ‏ الحر للحل العام 
عجرو 1| 2=3+t x=‏ 





3 حل المنظومة 
5y +32 ~ 4s +21 =4‏ -+2 
Ty F22 — 5s +41 =9‏ و3 
Sx ~ 10y ~ Sz ~ 4s + 7= 22‏ 





8 نختزل المنظومة إلى شكل درجي. نطبق العمليات ,21+ ,31- جرا و بل2+ ,ا5 ر1 ثم 
,+ ,5£“ +,ا فنحصل 


y~ 52 + 2s +2‏ 6 =24+ 2 +52 سير 


+ و4 - 32 + برة - 2 4 4+2 - 32 + ر25 
5 
+ 22 4 - ب4 + 125 + ع 25 - برک 


4 
6 
-6 


المنظومة الآن في شكل درجي نحل من أجل المتغيرات المقدّمة * و لإ و 5. بدلالة المتغیرین الحرین 2 و » فنحصل على الشكل 
المتغير - الحر للحل العام: 


+3+3- - و 8 -ج5 + 12 عبر )112-15 + 26 ص ير 
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يننج عن ذلك فوراً الشكل الوسيطي 





طعغع 34~ za s=‏ ط8 -وڑ +2ڑے سر ]110-15 + 26ع × 


3 حل المنظومة 
2 + وى -ج2 + برق دير 
3807+ی سج7 برو - پروے 
48-5-7 + ج7 + پر6 - ر2 
0 اختسزل المنظسومة إلسی شکسل درجسي۔ طبسق العطیسات پر+ پلڈہ کرو پا+ پت صا کم 
ومة + ,,33- <-ممة لتحصل على [اسنخدم المسالة 89.3] 
2+ 8 رس ا | 
کاو پا 3ہ ہو و6 + چ3 


2 








المنظومة الأن في شكل درجي نحلها من أجل المجهولين المقدمين» × وت بدلالة المتغيرات الحرة لإ« 5, ؛ لنحصل على الحل 
العام في الشكل +8 - و5 + برق ع ب )3 + 26 - 1 عاج 


9 حل المنظومة 


2ع ع4 نجرد ھی 
چوس Sy-22+‏ ہ رھ 
7ے یق + ع7 - بر12 + Sx‏ 


لا نختزل المنظومة إلى شكل درجي. نحذف * من المعادلتين الثانية والثالثة بواسطة العمليتين ين3+ ,:28- جدررة 
و ,1+ ا5“ جرا ؛ يعطينا هذا المنظومة 
2 =4 + ج3ت پر2 + پر 
77-3 لس چھ ایر 
2y +82 -14= 3‏ 
وتقود العطية ,ع + 2~ ورا إلى المعادلة المتفسخة 9< 0. وبذلكہ لا يكون المنظومة حلول [رغم أن عدد المجاهيل 
في المنظومة أكثر من عدد المعادلات]. 
المبرهنة 5.3: إن أي منظومة معادلات خطية إما: (1) أن يكون لها حلّ وحيدٌ, آر (1) لا يكون حلولء أو (611 يكون لها عدد لا 
نهائي من الحلول. 
3 اثبت المبرهنة 53 
mM‏ بتطبيق خوارزمية الحذف الجاوسية على المنظومة. نستطيع إما إختزالها إلى شكل درجي أو نحدد أنه لا حلول لها. إذا لم 
يكن للشكل الدرجي متغيرأت حرة. فإنه يكون للمنظومة حل وحيد. وإذا كان للشكل الدرجي متغيرآات حرة؛ فإنه يكون للمنظومة 
عدد لا نهائي من الحلول. 
3 _حدد قيم × بحيث يكون للمنظومة التالية في المجاهيل 2 ل *: (1) حلّ وحيد. (11) لا حلول؛ (11) عدد لا نهائي من الحلول: 
پر2 - پر 
)+ پر یړ 
ky + 42 =‏ 
8# نختصر المنظومة إلى شكل درجي» ثم نحذف »× من المعادلة الثانية بواسطة العملية ,1+ ,,8- رة ويعدها نحذف 
لا من المعادلة الثالثة بواسطة ہا + ر)- دوع ؛ يعطينا هذا 
1= رو - پر 1= برتم 
kz = -—3‏ + جہ 3 = y+ k2‏ 
ky+4z= 6 (4= RK): = 6+ 3k‏ 





8 تا منظومات المعادلات الخطیة 


103.3 


104.3 


يكون للمنظومة حلّ وحيد إذا كان معامل 2 في المعادلة الثالثة مختلفاً عن الصفر؛ أي إذا 0 .4-K‏ ولکن 4-2 
إذا وفقط إذا K=2‏ أو 2--ك. وبالتالي, يكون للمنظومة حل وحيد إذا K#2‏ و2-#) إذا 2 تختزل 
المعادلة الثالثة إلى 12 - 0. وفي هذه الحالة لا يكون للمنظومة حلول. إذا 2- = فإن المعادلة الثالثة تصبح 0= 0 
وبذلك يمكن حذفها؛ فيكون للمنظومة المختزلة متغير حر 2 وبالتالي عدد لا نهائي من الحلول ونلخص: (0 2 ٤‏ و 
k= -2(i) k=2 (i) k#-2‏ 





حدد قيم ‏ بحيث أن المنظومة التالية في المجاهيل 2, لإ, *: (1) يكون لها حلّ وحيد. (11) أى يكون لها عدد لا نهائي من الحلول: 





x + ky +32 =2 


9 تختزل المنظومة إلى شكل درجي۔ نحذف × من المعادلتین الثانیة والثالثة بواسطة العملیتین ر1 + ,21- جرا 
و + ,1“ <- وہ لنحصل علی: 





لكي نحذف ٢‏ من المعادلة الثالثةہ نطبق العملية م8 + ي.1(1- #)- جورة ٠‏ فتحصل على: 
2-1 سر+ھ 
y+ (k+2)z =1‏ 
(G+ KC = k)a =2—k‏ 
يكون للمنظومة حل وحيد إذا كان معامل 2 في المعادلة الثالثة غير صفري؛ أي إذا 82 أى 2-3 في حالة 2ءء 
تختزل المعادلة الثالثة إلى 0 0, ويكون للمنظومة عدد لا نهائي من الحلول [واحد لكل قيمة ل ]. في حالة 3~ = 
تختزل المعادلة إلى 5= 0 فلا يكون للمنظومة حلول. باختصار: (ئ) #2) ي 3- ± k=2 (Gi) k= -3 i(‏ 
حدد قيم K‏ بحيث أن المنظومة التالية في المجاهيل 2 لا؛ ×: (أ) يكون لها حل وحيد (11) لا يكون لها حلول, (111) يكون لها عدد 
لا تهاڻي من الحلول: 
ڑج پر kx+‏ 
2-21 + بعر 
x+ y+kz=1‏ 
8 نبادل أولاً بين ,£ و ر1 للتأكد من وجود مرتكز غير صفري في المعادلة الأولى. ثم نحذف لا من ر1 ى وا بتطبيق 
L> +,‏ و + ,£ 1y>‏ يعطينا هذا: 


ا چا و + 
(ky + )1- 02-0‏ جد 
6 -1ع و( -1) + رم +1) 


y+kz=1‏ ےر 
دب جع 
EE FRET‏ 





لحذف ل من المعادلة الثالثق نطبق ا + +1 فنحصل على 


y+ kz =1 
(k~ 1)y+ (1~ k)z =0 
)2- ۸۴-۴ ڑم ی(‎ 


جع 


يكون للمنظومة حل وحيد إذا (01-8(+ 2)- 2-1-12 وهو معامل 2 في ہگ غير صفري؛ أي إذا 2- #) 
و1 کل غي حالة 1= تختزل المعادلتان الثانية والثالثة إلى 0 - 0ء ويكون للمنظومة عدد لا نهائي من الحلول. في 
حالة 2~ = تختزل المعادلة الثالثة إلی 0-3 ولا يكون للمعادلة حلول. باختصار: K#-2  )0(‏ و 1ے کہ 
.k = 1 (iii) «k= ~2 (ii)‏ 
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53 ما هي الشروط الواجب فرضها على 8 و ٦‏ و ء بحيث آن المنظومة التالية في المجاهيل » وہ و ۶ يكون لها حل؟ 
=a‏ -201+ پر 
5 -112- برم+ 22 
x-2y+ =€‏ 
mM‏ تختزل إلى شكل درجي. لصذف × من المعادلتين الشانية والشالشة بواسطة العمليتين وا + ,2 جر 
و و + ,1 جوا » فنحصل على المنظومة المكافتة 
چم رو 2+ ي 
S52 = b- 24‏ رھ 
و سے ے 10+ 4 س 


نحذف لا من المعادلة الثالثة بتطبیق العملیة ومة + ورقة+-رمة ٠‏ فنحصل في النهاية على المنظومة المكافكة: 





ےم ے 3 - پر2 + پر 
8-6 ع م5 م بر 
ء5 - 25 +ء <0 


لن يكون للمنظومة آي حل إذا 60 20-58 + ©. فيكون للمنظومة حل واحد على الأقل إذا 0> 50 20ء آو 
+ 55-20. لإحظ في هذه الحالة, أنه سوف يكون للمنظومة عدد لا نهائي من الحلول. بتعبير آخر. لا يمكن أن يكون 
للمنظومة حل وحيد. 
3 اثبت أن القضايا الثلاث التالية. حول منظومة معادلات خطية؛ متكافئة: (1) المنظومة متوائمة متوافقة (لها حلول). (ز) لا توجد 
تركيبة خطية لمعادلات المنظومة في الشكل 
0x, F Ox, +... Ox, = b #0‏ )#( 
(ة) المنظومة خزولة (قابلة - للاختزال) إلى شكل درجي. 
_لنفترض ان المنظومة خزولة إلی شكل درجي. يكون للشكل الدرجي حل وبالتالي يكون للمنظومة الاصلية حل. وبذاك. 
(11) تقتضي (0 
لنفترض أن للمنظومة حلا من المسالة 67.3. نجد أن أي تركيبة خطية للمعادلات يكون لها حلّ أيضاً. ولكن (*) ليس لها 
حل؛ وبالتالي: لا تكون (#) تركيبة خطية للمعادلات وبذلك» ليس -(11) تقتضي ليس -(41). أى بشكل مكافىء (11) تقتضي (11) 
3 لنفترض أن منظومة معادلات خطية مجاهيلها أكثر من معادلاتها. بيّن أنه لا يمكن أن يكون ل 7 حل وحيد. 
ل اختزال ى' إلى شكل درجي لا يعطينا أبداً منظومة مثلثاتية, لان 3 لها مجاهيل أكثر عدداً من المعادلات. بتعبير آخر. نحن 
تحصل إما على معادلة متفسخة غير متوائمة, وفي هذه الحالة لا يكون للمنظومة حلول؛ أى على شكل درجي بمتغيرات حرة, 
وفي هذه الحالة يكون للمنظومة عدد لا نهائي من الحلول. 


3 منظومات المعادلات الخطية في شكل مصفوفي 
3 استخدم جداء مصفوفياً لتمثيل المنظومة (1.3) بقسم 5.3 
ل 8 A‏ حیث A * (j)‏ مصفوفه المعاملات 88 
b, x‏ 
Xa‏ 
br Xn‏ 


آما المصفوفة المركبة 





0 تا منظومات المعادلات الخطية 


109.3 


110.3 


1113 


112.3 


113.3 


1143 


(A,B)=| ۰۰ 





فتسمى المصفوفة المزيدة للمنظومة. 


أعد كتابه المنظومة التالية كمعأدلة مصفوفية: 7= 42 - ر3 + ×2 
2y 52 =3‏ پر 
x‏ 


) 4 90-0 ۰: 


2 
[لاحظ أن حجم عمود المجاهيل لا يساوي حجم عمود الثوابت], 
أوجد المصفوفة المزيدة المنظومة في المسالة 109.3 


7 جحت 3 :2 
52 رو وو ا 
لاحظ أن العمليات الصفية الأولية على المصفوفة المزيدة [المسالة 79.2] لمنظومة معادلات خطية نفابل تماماً العملیات الاولیة 
على المعادلات الخطية [قسم 5.3]. 
وبالتالي. فإنه يمكن حل منظومة معادلات خطية بتطبيق خوارزمية الحذف الجاوسية على المصفوفة المزيدة. بدلا من 
المنظومة نفسھا۔ 
صف العلاقة بين قابلیة ۔۔ الحل لمنظومة معادلات خطية والشكل الدرجي لمصفوفتها المزيدة. 
8 تأسيساً على الملاحظة في المسالة ۱10.3ء فإنه يكون للمنظومة حل إذا وفقط إذا لم يكن للشكل الدرجي متجه صفي 
(0,0,...,0,5), حیٹث 0سط 
صف العلاقة بين الحل لمنظومة معادلات خطیة والشکل الصفي القائوني [المسألة 04.2!] لمصفوفتها المزيدة. 
18 إن الشكل الصفي القانوني للمصفوفة المزيدة (باستبعاد الصفوف الصفرية) يعطى الشكل المتغیر - الحر لحل المنظومة 
(عندما تكون المنظومة متوائمة)؛ علينا ببساطة نقل حدود المتغيرات - إلى جانب الثوابت. ينتج ذلك من الحفيقة بأن معاملات 
المجاهيل المقدمة في الشكل الصفي القانوني, تكون هي نفسها المداخل غير الصفرية المقدمة في المصفوفة؛ والمساوية لواحد 
وتكون المداخل غير الصفرية الوحيدة في أعمدتها. 
حل المنظومة 4 د 2-32-» باستخدام المصفوفة المزيدة. 
5 م ير رد ~ 2x‏ 
© إختزل المصفوفة المزيدة إلى الشكل الدرجي ثم إلى الشكل الصفي القانوني: 


63S 90 71 7 0-01 4 3 


وبذلك. فإن الشكل المتغير - الحر للحل العام هو 
x += ~2‏ ۴ 112 -2- 





(لاحظ أن * هو المتغير ‏ الحر] 


حل باستخدام المصفوفة المزيدة 
45 + 22 دير لع 
وسر +ج3- 20+2 
3x + 3y ~42 27-1‏ 


القصل 3 6 81 


8 اختزل المصفوقة المزيدة إلى الشكل الدرجي ثم إلى الشكل الصفي القانوني 


5 4 1.2 5 4 مر ا 
i, AF 3‏ 3-0 7- 1 0 0 1 3- 2 ( 
7- 7 001 ل یہ و ھے بے سے 
[حذف الصف الثالث من المصفوفة الثانية» لأنه مضاعف للصف الثاني وسوف ينتج عن صف صفري]. وبذلك. فإن الشكل 
المتغير ‏ الحر للحل العام للمنظومة يكون كما يلي: 


9 
7 


هنا. المتغيران الحرّان هما لإي . 
1153 حل باستخدام المصفوفة المزيدة 





10 + أ 0+ ر له سير 
7 سج و 7+7 مع 





3 ساج 2+ پر 
ا سو عو پیر پا 
ا وت پوت ہے 


8# تختزل المصفوفة المزيدة إلى الشكل الدرجي ثم إلى الشكل الصفي القانوني: 


12-8 راق ا ھک کور جو E EY‏ 
5 نو :2 6)۔ و 1-3 0٥-۔]یہ‏ ]ہو6 2 
4 28- 0 0 4- یہ 8- 0 5 اس وس وق 
3 0 فنا ا کو و وہ و سے ا 
3 0-49 ار 0 1 (- 0- 3= 1 0|~ 
ORT 3 0 © 1 3‏ 3 1 0 0 
وبما أن الشكل الصفي القانوني مثلثاتي. فالحل يكون وحيداً 2ی اہےى, 83ج 
3 حل باستخدام المصفوفة المزيدة 
x + x ~2, + 3= 4‏ 


2, + ر3‎ + 3 x3 
Sx + Tx + AX; + x =5 


8 اختزل المصفوفة المزيدة إلى شكل درجي 
NAT 3 4‏ لوا وہ و ور ھی وہ وہ 
5 7~ 7 1 ف 7~ 7 1 0( 1 3 3 ( 
یہ 0 0 0 0( /فرہ يل 4و 2 0\ /5 1 4 57 
الصف الثالث في المصفوفة الدرجية يقابل المعادلة المتفسخة 5= 0؛ وبالتالي, لا يكون للمنظومة حلول 
3 حل باستخدام المصفوفة المزيدة: 
روخ 32-2 پر2 + پر 
4ے 6+ وع - بر + ر2 
8 27+ ی5 + ر7.۔. پڑھ + پر 
8 نختزل المصفوفة المزيدة إلى شكل درجيء ثم إلى الشكل الصفي القانوني 
41 2- 3- 12 41 2 3- 12 1+ 2 3= 2 1 
0 2- 1 0]-[2 2- 3 2 1 4-0 1 8- 5 2 
23 1 0 00 /7 2- 7 هك 2 وأ /ه 2 5 7 +1 
2 24 10 0 1/ ہر و 0 3~ 12 
3 8~ 0 2- 1 7(0 8- 0 2~ 1 0|~ 
و و و وا و وک ہو کو و ود OE‏ 


2 ٠ا‏ منظومات المعادلات الخطیة 


وبذلك, فإن الشكل المتغير ‏ الحر للحل يكون: 


248+ وج سے پر 
أو یھ 22 +7- 
3 ےی 





3 تعرّف «رثبة» مصفوفة 8, ونكتبها رتبة (8)/ 4 5808 بأنها عدد المتجهات الصفوف في مجموعة أعظمية من المتجهات 
الصفوف المستقلة خطياً [أنظر فصل 8]. ما علاقة رتبة (8)/ ۸ 4١۸‏ بحجم شكل درجي ل ٦۸‏ 
8 يمكن إثبات أن رتبة (8) تساوي عدد الصفوف (غير الصفرية) في أي شكل درجي ل ۸. 
المبرهنة 6.3: يكون لمنظومة معادلات خطية. 8= ×4 حل إذا وفقط إذا كانت رتبة مصفوفة المعادلات مساوية لرتبة 
المصفوفة المزيدة 
3 اثبت المبرهنة 6.3. 


8 إن الحالة الوحيدة التي يكون فيها رتبة (۸) # رتبة (4,8) هي عندما ينتج عن اسلوب أختزال (۸,8) إلى شكل درجي 
متجه (0,0,..,0,0)ء 0 * ط. ولكن هذا هو شرط أن تكون المنظومة غير متوائمة [أنظر المسالة 106.3] 


3 المنظومات المتجانسة 
3 عرّف منظومة متجانسة لمعادلات خطية. 


8 نقول عن منظومة معادلات خطية أنها متجانسة إذا كانت كل الحدود الثابتة مساوية للصفر: 


akg ° + al, = Û‏ + رصضیھ 










0ع e‏ + ۰۰۰ + ررر ٣‏ قریھ 
۰ )43( 
ant + Aas + °°° + aX, =0‏ 
أو في شكل مصفوفي» 0= ٭۸. 
3 اثبت: يكون المتجه الصفري (0,0,...0) <0 حلاً (الحل الصفري) لأي منظومة متجانسة 0= 4. 
8 ۸۱-0 
83 اثبت: إذا كانت الا حول لمنظومة متجائنسة 0= ۸ فإن أي تركيبسة خطية للمتجهات, مثلاً 


۹ 
+k‏ ۳+ پ4 تکون ثیضاً حلاً 4 >٥‏ ×۸7. 
للا لديناء باستخدام المبرهنة 2.2: 
)رط +۰۰×+ (ینتھ)وگ ۴+ (3ھ)5 < (ہنپ۷)ھ +۰۰۰ ٭ لياه + سواه > (رسة Aku katey + ١+‏ 
وسو با جه جوع هيع ++ هيع جو - 
تستخدم المسائل 128.3-123.3 المبرهنة التالیة [أنظر المسالة 105.8]: 
المبرهنة 7.3: لنفترض أن للشكل الدرجي: لمنظومة متجانسة 20د 4,. عدداً 5 من المتفيرات الحرة. ولتكن 8 
الول المتحصل عليها المساوأة واحد من المتغيرات الحرة لواحد وجعل بقية المتغيرات الحرة مساوية للصفر. 
إذن. تكون إلا....ررنار,نا «قاعدة» للفضاء الحلي ۷ ل 0= ۸. [يعني هذا أنه يمكن التعبير عن أي حلّ 
للمنظومة كتركيبة خطية وحيدة ل يلا....ررناء ,نا بالإضافة إلى ذلك. فإن «بحدء /ال" يكون 5ع (/1)سنة]. 





3 ليكن /الآ الفضاء الحلّي للمنظومة المتجانسة التالية 

x+ ہو 8ڑ +22 - پر3‎ 0 
+32-بر7 +ع2‎ 75-5: 
3x + Hy ~ 4z + 10s — 9t =0 





أوجد بعد 17 وقاعدة له. 


124.3 


125.3 


الفصل 8 تا 83 


إختزل المنظومة إلى شكل درجي. طبق العملیات نا+ ا2“ را و ا+ قح ضيیا ٹم واخ را2 جہ 
لتحصل على: 


-36- 56+ 22 - ر3 + ي 





0ء ب+یدعج بر 


0 غ3 - وق + 2 - برق ہ پر 0 
35 
و 


0 





للمنظومة. في شكلها الدرجيء متغیران حرّان. 2 و وبالتالي. فإن 2 - (041010. زان الو و فا لہ ,ا) من 
أجل 47" كما يلي: )1١(‏ نضع 2-1, .٤0‏ النعويض المرتد يعطبنا 50م 
©,11.0-,5) > بن 2) نضع ‏ 0 1= . النعريض المرتد يعطينا 
)2502,1( 









2 








3 
أوجد الحل العام للمنظومة المتجانسة في المسالة 123.3 
8 من المبرهنة 7.3. يكون الحل العام هى المتجه 

au, + bu, = a(5,-1,1,0,0) + b(-2,5,0.2,1) = (Sa ~ 2b, ~a + Sb,a,2b,b) 
(نضع‎ 2-٥ و8 ثابتان إختياريان. لاحظ أن هذا ليس إلا الشكل الوسيطي للحل العام تحت إختيار الوسیطین‎ ٥ حیث‎ 
لتحصل على ,ل] و 1-6 [تضع 1-) لتحصل على ي0]‎ 2 


ليكن 74 الفضاء الحلّي للمنظومة المتجانسة 





0= 4 32+28 - رو جع 

6-0 ہے + ری و4 ++ رد 

0- 161 -. 4۶ + 132 -- پر0( + مرک 
أوجد بعد 77 وقاعدة له 


© إختزل إلى شكل درجي. طبق العمليات ولا+ 21 حرا و + وناك حرا ٠‏ ثم ,20,13 ج1٠‏ لتحصل 


على: 
و و 56 و و و ا 
لخي ي 07- 40+ وچ وھ 
للمنظومةء غي شكلها الدرجي, ثلاثة متغیرات حرة؛ ل و ك و٠‏ بالتالي. 3= (4)0. يتحصل على قاعدة ‏ (وتیلارا) من 
أجل # كما يلي: (1) نضع 0-, 50 1 . التعويض المرك بعطينا الحل (22,0,0,0-)- ,ل (2) نضع 


4-0 5-1 0 لاه التعويض المرتد يعطبنا (7,0,3,1,0) ت رلا. (3) نضع 1-). 5-60. 0- لر. التعويض المرتد 
یعطینا (2,0,1-,2,0-) > وتا۔ 


لیکن ۷اا الفضاء الحلّي للمنظومة 
0= 32~ بر2 + ہر 
22-0 + برة + 21 
y-4z=0‏ دلوق 


لوجد بعد 27" وقاعدة له. 


گلا نختزل المنظومة إلى شکل درجي۔ تطبق پا + ل2ہ یتو ما + 3£ سرا ١‏ ٹم وا + وجرا , فتحصل 
علی 


۵ چ8 + رز 


0- ع3 - پر2 + پر 0 چ3 - پ2 + بر 
م 
نہ + ~Ty‏ 





ليست هناك متغيرات حرة (المنظومة في شكل مثلثاني). وبالتالي. 0= )ال وليس ل قاعدة. تحديدا تتكون ۷ من 





4 0 منظومات المعادلات الخطية 
3 ليكن ۷ الفضاء الحلّي للمنظومة 


2x + 4y — Sz +3 =0 
3x + 6y — 72+4=0 
Sx + 10y - 11۶+ 6۲ 0ھ‎ 


اوجد بعد ٦۷‏ وقاعدة له 

# نختزل المنظومة إلى شكل درجي. نطبق 21+ ,3 جرا و ,21+ ا5 جرا ٹم سا+ہلا-+یا 
فتحصل علی: 

300+ 2ک بره + 2r‏ 


2 
38-31-0 





0ھ 
Bi 2~ =0‏ 


للمنظومة. في شكلها الدرجيء متغيران حرّأن ل ى٤‏ وبالتالي 2 > (/01801. نتحصل على قاعدة (رلاررنا4 من أجل ۷ 
كما يلي (1) نضمع 21 لز. 0-). يعطينا التعريض المرتد الحل (2,1,0,0-) - رنا. (2) نضع 20ت للء. 1 2ت). يعطينا 
التعويض المرتد الحل (1,0,1,1) 2ت یھ 


3 لیکن # النضاء الحلي المنظومة 


×+ 0چ سر2‎ 
2x + 5y +22 =0 
x + 4y + 7z 
x + 3y +32 =0 





أوجد بعد ¥" وقاعدة له. 


گلا نختزل المنظومة إلى شكل درجي؛ فتحصل على: 


مدع پ2 + و 
٥0ے‏ ج4 + پز 





يوجد. في الشكل الدرجي» متغير حر واحد 2. وبالتالي. 1 (015)90. للحصول على قاعدة ل «) من اچل ا٦ء‏ نضع 
1 التعريض المرتد يعطى 4- در ثم 9× وبذلك. (4,1-,9) = ن 


المبرهنة 8.3 كل منظومة متجانسة من معادلات خطیةء مجاهيلها أكثر من معادلاتهاء يكون لها حل غير صفري. 


2 





3 اثبت المبرهنة 8.3. 
لا بما أن 0 حل فإن المنظومة متوائمة ويمكن وضعها في شكل درجي. أيضاً. بكونه للمنظومة؛ في شكلها الدرجي, متغیرات 
حرة, وبالتالي حل غير - صفري 
39 حدد عما إذا كان المنظومة المتجانسة التالية حل غير صفري: 
2F F3 =2 0‏ رھ 
“Tx ¬ 2x, + 4x4 =0‏ ,3% 


4x, + 3x + 5x, + 2*4 =Û 
.83 0ھ نعم بواسطة المبرهنة‎ 


3 المنظومات غير المتجانسة والمذظومات المتجانسة المقرنة 
3 عرّف المنظومة المتجانسة المقرنة بالمنظومة غير المتجانسةۃ 8= ه4 
ودلام 


3 اوجد المنظومة المتجانسة المقرنة بالمنظومة غير المتجانسة: 


133.3 


134.3 


135.3 


الفصل 3 ت 85 


x +3y “S2 + =3 
بر‎ ~ 5y + 22-8 =2 
4x —2y ~ 6z F9 = 8 


8# نستيدل بالثوابت أصفاراً فنحصل على: 
0 + کس پر3 + پر 


22-04 + وو 2 
ے رو+ وھ - تروے 4x‏ 






اثیت: إذا کان ۷ و ۷ حلين لمنظومة غير متجانسة 8> ۸×۴. فإن الفرق 0- 7 ۷ حل للمنظومة المتجانسة المقرنۂ بھا 
AX =0‏ 

Aw =A(v u) = Av — Au =B ~B=0Û 8‏ 
المبرهنة 9.3: يمكن الحصول على الحل العام لمنظومة غير متجانسة 13 - ×ھ. بإضافة الحل العام لنمنظومة المتجانسة 

المقرنة 8ء ×ھ إلى حل خاص پ۷ لہ 13 - ×۸ 

اثبت المبرهنة 9.3. 

85 لیکن ۷ آي حل ل 0 = ۸۸؛ إذن 78 0+ 8= W( = A0, + AW‏ ۳ 4)0 أي أن, المجموع ۷0+ ی يكون حلا 
ل ۸=8. من جھة آخری. لنفترض ان 0ا حلّ ل 8 = ×۸ إذنء تبين المتطابقة لالا - دا) + ره = والمسالة 133.3 
أن أي حل ل 8= ×۸ يمكن الحصول عليه بإضافة حل ل 0= ×۸ إلى الحل الخاص ر ل 8 = ×۸. 

سوف نرى [المسالة 35.3!] أن الحل العام الذي تعطيه المبرهنة 9.3 ينطبق جوهرياً مع الشكلين المتغير ‏ الحر والوسيطي 
[المسالة 85.3]. 


لتكن المنظومة 

× - 3y -22 + 4= 5 

3x - برق‎ - 32 + 8: -8 

52-44-9+ر3- ع2 

/ 

(ا) أوجد الشكل الوسيطي للحل العام للمنظومة. (ب) بين أنه يمكن إعادة كتابة نتيجة (!) في الشكل الذي تعطيه النظرية 9.3 
8 () نختزل المنظومة إلى شكل درجي. نطبق پا + غ3 سیا ف ,3+ ,21 جدية ,كم و1 + 31 ما 
اتل کا 


E‏ 4-3 32+ ر 
3y +92-121 =9 72223‏ 


ك جج او وواے برچے ر 
55 
للمنظومةء في شكلها الدرجي» متغيران حرّان * و ). تنضع ‏ 2-8 او 26 ), حيث 8 و 0 وسيطان. التعويض المرتد يعطينا 
J =3 -3a + 4b‏ ثم ط8 + 74 - 14 = *. وبذلك, يكون الشكل الرسيطي للحل 
t=b‏ هدع ھ9+4د- 3سر ط0+5+برے× رس 
(ب) لیکن  )14,3,0,00‏ المتجه المکون من الحدود الثابتة في (#). وليكن (7,3,1,0-) - ,نا متجه معاملات 3 
غي (#) و (8,4,0,1) = رن متجه معاملات تا في (4). إذن, يمكن إعادة كتابة الحل العام (©) في شكل متجهي كما يلي: 
(xyz) = 0, + au, + buy‏ رمم 
نبين الآن أن (# *) هى الحل العام وفق المبرهنة 9.3. نلاحظ أولً أن لام هو حل المنظومة غير المتجانسة الذي يتحصل 
عليه بوضمع 2-0 و0 -8. لتكن المنظومة المتجانسة في شكل درجي: 


0= 41 + 22 برق - بر 
y+ 32-4 =0‏ 


6 لا منظومات المعادلات الخطية 


المتغيران الحرّان هما * و). نضمع 2-1 6-09 فتحصل على الجل (3,1,0-,7-) » ,لا نضع 2-0 او1-1 
فنحصل على الل (!,8,4,0) > ونا. نكتشفه بواسطة المبرهنة 73 أن (رلارنا) قاعدة لاغضاء الحلّي للمنظومة المتجانسة 
المقرنة. وبذلكء يكون ل (» #) الشكل المطلوب. 


3 منقلومات المعادلات الخطية كمعادلات متجهية 


1363 


1373 


1383 


139.3 


استيدل بالمنظومة النمطية (1.3) معادلة متجهية وأحدة. 





أو إذا اين وه ترمن للمتجهات (الآعمدة)ء 
= × + ... + ولاركا + لا × 
وذلك, يكون ا تركيبة خطية ل پلا,...یلا,,لا إذا وفقط إذا كان للمنظومة حل. 


احوّل المعادلة المتجهية التالية إلى منظومة معادلات خطية مكافتة ثم حلها: 


7 ا 


1 5 20 37 x +2y +32 
(=) 5y 00 8 
5 35 8y 3z 3x + برق‎ + 3 


نساوي بين المركبات المتقابلة للمتجهات, ثم نختزل المنظومة إلى شكل درجي: 

س3 + 2+ پر 1 x+2y+32=‏ 1 تع وھ 

8 ص يه سبل ج 8“ = 42- ر > 6= = 22+ 2x + 5y‏ 

8 سے ب2 2 ع هم بر2 5 سر3 + برع + ر3 
المنظومة مثلثاتية, والتعويض المرتد يعطينا الحل الوحيد 81- د تج وج رد 2=9. 
اكتب المتجه (2,5- ,1) -ن كتركيبة خطية للمتجهات (1,1,!) > رذ (1,2,3) = رن و (1,1-,2) > يناء 
8 أوجد منظومة المعادلات الخطية المكافثة ثم حلها. نكتب 

(ج + 3ب برع - ر2 + × ,22 + ر + ٭) = وا2 + یار + ی = س 

فنحصل على المنظومة 

x+y+2z= 1‏ 1“ ے 2 بر یر 1 =2+ر x+‏ 

3-=32- ر جه 3~ -3z=‏ ر چ 21ےج - 2+ ر 


0 ےج5 4 عع ڑ2 5 سج + 3۲+ ر 





الحل الوحید للشكل المثلثاتى هو 6- سے در 3ےج 2 سع؛ وبذلك 20 + .30+ ,4ا6 = 
اكتب (5- ,2,3) - 0 كتركيبة خطية ل (2-,1,2) = رلا و (4-,1-,2) = ر و (5-,1,1) © ول 
Yu, + 2U, = (% + 2Y + 2,2% — y + 72,3% — 4y - 52 8‏ + نع - (5-,2,3) 


+ 2+ و ہے پ+ر2+ر 
5+ يرة- جه ژ3 ےج7 ہر ہ2 
2- 2 5- = 52~ و4 ے3 


آو 





140.3 


141.3 


142.3 


143.3 
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المنظومة غير متوائمةء وبذلك ليس لها حلول؛ وبالتالي؛ لا يمكن كتابه (1 كتركيبة خطية للمنجهات المعطاة 
لتكن المعادلة المتجهية التالية: 
مرو x, Û xy‏ )0( 


حيث ,*.....ر”.,« مجاهيل سلمية. إن المتجهات ولا.....رلاء,لا تكون «مرنبطة خطياء أى «مستقلة خطياًء وفقاً لكون المعادلة 


000 الصفري. حدّد عما إذا كانت المتجهات (1,1,1) ى (1,3-,2) او (5,3-,1) 
مرتبطة آم مستقلة خطیاً 


08 نساوي أولاً تركيبة خطية من المتجهات بالمتجه الصفري: 


I) /x+2y+ 2‏ 2 1 0 
00 
x + 3y +32‏ /3 3 1 0 
ٹم نساوي بین المركبات المتقابلةہ ونختزل المنظومة إلى شكل درجي: 
رہ 20 £+2y+‏ 0ے پر x+2y+‏ 
ا 2 ہہ (62=0- 3~ | ج (52=0 ر ہم 
ET‏ 0= 22+ ر 0۵ چ3 + x + 3y‏ 
يكون للمنظومة؛ في شكلها الدرجي, متغير حرء وبالتالي, يكون للمنظومة حل غير - صفري. ينتج عن ذلك أن المتجهات الآصلية 
مرتبطة خطياً. 
حدد ما إذا كانت المتجهات (3-,2-,1) و (1-,2,3) و (3,2,1) مرتبطة خطیاً ام لا۔ 
8 نجعل تركيبة خطية للمتجهات (بمعاملات 2 ل *) مساوية للمتجه الصفري: 


(0,0,0) = (x +2y +32, 2x +3y نوس إرقت,ج22+‎ +2( 


أو 

أو 
0 ج3 + پر2 + پر ۵> چ3 + 2+ ر م3 + برل+ج 0 ج3 + ھ2 +ر 
0 جع + رز 220+ رج 820 +7 جه 0۶ے 22+ برو+ رو 
LU) -62=0‏ 5 0+ - روہ 


المنظومة المتجانسة في شكل مثلثاتي. بدون متغيرات حرة؛ وبالتالي. ليس لها إلا الحل الصفري. وبذلك. تكون المتجهات 
الاصلية مستقلة خطياً. 
حدد ما إذا كانت المتجهات (1-,1,1) و (3,1-,2) و (7,1-,8) مرتبطة أو مستقلة خطياً. 
گلا نجعل تركيبه خطية (بمعاملات 2 ۱۷ *) للمتجهات مساوية للصفر: 
(x + 2y + 8z, x ~ 3y ~72, ~« + y +2)‏ = (0,0,0) 


أو 





0- 3+ یر 0 7 3+بر 0 52ا - برو- 0 7- برو3۔ پر 


x +2y +82 =0 x + 2y +82 =0‏ 0 82 +20 + پر 0= 82 + 2 + ر 
ET‏ 7 
y +320‏ 92=0 +3 0= + پیر 


للمنظومة. في شكلها الدرجي, متغير حر ويكون لها بالتالي حل غير صفري. وبذلك, تكون المتجهات الاصلية مرتيطة خطياً. 
المبرهتة 10.3: أي متجهات في "8 عددها (0+1) أى أكثر, تكون مرتبطة خطياً 


اثبت المبرهنة 10.3. 


8 © منظومات المعادلات الخطیة 
8 لتكن اك متجهات في ",ىه < 4. تكون المعادلة المتجهية 
نچ × # ال یقاول + پظار× 

مکافثتة لمنظومة متجانسةء عدد معادلاتها 8, في عدد 4<١‏ من المجاهيل. من النظرية 8.3؛ يكون لهذه المنظومة حل غير 


صفري. وبذلك, تكون المتجهات 0 یوار لا مرتبطة خطیاً 





۹ 
3 بين أن المتجهات (4-,2,3-,1» 1,2,15( (7,0,2-,5()3-,6-,2,0) و (7,4-,8,1“) مرتبطة خطیً 
8# هذه خمسة متجهات في *8؛ من المبرهنة 10.3 نجد آن المتجهات مرتبطة خطياً. 
3 بين أن أي مجموعة من ٩‏ متجهاء تتضمن المتجه الصفري. تكون مستقلة خطياً. 

8 ذرمن للمتجهات ب يلاء....رلاررنار0. فیکون لدینا 0= ا0 + .. + ا0 + را0 + 10 


1.4 


14 


24 


34 


4.4 


5.4 


"64 


74 


84 


9.4 
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المصفوفات اهر دة 


قطرء آٹر 
عرّف «القطره» [أو «القطر الرئيس»] لمصفوفة مربعه مط (رية) > 4 
8 يتكون قطن الى من العتاص #سريشن,2. 
أوجد قطر المصفوفة 
23 
1 5 م 
789 
8 يتكون القطر من العناصر التي تبدأ من الركن العلوي الأيسر وتنتهي بالرکن السفلي الأيمن؛ وهي السلميات 1, 5, 9 
ا +0 6-2 
أوجد قطر المصفوفة (و2, م /) -8 . 
© الزوج .]٢-21+5[‏ 
1 جو ڈلیف 2 لیے 
أوجد قطن المضفوفة 2 2 = 
® لا يعرف القطر إلا من أجل مصغوفة مربعة 
عزف «أثر» مصفوفة مربعة -1 (ره) = ۸ 
8 أثر المصفوفة ۸ هو مجموع العناصر القطریة؛ اي 
DD a,‏ = هجا + tr (A) = a, + ayy‏ 
7 
أوجد اثر المصفوفة ۸ في المسألة 2.4 
8 إن الأثر هى مجموع العناصر القطرية: 15 <9 + 5+ اے (۸)ئ 
أوجد أثر المصفوفة 8 في المسالة 3.4. 
8# أجمع العناصر القطرية: 3 + 21 = (5 + )) + (2 - ) = (8). 
المبرهنة 1.4: لنفتسرض آن (4) = ۸ و له) = 8 مصفسوفتان مسربعتسان - وا عسدد سلمسي. إذن 
80 + يمن ع زط + خانم .tr(AB) = tr(BA) ûi) .tr{kA) = kir(A} (i)‏ 
أثبت () في المبرهنة 1.4, 
8 التكن (يء) - 8 + 4. إذن. ريط + مر وبذلك 
(ag +b) = > a, + D> bq =r (4) + tr(B)‏ > دين أ >(ظ+۸)ئ 
»م 1 العم ket‏ 
أثبت (11) في المبرهنة 1.4. 


89 


0 1 المصفوقات المربعة 


10.4 


11.4 


12.4 


8 التكن (ي6 = ۸۸ ان پطع ہد 


(م)ع 6٠‏ عيه J, ka, =k DJ,‏ < زفغ) ها 
چا اع 


اثبت (كة) في النظریة 1.4. 
© التكن () = AB‏ و )= 84. إذن 
eu‏ لا کر د ب 2 =4 
وبالتالي 
abu = DJ 2 bua, * DZ dı, =r (BA)‏ 


ھ٤‎ 





اثبت أنه. عموماً یکون (8) )٣)۸( ٢‏ ٭ (ظ۸) ۴ا. 


گلا استخدم مصفوفتي المسألة 62.2 


لتكن (4) = ۸ مصغفوفة مربعة مرتبها . ومداخلها في 8 ولها الخاصية بره > ربة من أجل كل 1 و [ [أنظر قسم 10.4]. 
أثبت أن 0< 42)". 
8 لتكن (6 = ۸. إذنء پھشہ“ لق حيه ٠‏ وبذلك 

٦ 


0= و وہ رہ 


1-0 


3 کس ٴ5 = )4( 


حيث تتحقق المساواة إذا وفقط إذا 0× ۸. 


4 المصفوفات: المتطايقة والسلمية والقطرية 


13.4 


14 


14 


16.4 


عوّف المصفوفة المربعة المتطابقة - [او مصغوفة الوحدة]. والتي يرمز لها ب ,1 أو 1 فقط. 
08 ,1 هي المصفوفة المربعة -0 التي عناصرها القطرية تساوي !, أما بقية العناصر فصفرية. 


اکتب المصغوفات المتطابقة من المرتبات 2 و 3 و 4. 





om o6 
هاه د سے‎ 


ارمز للمصفوفة المتطابقة باستخدام ترمين «دلتا كرونكر». 
18 تعرّف دلتا كروذكر بأنها 


زءو: إذا! 0 
سے إذا ا 


وبالتالي. (8) = 1. 


اوجد آثر ,1 


8# یکون ل1 عدد من العناصر المساویة لواحد؛ وبالتالي» 5 > (,0). 


اذا ۸ مصفوفة ۸× بین ان ۸< ۸ےا 


184 


22.4 


23.4 


25.4 
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8 لاحظ أولاً أن ث1 هي أيضأ مصفوفة 8<اص, لتكن (رير) - 4/. ولكن 
پ2“ پھ,۹ < پرھمڈ8 2 fj”‏ 
ولذلك. ۸= 1۸ء لان المداخل المتقابلة متساوية. 


إذا ۸ مصغوفة 28 بين أن ۸ھ 


8 لاحظ أولاً أن ,آذ هي أيضاً مصفوفة ۵× لتکن (رع)- ,1ھ . ولكن 





إذن. 4 ع ,آذء لأن المداخل المتقابلة متساوية 
عرّف «المضفوفة السلمية» ,9 المنتمية إلى عدد سلمي .k‏ 
@ رھ 
اوجد المصفوفات السلمیة من المرتبات 2, 3, 4 المقابلة للسلمي 5= 
8# في کل حالةہ نضع خمسات على القطر وأصفاراً في غير ذلك: 
5 
GD (5% |°’‏ 

5 5 00 
[من الاستخدامات الشائعةء حذف المصفوفات الجزئیة الصفریة, أو اي أنماط صفرية آخرى. كما في المصفوفة الثالثة] 
بین ان م1 - 8 من أجل مصفوفة سلمية ,0 ذأت مرتبة مناسبة. 
z (KDA = kÛIA) = kA ۵‏ مم َ 
بټن ان ۸8 = ,80 من أجل مصفوفة سأمية ,0 ذات مرتبة مناسبة 
ھ  k(BD) = kB‏ = = ,80. [جوهر المسالتين 21.4 و 22.4 يكمن في أن الضرب في عدد سلمي يمكن أن يستبدل 
ضرب مصفوفي خاص] 
أثبت الخواص الجبرية التالية للمصفوفات السلمية من نفس المرتبة: (0) 0 = 2 + ,0 () 0 = ,9,0. 
ج رق ہے < آ(((+ع) < آ7( + .ےھ ++ بط .D,D, = (KDAD = K(DOD) = KID = KII = D,, GD‏ 
عرّف «مصفوفة قطرية». 
8 تكون مصفوفة مربعة (,0)< © قطرية إذا كانت كل عناصرها غير القطرية صفرية. يرمز لمثل هذه المصفوفة. غالباً. 
في الشكل (ى,ف.....ييك.,,0128)0 > 0ا حيث بعض أو كل ال ,4 قد تكون أصفاراً. 


اكتب تفصيلا (7,2-,28)3ذل, (5-,4)ع 18ا ر (9,1-,2-,6)وونا۔ 


8 ضع السلّمیات المعطاۃ علی القطر الرئیس. وأصفاراً في غير ذلك 


3 0 0 
0 ~7 5 
002 


2 تا المصفوفات المربعة 
4 -آاوجد ظ۸ حیث (3,5-,2)هدتك - ۸ ر (7,46)چہنة - 8 
18 الجداء هى مصفوفة قطرية يتحصل عليها بضرب المداخل القطرية المتقابلة: (12,30-,14(ع۵1۵ > (3.4,5.6-,8)2.7ة1ل. 


4 لتكن (4) = ا مصفوفة مربعة قطرية -8, ولتكن (.4) < 4 مصفوفة 408. بين أن 0۸ يمكن الحصول عليها بضرب 
کل صف ,۴ ل ۸ في 6. 





8 يتحصل على الصف ؛ ل 0۸ بضرب الصف اء ل © (0..۔0,0,....4): آمامیا في ۸: 


u, 


= (ds da, <. )ص42‎ 


n n 





البرك > ليف مويه يهاي ع 


4 لتكن ((,0) - 8 مصفوفة مربعة قطرية -١؛‏ ولتكن (,8) - 8 مصفوفة 80. بين آنه يمكن الحصول على 80 بضرب 
كل عمود © ل 8 في يك 
ل اتبع نفس خطوات المسالة 27.4 ولكن اضرب, بعدياً هذه المرة؛ في المتجه العمود ز ل 8 

4 بین ان ط٣ظ‏ من أجل آي مصفوفة قطرية (/4) - 8. 


: اج r a2‏ کر 
© التكن چیہ مز زعدل إذن يلع 0 يل ح يها إذا [ 





ب8. وبذلك 5= "05. 


ف إنن يفن 





4 بین ان "=٣‏ 
بماان ا قطریة إذن 1۴-1 

4 ھں 0-0 
8# إذا كانت 0 مصفوفة قطرية, إذن 0= "0. في الحالات الأخرى؛ يكون حجما ”0 ى 0 مختلفين, وبالتالي لا يمكن أن 
تتساويا. 


4 جبر المصفوفات المربعة. المصفوفات التبديلية 

4 عزف «جبرأ» مصفوفياً. 
8 نقول عن تجميع غير خال 6© لمصفوفات بأنه «جبر» [مصفوفي] إذا کان 4 مغلفاً تحت عملیات الجمع المصفوفي؛ وضرب 
مصفوفة في عدد سلمي؛ وضرب المصفوفات. 

4 بين أن التجميع ,54 لكل المصفوفات المربعة -8 يشكل جبراً مصفوفياً. 
# من الواضحم. أن التجميع ,50 غير خال. إن مجموع أي مصفوفتين مربعتين -2 هى مصفرفة مربعة > 0. وأي مضروب 
سلمي لمصفوفة مربعة -٭ يكون مصفوفة مربعة -0. آخيراً جداء مصفوفتين مربعتين -5 يكون مصفوفة مربعة -ه. وبذلك؛ يكون 
,5 جبراً مصفوفياً. 

4 هل تشكل مجموعة كل المصفوفات المربعة القطرية -0, ,4 ؛ جبراً لمصفوفات؟ 
#8 نعم فإن ,2 غير خالیةء كما أن المجموع؛ والضرب السلمي. والجداء للمصفوفات القطرية تكون قطرية. 





4 هل تشكل مجموعة كل المصفوفات السلمية المربعة -٭ جبراً؟ 
# نعم ينتج ذلك من المسالة 23.4 بالإضافة إلى ان ب2 = ,40 . 


364 


374 


384 


40.4 


42.4 


434 
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هل تشكل مجموعة كل المصفوفات 2×3 جبرآ؛ 

98 فان جداء مصفوقتين :238 يس مرها 

ہین ان جبراً مصفوفیاً 8ہ يحتوي مصفوفة صفرية 

18 بما أن 54 غیر خال, فإنه يحتوي مصفوفة واحدة على الأقل. 8. إذن, لدينا بواسطة ضرب المصفوفات 08-0 وهي 


تنتمي إلى . 


بين أن التجميع ® لكل المصفوفات 2×2 من الشکل ٤(‏ ؟) تکون جبراً مصفوفیة 


3 
{4s‏ 
: 59 1 خالا اذا كد ا©6 4 تک 55 ۵ 4“ 

الا _من الواضح ان 9 لیس خالیاً إذا كانت (ي 1۔۸“ )8 تنتمي إلى 4 إذن 


ac + bd ad + 5 


وب مو رر سو 


ka‏ وعم 
تنتمي أيضاً إلى 2. وبذلك. يكون ® جبراً مصفوفياً. 

متى تکون المصفوفتان ۸ و 8 تبديليتين؟ 

© تتبادل المصفوفتان ۸ و 8 إذا 88 > 88, وهى شرط ينطبق فقط على المصفوفات المريعة من نفس المرتبة 


"+6 5 


ا 0 


هه به د ده سی 


aE YEY o all DEY ° 


6 و تا" 
ہما ان 8۸ - ۸8, فإن المصفوفتين تبديليتان 


اوجد کل المصفوفات ( )=۸ التي تتبادل مع (1 )عم 


2 220 لوا 





AM 2 1‏ و 


نضع 748 - ۵۸۵۸ لنحصل على المعادلات الأربع: 


x+z=x y¥ti=x+y 2=2 12 2+4‏ 
نجد من المعادلتين الأولى أو الأخيرة 0= » ومن المعادلة الثائیقہ ۲= ×. وبذلك. تكون ٥1‏ آي مصفوفة في الشكل 
xy‏ 
( 
بين أن المصغوفة السلمية ,1 تتبادل مع أي مصفوفة 6 مربعة -م. 
mW‏ لدينات شطع (4)طاء هزل0) اى -A(KD = K(A1) = kA = (KDA‏ 
بين أن 90 [المسالة 38.4] «جبر تبديلي», 
هه نستخدم ترمیز المسالة 4ء لإجراء الصاب: 


ca+db cb+ 2) 


db + ca‏ )مھ 


7+ 70 


4 © المصقوقات المريعة 
4 قوى المصفوفات 
4 يمكن تعريف القوى الصحيحة غير السالبة لمصفوفة 04 تكرارياً بواسطة: 
MMM’ (r= 1,23,.) yg M=1] Mi=M‏ 

إثبت المبرهنة التالية: () ۸۴۳۹ = ۸۳۸۹ (ب) إذا كانت ۸ و 8 تبديليتين. فكذلك ۸ و “8. 

ئا () يتم البرهان بالاستقراء على م. الحالة 0= ص صحیحة لان !=4°, والحالة 1 م صحيحة تعريفاً. لنفترض أن 

1<م, وأن النتيجة متحققة من أجل 1-م. إذن 

APA? = a((AP"'JAS = AAP! APF 


(ب) نبين أولاً أن 4 تتبادل مع *8, بواسطة الاستقراء على 4. الحالة 4=0 صحيحة لان 1= 8 والحالة ۱< 
صحيحة فرضاً. نفترض 4<1 وأن 4 تتبادل مع '-85. إذن 
BA * BB7'A = BAB“! = ABB47' = ABS‏ 
وبذلك تتبادل 4 مع *8. بالمثل. وبواسطة الاستقراء على م, نتبادل “8 مع ۸. 
می المسائل 48.4-45.4, نکون المضدرية 2١‏ 2/1 
في المسائل 48 تكون 4 هي المصفوفة 25 )=4 


4 بصسب 2ھ 
8 2 )9ة )=( 5(4 و)عممعهم 
4 اسب ۸۔ 
٠‏ و )لود 7(6 e‏ )= 4-44 
[المبرهنة؛ في المسألة 44.4, تضمن النتيجة نفسها من حساب 8*8]. 
24 إحسب (4)؟ من أجل الحدودية 5 + ×4 - 22 ت (00ة. 
2 (1 5*0 4( 4( 
)$ 20*0 )+ لد (ê‏ 


(ہو۔ ہا و وو (i640‏ 








4A4 +51 =‏ 4ر2ت )۸ر )تر 


1 


0 


4 بيّن أن 4 صفرٌ للحدودية 22-11 + 2 ع ز«)ع. 


aaa a(n : 


ا 0+( 9*6 8( 


)نر لوعي 


م 


[على القارىء المستزيد الرجوع إلى نظریة کایلي ۔ ھاملتون/ 110011408 :(09(8]. 


في المسائل 52.4-49.4, .4 هي المصفوفة ات Ğ‏ سان 


524 


53.4 


54.4 


55.4 


56.4 


الفصل 4 © 95 


إحسب ۸4 
DG 0= 005 7‏ ام 
إحسب 4. 
م ا 7 0( 00 )عمسم 
أوجد (1)8, حيث 4+ ×2 - ص3 - خردے ار 
٠‏ (۹ ۰۸۷( ژاد۔(ڑ ا( 1 سن مم مہ 
0 0+0 0+ 0ھ( ن)۔ 
كك 4(“ 


اوجد (۸)عء حيث ‏ 8 - × - = ()ع . 

٠‏ 3-09 جا( حسم 
90 )+0 3+( ()۔ 

وبذلك. تکون ۸ صفراً ل 800. 


: کو او 
كل 4. 55.4-53 B=‏ 
في المسائل 554-534 8 هي المصفوفة 3 ( B‏ 


إحسب ”8. 

ann} $ = 39) 2) 2 

أوجد (5)8, حیث 3+ ×4- 27 = زريرو 

aan an 2f $) e PD 8 


و اد 0 کو ھا رن جنا۔ 
آوجد (8)ع, حيث ‏ 12- بر4- =8 : 
s0) a81 34)05 3) 8‏ 
60 + لو 3( %(- 
أي أن ٹا صفر لہ (×)ج 
في المسائل 59.4-56.4, استخدم المصفوفة 3 0( 0 


احسب 842. 


0000 ٠ 


6 0 المصفوفات المربعة 


57,4 


58.4 


59.4 


60.4 


6,4 


64.4 


65.4 


66.4 


67.4 





إحسب 42. 

D-0 9 :‏ 3-0 30 سمدم 
AS, =‏ 

48=(o 1(0 17-020 O4) = Ss × 


0 2+۸4 


مگ ویج 0+0( =1 06 ااد۸ہ 


0 


احضبہ ک۸ 
8# من المسالة 58.4 ضرب "4 في 8 یضیف 2 إلی المدخل الایمن العلوي؛ وبالتالي 


6 





A" 


عرّف مصفوفة «جامدة». 


2 تكون مصفوفة 8 جامدة إذا 5 - 87 





أن المصفوفة المتطابقة 1 جامدة. 
WM‏ 1ع 11س 12 
بين أن أي مصفوفة مربعة صفرية 0 تكون جأمدة. 


8 وعووعة0. 
0-4 2- 
2 3 
3 2 


هد 2- 2 8+2-ه- ق+ی۔پیہ 4د بجھ و 2 رمہ 2- 2 
8 ۳ہ 3 ]د(ئ مد 2+9-8 0 2-3+4- 4 3 a)‏ 3 6 


2-3 22 و 8+9 س4س 2646~ 2+23 3= lea‏ وت وس چ 








بين أنه إذا ۸ ے 8ه و 8= 8۸4 إذن تكون ۸ و 8 جامدتين. 
A= AB = A(BA)= (AB)A = AA = A^ 2‏ 

B = BA = B(AB) = (BA)B = BB = B? 
بین آن جداء مصفوفتين جامدتين تبديليتين يكون جامداً.‎ 
(AB(AB) = A(BA)B = A(AB)B = (AAXBB) = AB 8 
+٩ عرّف مصفرفقة «عديمة القوى من الصنف م» من أجل عدد صحيح موجب‎ 
تكون 4 مصفرفة عديمة القوى من الصنف « إذا 20 ثم ولكن 9710م‎ # 
.4 اثبت آنه إذا كانت 4 عديمة القوى من الصنف م إذن 84-0 من أجل م<‎ 


ئ ود "كرو ترك ع كم 


الفصل 4 0 97 


684 بين أن 


عديمة القوى من الصنف 3. 


0 0 0 .14 وت ا 3 
8 3 35-3 3 2 3 5-2 مم 
1-1-3 1س 3 4 2ا3 4- وہ 
83 1 1 0 0 0 
و =( بے 3 33 حم مم 
3~ 1- وساروہ وہ رہ 


4 عرّف «مصفوفة إرتدادية» 
® تكون مصفوفة ۸ إرتدادية إذا 42-1, حيث آ المصفوفة المتطابقة. 


70.4 أن 








مصفوفة إرتدادية. 
0 0 1 12-3-9 120-12 اوت6 
E‏ =0 1 )3+0+3 3+0+4- 4+0+4~ 
1 0 0 4+9 +12- 12+0+12~ 16+4+12- 


4 أوجد علاقة تربط بين المصفوفات الارتدادية والمصفوفات الجامدية. 
4 أنظر في التطيل ‏ 87 - *8 ب (ھ - 1/20 - (8 +1) 1/2 > ۵ لمصفوفة إرتدادية إختيارية 4. 
لدينا: 
AA’ =} + A} + A)= (PF + A1 + 1A + 4°)‏ 
(I + A) = A^‏ = )121+24 = 


وبالمثل» 4= ۸ 4. وبذلك يمكن التعبير عن مصفوفة إرتدادية كفرق بين مصفوفتين جامدتين. 


4 المصفوفات المربعة كدوال 

4 بین أن مصفوفة ۸ مربعة -٭ تعرّف دالة من *18 إلى "12 بطريقتين مختلفتين. 
08 ليكن نا متجهاً في "8, باعتبار نا متجهاً عمودياً تعرّف 8 دالة ۸: 77+" براسطة ل > (۸)0. من جهة أخرىء 
باعتبار نا متجهاً صفياً تعزف 4 دالة 4: "۸ "۸ بواسطة شباح (ن)اه 


في المسائل التاليةء إلا إذا ذكر أو فهم غير ذلك سوف تعرّف المتجهات في ”۸ على أنها متجهات عمودیةء وتكون الدوال 
المعرّفة بواسطة 8 في الشكل دخ - (4)0. ولكنء ولاسباب طباعیقہ سوف تكتب المتجهات العمودية غالباً كمتجهات صفية 
منقولة. من أجل المسائل 76.4-73.4, 
3 2~ 1 
4 5 4-4 


2-0 4 


8 1 المصفوفات المربعة 


73.4 


74.4 


75.4 


76.4 


27.4 


78.4 


79,4 


آوجد (۸)۵ حیث آ(3,7-,1) = ا. 


1 -2 31/11 7۲ 28 
400 4= (4 5 د“‎ (1 (5 
2 0 1A 7 2+0-7 5 


اوجد (۸)۷. حیث "(4-,5,6-,2) = ا . 
8 (۸0۵, لیست معزفة لان نہ لا تنتمي إلی 317. 
تنتمي إلى 


آوجد (۸)۷. حیث "(1,4-,2) = ۷. 
A [2+2+2 16‏ 3/7 2۔1 

40 4 (4 ا ل‎ mM 
2 0 A 4/ \4+0-4 0 

آوجد (ا)ھ حیث (7,8-,3) > ند 

# تأسيسا على اتفاقناء لا تكون (4)0 معرّفة من أجل متجه صفي لا. 


أعطينا (3 1 


3 [) -4 . أوجد متجها عمودياً غير صفري (يٌ) - بد بحيث أن 38 - (۸0۔ 


8 نكورّن أولا المعادلة المصفرفية ب3 = اه 
3000-3 4 
ثم نكتب كل طرف كمصفوفة واحد (متجه عمودي): 
)9( )43( 
نساوي بين العاصر المتقابلة في الطرفين, فنحصل على منظومة معادلات نختزلها إلى شكل درجي: 


2x ~ 3y =0 E E‏ اس ×3 = پر3 + پر 
3y =0‏ = و ] + مہ و 


تختزل المنظومة إلى معادلة متجانسة واحدة في مجهولين» وبذلك يكون لها عددٌ لا نهائي من الحلول للحصول على حل غير 
صفري نضع 2 - له مثلاً فنحصل على 3 > ». أي أن  )3,2(”‏ نا هو المتجه المطلوب. 


إذا أعطينا (3 1) = 8 » أوجد متجهاً فير صفري (ي) - بد بحيث أن 60 - 2)0 


18 إتبع خطوات المسالة 77.4: 
x+3y) (6% 1 3/0 _ +‏ 
)= ))3 5( أى )6( (s23)‏ 
إذن 
3y =0‏ + 5~ +6 = ر3 + × 
8ھ بر3 - ری + مود ا گت د 
هناك عدد لا نهائي من الحلول. للحصول على حل غير صفري» نضع 5 = ل۷؛ وبالتالي 3= × وبذلكء '(5,) حدنا. 


أعطينا 


1 2 -3 
42 8 31 
5 12 -5 


الفصل 4 6 99 


أوجد كل المتجهات ”(2,لا,:) > لا بحيث أن 9 > (۸)0. 
# نكن المعادلة 0= ۵ا۸ ثم نكتب كل جانب کمصفوفة واحدة: 


1 0 ° 0-0 


١ 5 12 -5/‏ آءو-رتا+عد 
نساوي بين العناصر المتقابلة. فنحصل على منظومة متجانسة نختزلها إلى شكل درجي: 


لے ار 32-0 - رھ +ر 0- 3 - پر2 + x‏ 
۵ئ م اقدیو بر ج 092 
2y + 102 =0 7‏ 0ع 52 - )12+ ع5 


تكون 2 في الشكل الدرجيء المتغير الحر. لنحصل على الحل العام. نضع 8 2, حيث 5 وسيط. التعويض المرتد يعطينا 
وکس لو ثم 134 > . وبذلك, يمثل (58,8-,132) > نا كل المتجهات التي تحقق 0 © نه 


4 المصفوفة القابلة ‏ للقلب (القابلة للعکس, القلوية/ العكوسة), المصفوفات العكسية 


80.4 


82.4 


834 


844 


عرّف مصفوفة قلوبة (عكوسة). 

18 نقول عن مصفوفة مربعة ۸ آنھا قلوبة (آو عكوسة) إذا وجدت مصفوفة [مربعة] 8: بحيث أن 1= 84 = ۸8 حیٹ 1 
المصفوفة المتطابقة. 

اثبت أن المصفوفة 8 في المسألة 80.4 وحيدة. 

8 إذا 1 > هشرظع ,ظه الى 1ح حرظ - «AB,‏ إذن B,‏ = رهظا > .B, = Bl = B(AB,) = (BAB,‏ 

عرّف «المصفوفة العكسية» لمصفوفة عكوسة. 

8 إذا كانت 4 عكرسة (قابلة - للعكس)» إذن نسمي المصفوفة الوحيدة 8؛ بحيث «AB = BA =i‏ مصفوفة عكسية (او 
معكوس) ۸ء ونرمز لھا بے '۸7. 

بين أن علاقة العكس متناظرة؛ أي أن ۸ے !“(7ھ)۔ 

© إذا 1> ۸> ظذ. إذن ]ع هم - 84 وبذلك, إذا کانت 8 معکوس ۸, فإن 8 قايلة للعكسء وتكرن م 


مصفوفتها العكيسة. بمعنى آخر, ۸ء ”7(7ھ)۔ 


شف( 4-0 (- 7 )2ه شعن 


e) 0 2‏ 2)05 ا ا يل 


î 3(2 06 10‏ (اعمم 


11 2 2 1 0 2 

بين أن ا 4 م 5 1 0 4- 8-1 متعاكستان. 
8 1 4 1- 1- 6 

1 0 ( ل 2+0-2 11+0+12- 





22+4+ 18 4+0--3 4-1-3 0 1 0 
44-4444 8+08 818 080 1 


AB 


سوف نعرف. من المسالة 121.4 أن 1> ۸8 إذا وفقط إذا 1= 84 وبالتالي» لسنا في حاجة لاختبان عما إذا 1= 8۸ 
وبذلك. تکون ۸ و 8 كل منهما معکوس الآخری۔ 


0 تا المصفوفات المربعة 


86.4 


88.4 


89.4 


90.4 


اثبت الصيغة المقيدة التالية للمسالة 121.4: إذا كانت 4 «متناظرة», ووجدت مصفوفة 8 بحيث أن 1- 88. إذن, تكون .4 
عكوسة, وتكون 8 مصفوفتها العكسية. 
18 إذا 1ع-ظف إذن 1ع كحتظ رلكن 8ع ق۸ت - رصن*ھ - 7ھ 
متي تكون المصفوفة العامة 2×2 ل )= 4 قابلة للعگی؟ ما هو معکوسھا عندئذ؟ 
له نبحث عن أعداد سلّمية ٤ء‏ 2 لاه × بحيث أن 

0 1/_ابر رظ 0 1/ _ انط + ترم عط + بيهم 

0 = 206 0 آو )1 0( = )4 + cy‏ کو 
والتي ترجع إلى حل المنظومتين التالیتین: 

(Et می‎ 


cx + dz =0 ey + .یل‎ 


واللتين لها نفس مصفوفة المعاملات ه. نضع م6 -24- [8| [محددة 4]. من المسالتين 41.3 و 42.3 نجد أن 
المنظومتين قابلتان للحل - وتكون 8 عكوسة, عندما وفقط عندما 1۸1۴0 . غي ھذہ الحائةہ يكون للمنظومة الأولى الحل 
الوحيد !)۸/۱۸ - ۴ |۱۸/ك- <ھ وللمنظومة الثانية الحل الوحيد |۸//ط- < لا ]۸ال ٠<‏ وبالتاليء 


MAT‏ تم 


نعبر عن ذلك بالكلمات: عندما ۱۸۱0ء نحصل على معكوس المصفوفة ه, 22, بواسطة (1) تبادل العنصرین علی القطر 
الرئيسيء (11) ناخذ سالبي العنصرين الآخرين, (11ا) نضرب المصفوفة في [1/14. 


فی معت (3 4-07 


# استخدم الصيفة الصريحة في المسالة 87.4. وبذلكہ نجد 60 1- > (5()2)- (3()3) |14 . ثم نبادل عنصري القطر 
الرئيسيء وناخذ سالبي العنصرين الآخرين» ونضرب في 1۱ 11۸: 


ی ود وت 
کت 
# أوجد أول ‏ 2- = 3()4) - (5()2) = [۸|» ثم نبادل بین عنصري القطرہ وناخذ سالبي العنصرين غير القطريين. 
ونضرب في ۱/۱۸: 
ع دكن 
ايج معت ((7 8-07 
18 نحسب أولاً 9= ()(3-) - (2()3) = |8|. ثم نبادل بين العنصرين القطريين, ونأخذ سالبي العنصرين غير 


القطريين. ونضرب في !8!/!: 
E‏ 


حاول إيجاد معكوس (5_ 72 ) -4. 


ھب وجد ٹرلا 0= ((6)-(9-)(2-) = |۸| . بما أن 0> ۰1۸8 فليس ل۸ معكوس. 


92.4 


934 


54.4 


55.4 


الفصل 4 0 101 
أعط «خوارزمية الحذف الجاوسية» التي إما تحسب معكوس مصفوفه 4 مريعة :8, أى تبين أن 4 ليست عكوسة 
8 خطوة 1 كرّن المصفرفة 820 [المركبة] (4:1) = N‏ أي, تكون ۸ النصف الأيسر ل N‏ و [ نصفها الأيمن 
خطوة 2. اختزال ۷ صفيا إلى شكل درجي. إذا نتج عن هذه العملية صف صفري في النصف -۸ من 1 توقف (۸ ليست 

عكوسة). في الحالة الأخرى» يأخذ النصف -8 شكلاً مثثاتياً. 

خطوة ١.3‏ اختزل 14 صفيا إلى الشكل الصفي القانوني (1:8) حيث حلت | محل ۸ في النصف الأيسر للمصفوفة 
خطوة 4 ضع 8= ۸71 
يجد القارىء تبرير هذه الخوارزمية في المسالة 122.4. 


2 0 2 
a=|2 ~1 3 
4 1 8 


# كن المصفوفة المركبة (4:1)= 1 واختزل 1 إلى شكل درجي 


0 © 1 2 0 1 0 0 1 :2 0 1 0 0 
۶ و ےہ وس 1= 0/-[0 1 2ه ك1 .وب 0 o)‏ 1 
11 11-6- 080 0 01 01-4 1 0 


أوجد معكوس 





في الشكل الدرجي. يصبح النصف الأيسر ل ١‏ في شكل مثثاتي؛ وبالتالي؛ تكون 8 عكوسة. اختزل المصفوفة الناتجة إلى 
الشكل الصفي القانوني 


00j 2 2 (1 0 0fl! 2 2‏ 1 
٦ 1897-4 8 0‏ و و( نے یھ ود «(o‏ 
روص L6,‏ 9 


فتكون المصفوفة المركبة النهائية في الشكل (01:۸7۔ 


آوجد معکوس 
2 2- 1 
B=|2 -3 ٠‏ 
E‏ 1 
ا كوّن المصفوفة المركبة 8D‏ = ثم اختزلها إلى شكل درجي 
STA IO O A OTO 9 3 0 0‏ 
10 2-2 1 8۔اہ 2-21 1 0 5 1 60 3~ = 
1 و رت و AE‏ رھ و 01 7:0 1 
في شكلها الدرجي, يكون النصف الأيسر ل ١‏ في شكل مثلثاتي؛ وبالتاليء تكون 8 عكوسة. اختزل 34 إلى الشكل الصفي 
القانوني: 
6 16- 0427 0 1/ جو 6- 01 2- 1 
M~|o0 1 0: 8 -5 2)1 8 ~5 2‏ 
1- 3 1-5 0 / 11-5 0 
فيكون للمصفوفة النهائية الشكل ('87: 
أوجد معکوس 





12 


9654 


98.4 


99.4 


100.4 


101.4 


102.4 


0 المصفوفات المربعة 


8 كوّن المصفوفة المركبة (4:1) = 1 واختزلها إلى شكل درجي: 


1 2 12 41410 0 
M=| -1 ~1 [01 1110 
2 7 03 5-201 





النصف الأيسر ل هى الآن في شكل مثلئاتي؛ وبالتاليء ي 
القانونی: 





وریہ ریرہ 100 
زا" ن-[ 2رہ 5/2 ;7/2 010 ٢‏ 
12 جرو۔) ورویہ 1 0 0 


طبق الخوارزمية الجاوسية على: 
4- 3 1 
B= ( 5 5‏ 
6 13 3 
8# كوّن المصفوفة المركبة (:8) = ۷ واختزلها إلى شكل درجي: 


1 3 -4410 0 LA. DIE FE ےو‎ Db 0: 0 
( 5 “10 10 ~( 2 1 £ 1-0 2 314-14-1 5 
3 کو‎ 850 04 060 4 6:-3 0 1 0 0 01-1 -2 ]1 








يكون ل ٠۸1‏ في هذا الشكل الدرجي. صف صفري في نصفه الأيسر؛ أي أن 8 ليست خزولة (قابلة ‏ للاختزال) صفياً إلى شكل 
مثلثاتي. ولا تكون 8, وفقاً لذلك: عكوسة 


بین آن ۸8 مصفوفة عکوسة وان ‏ 87۸7ء 7۸(ظ۸). 





لتكن 8 ى 14 عكوستين من نفس المرت 








(ABB 4 ')= A(BB"JA7' = AIA" = AA =1 
(BA 'XAB)= B XATAJB = BB = BB = 1 





لتكن A,‏ 56 کی مصغوفات مربعة -م عكوسة. 


يكون البرهان بالاستقراء على «. من آجل 1-«, لدينا 870 عارث8. لنفترض أن 1< وأن المبرهنة تتحقق من 
أجل 8. سذبرهن أنها صحيحة من أجل 8+1. يكون لديناء باأستخدام المسائة 97.4, 


1-1-4 وم 
ان اجهاجه !جم د ا لليكسيفية). 








(AA AAA) (AA AJA] = AAA, A, = AA AAT 
وبذلك. تتحقق المبرهنة من أجل 1+ «. وبالتاليء تتحقق المبرهنة من أجل كل عدد صحيح موجب ه.‎ 

بيّن أنه إذا كان ل 4 صف صفري؛ يكون ل 88 صف صفري ايضاً. 

© إذا كان الصف : ل ۸ صفریاًء فإن الآمر يكون كذلك بالنسبة للصف 7 في 88 (أنظر المسالة 47.2). 

بيّن أنه إذا کان ل ۸ صف صفري» فإنها لا تكون عكوسة. 

8ه إذا كانت 4 عكرسة. فإن 21 ”۵۸ء وهذا يقتضي وجود صف صفري في ١1‏ 

يكون 48 عموداً صفرياً أيضاً. 


© إذا كان العمود ء في 8 صفرياً. فكذلك الأمر بالنسبة ل © في ۸8 (آنظر مسالة 47.2). 


بيّن أنه إذا كان ل 8 عموداً صفرياً 





إذا كان ل 8 عمود صفري؛ فإنها لا تكون عكوسة. 


© إذا كانت 8 عکوسةہ فإن 1= 8'8 تقتضي وجود عمود صفري في آ! 
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4 إذا كانت 4 عكوسة: بتّن أن ۸۸ تکون عكوسة. عندما 420 ومعکوسھا ھو '7۸7)۔ 
اھ بماآن 8ےل إنن 1= '») موجود. إذن» 1= 1.1 = )7(7 «KAJ(k 1A7) = (kk‏ وبالتالي» نکون 
۳۰۶ معكوس 18 

4 لنفترض أن 8 و 8 مکوستان. بين أن 8 + ۸ قد لا تكون عكوسة. 
إختر له (1 -) > 8. إذن, 8= 8+ 4۸ ليست عكرسة. 

4 بين أن مصفوفة قطرية (ي2,...رية,,0188)8 > 1 تكون عكوسة إذا وفقط إذا كان لا توجد 0= 
لظا إذا كانت بعض 0 ,ه, فإنه يكون ل 2 صف صفريء وبالتالي [مسألة 100.4] لا تكون | عكوسة, إذا كانت لا توجد 
0= ,۾ فإن 8/7 تكون موجودة, وكذلك 


a) = diag(t,1,...,1) =1 


6. 








diag(a اقيق‎ 





وبالتاليء ('يه,.., جم )هملك د اخط, 
4 بيّن أن 48 تكون عكوسة إذا وفقط إذا كانت 87 عكرسة 
8 إذا كانت 8 عكرسة؛ فإنه توجد مصفرفة 8 بحيث أن 1 84 > ۸8. إذن. 17د (848)- 848(7), وبذلك 
1 ”878 ع 8787. وبالتالي» تكون "8 عكوسة. ومعكوسها 87. ينتج العكس من حقيقة أن ۸ = "(۸). 
4 بين أن عمليات العكس والمُناقلة ثبائل, أي أن "('۸7) = '”("۸). 


ل2 في المسالة 1064 ”8 عكس ”غ؛ أي أن '875(7) - ”8. لکن 87 - 8, وبالتالي 7 ۸) = "(۸7) 


4 المصفوفات الأولية 
4 عرّف «مصفوفة أولية, 


لنكن 8 المصفوفة التي يحصل عليها متطبيق عملية صفية أولية © [مسالة 79.2] على المصذوفة المتطابقة ]؛ في, لتكن 
(66 > 5. إذن, تسمى 8 مصفوفة آولية مقاباة للعملية الصفية ©. 


4 أورجد المصفوفة المربعة 3٠‏ الآولية ,8 مقابلة للعملية ,1 جه ,۸ 


2 طبق العملية 82 هه ,8 على ر!؛ أي بادل بين الصفين الأول والثاني في پا فتمصل على 


01 0 
e) 5 
0.02 


4 أوجد المصفوفة المربعة -3 الأولية ,5 المقابلة للعملية ‏ ,78# ح رھ 
® طبّق العملية ,7۸- ر على ,1 أي إضرب الصف الثالث ل ر1 في ٠-7‏ قتحصل على 
ك۵ 10 
0 ا5 
7- 0 0 
4 أوجد المصفوفة المربعة -3 الأولية 5 المقابلة للعملية ر۴ + ,3۸- حر , 


® طبق العملية ,8 + ,38 - سر علی پل أي» إستبدل ,8 + ,38 بالصف الثاني فتحصل على 


Y iY 
E,=|( =3. 1 0 
0 1 


4 تا المصفوفات المربعة 
e‏ المتجه الصف ب 1 في الموضوع رقم ذو 0 في غير ذلك. بين أن اث أي الصف ‏ في ۸ 





124 لیکن (0....,أ,...,0) 2 ١‏ 
18 الاحظ أن ن هو الصف رقم 1 في المصفوفة المتطابقة 1 نجد. من المسألة 47.2. أن الصف رقم أ في 8 18 هو 
eA‏ 
المبرهئة 2.4 لتكن ء عملية صفية إولية و 5 المصفوفة المربعة - الاولیة المقابلة, أي (,1)ء = ۴. إن لدينا من أجل أي 
mx‏ ےہ E4‏ (4)ء. أي أن النتيجة (4)ء لتطبيق العملية © على المصفوفة 4 يمكن 


یو 
الحصول عليها بضرب 4 من اليسار في المصفوفة الأولية المقابلة 8. 


4 اثبت المبرهنة 2.4 إذا كانت ء العملية الصفية الآولية با جه ,8. 
8 دعنا تستخدم العلامة لس للرمز للسركبة 1 في متجه صفي: مشلاً. الصف 1 في 1 سيرمز لله بواسطة 
بالمثل, نرمز للمركبة ز بواسطة جى . إذن 
بک ںہ 
#) - زه)ه» 


E Da 


(0,. 
RRS E=e()= (e... <J‏ 
ولكن.ومن المسالة 47.2 فإن الصف رقم في 2۸ يكون هى الصف في تا مضروباً في ۸ وبالتالي: یکون لدینا 
ہے ہے و جر له 
EARAN ss AF = (REG Rg Rg‏ 


Rp)" = (A) 
.112.4 باستخدام المسالة‎ 
۸,< ۸, )k < 0( اثبت المبرهنة 2.4 إذا كانت ع الحملية الصفية‎ 


114.4 
8# ياستخدام ترميز المسألة ١113.4‏ يكون لدينا 
عه ہ 
آ(,.... ور2(۰۰۰.,.90)“< (6)1 کا 8,(7,...,ر۸۰۰۰۰:۸7۴)٭ (۸)ء 
5 5 5 کک 
وبذلك e(A)‏ = ررك و )كت تلقو رقع لقره ) داق 
4 اثبت المبرهنة 2.4 إذا كانت ٥‏ العملية الصفية ,۸ + ,۸۴ <,۸ . 
۹ ص 
و نر 7 + ر7 ...۰۰ 58)> (۸)ء 


4 میس 

7 اوقب بوبه بعل پا چپ 9× 00270 59 

نستخدم ,۸ + ,6/2 - ي٥‏ +(۸,ہ):(- ۱۸ء +(٥6ا):‏ فتحصل على 
يسيمل ہو 

(A4)‏ ع۸7۸7 ريه رلا .ر۸)“ آ4(7ھ٭....,ھ(ہ + رہ۷۸),..ہ,.,:ھ:٤)‏ ٭> فرظ 





E,‏ بحيث أن ھ > خرقیظ 


ه مكافتة صفيا ل 8 إذا وفقط إذا كانت توجد مصفوفات أولية ,5 
بع بحيث أن قاع (...(((۷۸)ٰ٥اوہ)...)ھ‏ 





4 بيّن أن 

8 تعريفاً: تكون 4 مكافئة صفيا ل 8 إذا كانت توجد عمليات صفية ٠.‏ 

ولكن. وبواسطة المبرهنة 2.4, يتحقق ذلك إذا وفقط إذا 8= شرظرظ... 8 حيث ,8 المصفوفة الأولية المقابلة ل ». 

1174 بين أن المصفوفات الأولية عكوسة وأن معكوساتها هي أيضاً مصفوفات أولية. 

# لتكن 5 المصفوفة الأولية المقابلة للعملية الصفية الأولية ٤‏ > ()6: ». ولتكن '© العملية العكيسة ل ©6. و ”8 المصفوفة 
E`‏ معكوس 5 


الأولية المقابلة لها. إذن 8*8 - (8)'ه ع ((0)ء)'ه > 1 أي 88 - (8)ء - ((6)6'0 > 1. وبذلك: تكون 
1 (ج) تكون 8 جدا 


المبرهنة 4 القضايا التالية متکافثة: (1) ۸ عكوسة: (ب) 4 مكافئة صفيا للمصذوفة المتطابقة 
لمصفوفات أولية. 
118.4 اثبت أن (1) تقتضي (ب): في المبرهنة 3.4 

لنفترض أن 4 عكوسة. ولنفترض أن 8 مکافثة صفيا لمصفوفة 8 في الشكل الصفي القانوني. إذن: توجد مصفوفات 
,| بحيث أن 8= 8.854 بما أن 4 عكوسة. وكل مصفوفة أولية ,8 عكوسة؛ فإن 8 تكون عكوسة 





119.4 


120.4 


121.4 


122.4 


123.4 


144 
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[المسالة 97.4]. ولكن إذا 5 * 8, إذن يكون ل 8 صف صفري؛ وبالتالي لا تكون 8 عكوسة [مسالة 100.4]. وبذلك 1= 8. 
و (1) تقتضي (ب) 

اثبت أن (ب) تقتضي (ج)ء في النظرية 3.4 

گا إذا تحققت (ب), فسإنسه توجد مصفوفات أولية ...ررب بحیسٹ ان 1 شرظرقا.., ا وبذلك 
'ب8...'ر8*رظ > 7“ (رقر...,8) = ۸. ولكن ال ۴ هي أبضاً مصفوفات أولية. وبذلك. (ب) تقتضي (ج). 





اثبت أن (ج) تقتضي (ا). في النظریة 34. 
8 إذا تحققت (ج)ء فإن ,8...ر 8 -8. ال,5 مصفوفات عكوسة؛ وبالتالي إن جداءهاء ۸. يكون أيضاً مصفوفة عكوسة. 
وبذلك, (ج) تقتضي (آ). وهكذاء تكون النظرية قد أثبتت. 
لتكن 8 ى 8 مصفوفتين مربعتين من نفس المرتبة. ببن أنه إذا 1= ۸8, إذن "47 =8. وبالتالي تكرن 1= ۸8 إذا 
وفقط إذا 1= 8۸ 
8 النفترض أن 8 ليست عكوسا. إذن, لا تكون ۸ مكافئة صفيا للمصفوفة المتطابقة 1 وبذلك تکون ۸ مکائثة صفیا 
لمصفوفة ذات صف صفری۔ بتعبیر آخرہ توجد مصفوفات اولیة ,۴...8 بحیٹ یکون ھب 8رظ۔..,ظ صفاً صفریا. 
وبالتالي» فان ,۴ر۴...8 = 8.8۴٤,48‏ وهي مصفوفة عكوسة. يكون لها صف صفري. ولكن هذا يناقض المسالة 100.4 
وبذلك تكون 8 عكوسة ويكون لدينا 

B=IB=(AA)B = A (AB) = A 1= AT 






ض آن ۸ مكوسة, ولنقل أنه يمكن إختزالها صفياً إلى المصفوفة المتطابقة 1 بواسطة العمليات الأولية 
هذه المتتالية من العمليات الصفية الأولية تعطيناء إذا طبقت على 1 المصفوفة 81. 





8 لتكن ,5 المصفوفة الأولية المقابلة للعملية 3 
E.88‏ = '4. بتعبير آخر, يمكن الحصول على ۸7 من 1 بتطبيق العمليات الصفية الأولية يعرر. 





إن 7ح شرظیق...,ظ فرضاً. وبنلك != )E,..8804‏ وبالتالي 


بن آن ظا مکافثة صفقَیاً ؛ 4 إذا وفقط إذا وجدت مصفوفة عكوسة ۶ بحبث أن ۸= 8. 


B~A j گا‎ 





إذن هط د هرتار8... 





< (.۔(((۸),ع)ٍہ)...) <٥‏ ظ حیٹ پظیظ.ہتا< ۶ مصفوفة عكوساة. ينتج 


العكس من حقيقة أن كل خطوة قابلة للعكس. 


بيّن أنه إذا كانت 48 عكوسة. تكون 3 عكوسة. [وبذلك. فإنه إذا لم يكن ل 4 معكوس, فلن يكون ل ۸8 معکوس]۔ 
8 إذا كانت 48 عكوسة, فتوجد مصفوفة © بحيث أن 1+ 88(0). وبالتالي 1= (©4)8. وتكرزن 80 المصفوفة 
الحكسية ل 8. [بواسطة المسالة 121.4]۔ 


4 عمليات الأعمدة. التكافؤ المصفوفي 


125.4 
ل 


1264 


174 


اكتب قائمة بالعمليان الأولية على الأعمدة: 
[ر5ا ‏ تبادل عمود 1 مع عمود © مه © 
ا 27 4 ۸۶۰۶۷۹ 
آ ]۴‏ استبدال العمود ز مضروباً في ٤‏ ومضافاً إليه العمود 1 بالعمود 1 © + يط عني©. 


أوجد معكوس ل ۴] في المسالة 125.4. 
8 تبادل مكاني نفس العمودين مرتين يقود إلى المصفوفة الأصاية؛ وبالتالي تكون ٣,‏ جه ,© نفس معكوسها. 


اوجد معکوس [رظ] في المسألة 125.4. 


6 تا المصفوفات المربعة 


128,4 


129.4 


130.4 


131.4 


132.4 


133.4 


134.4 


135.4 


1364 


8 ہما ان 8ہ فإن السلمی ۸7 موجود. إذن, العملیتان ٤,‏ )ج٤‏ و ,7€ )ح٥‏ متعاکستان. 


أوجد معكوس [ر۴] في المسالة 125.4. 
ان طبیق 6+ 6ط حم ثم ,€+ ,۸ج أو بالعكس» يقود إلى المصفوفة الاصلية. وبالتاليء العمليتان 
متعاکستان. 


أوجد المصفوفة الأولية المربعة -3 ,۴ المقابلة لعملية العمود رآ حه ,€. 
8 نطبق ر٣‏ © على وآ 
0 01 0 10 
5>[ 180 اہ 1 ٢‏ 
01 0 001 


أوجد المصفوفة الأولية المربعة -3 ر۴ المقابلة لعملية العمود ,50 - هي©. 
8 نطبق ,50س ى٥‏ علی ,ا قتحصل على: 

1 00 

0 5- اہ 

01 0 
اوجد المصفوفة الأولية المربعة -3 ,5 المقابلة لعملية العمود ي٣‏ + ,4€- ي0 
# نطبق العملية على 1 فنحصل على 


ترمیز: ئنرمز بواسطة © و ؟ء على الترتيب للعمليتين الأوليتين على الصفوف والأعمدة؛ ولتکن ۴ و ۴ المصفوفتين الأوليتين 
المقابلتين لهما على الترتيب. 

بِيّن أن *[(47)م] - (7)4؛ أي أن تطبيق عملية العمود ؛ على مصفوفة 8 يعطى نفس النتيجة كما عند تطبيق العملية الصفية غ 

على "۸ متبوعة بآخذ المنقول. 

E‏ ينتج هذا مباشرة من أن أعمدة 4 هي صفرف "4/ وبالمكس. 

بِيّن أن 7 منقول 5. 

ل 





F= f(1) = {e(1")]" = {e(1)]" = 

المبرهنة 44: 4۴ = (1)۸. 

إثبت المبرهنة 44 

من المسالة 132.4 والمبرهنة 2.4 نجد أن ۸۴ = "£")”4( = f(4) = [e(47)]' = [EA]‏ . 

ما هي شروط أن تكون 8 مكافتة عمودیاً لہ ۸؟ 

8 تكون 8 مكافثة عمودياً ل 4 إذا كان يمكن الحصول على 8 من 4 بتطبيق متتالية من عمليات أولية على الأعمدة. 
بِيّن أن 8 تكون مكافئة عمودياً ل 8 إذا وفقط إذا وجدت مصفوفة عكوسة 0 بحيث أن 40 > 8. 

8 إذا كانت 8 مكافئة عصودياً ل لم إذن 40 ع بك ٠.١‏ بكم - (.. .(((ش)رر )يل ). . )ره هه حيث ...ارطع © 
مصفوفة عكوسة. العكس يتبع من حقيقة أن كل خطوة قابئة - للعكس. 





137.4 


138.4 


139,4 
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متى تكون 13 مكافئة ل ٩۸‏ 

ل تكون 8 مكافك ل 8 إذا امكن الحصول على 8, من 8 بواسطة متتالية من العمليات الاولية للصفوف و/ أو الأعمدة 
بِيّن أن 88 مكافئة ل 8 إذا وفقط إذا وجدت مصفوفتان ى © بحيث أن 2880 - 8. 

گا ذا کانت 8 مکائئة ۰م إنن 27۶۸۷9ۃء75۰۰۰۸م قرط ہم عق يٽ B,..EE,‏ ع ۳ و ۶ے ن 
مصفوفتان عكوستان. يتبع العكس من حقيقة أن كل خطوة قابلة - للعكس. 


المبرهنة 5.4: تکون مصفوفة 0:×8, ۸, مکائثة لمصفوفة مرکرة 4 
2 





۔ [العدد الصحیج غیر - السالب ۶ يسمى مرتبة 


أثبت المبرهنة 5.4. 
البرهان بنائيء في شكل خوارزمية. 
خطوة 1. إختزل 8 صفيا إلى الشكل الصفي القانونيء بحيث تكون المداخل الآمامية غير الصفرية ٠٠٠.0,‏ يره 4٠‏ 






خطوة 2. بادل بين ,© و,© » وبادل بين ,© ويت»...» وبادل بين ,© ور,). يعطينا هذا مصفوفة في الشکل اق يزنك 
المداخل الأمامية غير الصفرية ي#.سدرية.,ية. 

خطوة 3. استخدم عمليات الأعمدة, با ره كمرتكن, لإحلال آصفار محل كل مدخل في 8 أي من أجل ۲21,22 
ی .2 + 1 + ع ل طبق العملية ,€ + ,0ط س مع 


4 مصفوفات مثلتية عليا ومصفوفات خاصة آخری 


140,4 


141.4 


142.4 


143.4 


144.4 


عرف مصفوفة «مثثية عليا». 

8# تكون مصفوفة مربعة (رة) = ۸ مثثة عليا إذا كانت كل المداخل تحت القطر الرئيسي مساوية للصفر؛ أي إذا 
0 پھ عن آجل ز<ذ 

أعرض المصفوفات المثلثية العليا العامة من المرتبات 2 و 3 و 4 


e e hs e 


رت یھ و5 
Cf O: ê 8‏ و 8 (٢‏ 
C34‏ نا 1 ويه 0 
7 


۸ہ" 
[من المتعارف عليه, كما في المصفوفات القطریةء عدم كتابة العناصر الصفرية]. 
المسائل 147.4-142.4 تتعلق بالمصفوفتين المثلثيتين العلويتين من المرتبة 8 )=۸ و لإا = 8. 
بين آن 8+ ۸ مصفوفة مثلثیة علیاء حیث القطر لیت +ى ...یرت + بیھورط + ھ]. 
لکن پ)>×دظ+۸ إذا ز<ك4 إنن 0+00 - پط+ یہ < یت تكون 4+8 مثثيةعليا کسا ان 
برط + بره < ں٥‏ تكکوّن المناصر القطرية. 
بين أن K۸‏ مصفوفة مثلثية علياء حيث القط ....K4,[‏ هار .])٩,‏ 
8 لتكن (ي» - 8ك. إذا [<4 إذن 50-0 رمح ». وبالتالي 8ط مصفوفة مثلثية عليا. أيضاً تكون 
,۸4 = بره العناصر القطرية. 
بين أن الجداء 48 مصفوفة مثلثیة علوية. 
© التكن ري - هه إذن 


8 0 المصفوفات المربعة 
وطمہ خ کہ 
مج 


إذا ز<ف إذن من اجل اي یکون لدینا ]ما <1 او ز<, وبذلك إما أن تكون 0ه أى ٥×يط.‏ وبالتالي. 
0- يه وتكون ۸8 مصفوفة مثلثیة علیا۔ 
4 بين ان المداخل القطرية في 48 تكون پمتا 3ہ ووتابیھررظرر۵۔ 
8 لديناء باستخدام ترمیز المسالة 1444ء 


e, = 2 abu, 
7 

ولكن من أجل 1> لہ 0ت يب ومن أجل <i‏ 0> رط وبالتالي» وة ۵= e,‏ كما ذكر. 
4 بین ان المداخل القطریة فی *ھ تکون ب۰۰4 یڑھ ۰ث“ 

الا هذہ نتیجة مباشرۃ للمسالة 1454 
4 .بین أنهہ من اجل أي حدودیة (80 تکون ‏ ل(8)ل.....(ىي8)ئ,ل ر٥)ا۔‏ المداخل القطریة لہ (5)۸۔ 

8 ينتع هذا بواسطة الاستقراء على درجة (×)1ء واستخدام المسائل 142.4 و 1434 و 146.4. 
4 بين أن التجميع :9 لكل المصفوفات المربعة © المتلثية العليا تشكل جبراً لمصفوفات. 

0 ينتج هذا من حقيقة أن ,2 غير خالية ومن المسائل 144.4-142.4. 
4 بین ہمثال ان الجبر 32 للمصفوفات المربعة -2 المثلثية العليا ليس تبديلياً 

4 51/1 2_4 3 1 2/4 5۹ 17 

(û 6 3)= 0 د‎ ( 36 20-0 1 9 

4 أثبت: إذا كانت ۸ مصفوفة مربعة -٭ مثلثية عليا تحتوي صفراً على قطرهاء فإنها لا تكون عكوسة. 


پر إذنہ يمكن تجزثة ۸ في الشكل 





ھ لکن (ره) > ۸ وليكن # أصغر عدد صحيح بحيث أن 0 


حیث 8 حجمها »))-1(×K‏ وحيث 2 حجمها (0-12+1(<)0-1). وبذلك, يكون ل 2 صفوف أكثر من الاعمدة, وبالتالي 
سوف ینتج عن إختزال 8 صفياً إلى شكل درجيء صف صفري. لذلك. فإن إختزال ۸ صفياً إلى شكل درجي سوف يقود إلى 
صف صفري. إذن, لا تکون ۸ عكوسة. 

4 لنفترض أن 8 مثثية؛ أي أن 8 مصفوفة مثلثية عليا بدؤن مداخل قطرية مساوية للصفر. بين أن 4 عكوسة وأن معكوسها 
مصفوفة مثلثية أيضاً بمداخل قطرية إل 8رر 
8 بتطبيق خوارزمية جاوس في المسالة 92.4 على المصفوفة المركبة. (41) -84, نناظم إلى الواحد المداخل غير 
الصفرية الأمامية, وذلك بضرب الصف 1 ل 11 في (ه,...,1,2 = 4 یستہدل هذا القطر للھ... .”ھا بل تستکمل 
الآن تحويل 8 إلى 1 بإضافة مضاعفات مناسبة لصفوف 30 السفلية إلى صفوفها العلوية؛ يقود هذا إلى تحويل القطر 
لني ة...يرة,/7ة1 إأى مصفوفة مثثثاتية, '8-7, بنفس المداخل القطرية. 

4 باستخدام العنصرین 0 و 1 فقطہ اوجد (1) كل المصفوفات القطرية 2ا2, (ب) كل المصفوفات 22 المثلثية العليا. 
© (ا) المصفوفات القطریة يجب أن تكون عناصرها غير القطرية مساوية للصفر: 


0% 60%0 6D ۵0 


153.4 


154.4 


155.4 


156.4 


157.4 


158.4 


159.4 


160.4 


14 


الفصل 4 1 109 


(ب) المصفرفات المثلثاتية العليا يجب ان تكون عناصرها تحت القطر صفرية: يعطى هذا المصفوفات الأربع في (1) بالإضافة 
إلى المصفوفات الأربع التي يتحصل عليها بتغيير العنصر ‏ (1,2) إلى 1. 
المسائل 155.4-153.4 آسئلة صواب/ خلا إذا كان السؤال خطاً أعط مثالاً عكسياً. 


كل المصفوقات الدرجية المربعة ملثاتية عليا. 
ال صواب. 
کل المصفوفات المثلثاتية العليا في شكل درجي. 


E‏ خط (إٍ =4 مثلثاتیة علیا ولکٹھا لیست في شكل درجي. 


.اذا كانت 82 مصفوفة مثئثاتية علياء فكذلك الآمر بالنسبة ل ۸۔ 
8 خطأ: أنظر في مصفرقة المسالة 704. 
ے ٹر 


أوجد مصفوفة مثلثاتية علیا ۸ بحيث ان (757 5) 


2 0 
نضع (7 ي) = ٠4‏ إذن [المسالة 1464], 8 - *, وبذلك 2ع 27= "ر ويذلك 3= ل نحسب بعد ذلك ته 

باستخدام 2=× و 3= 2 
ا( باوج 


وبذلك, 57 - = و19 أو و سے 


5 


77 72-0 0 )دم 





عزف مصفوفة «مثلثاتية سفلية /دنياء. 
# نقول عن مصفوفة مرتّعة لرة) = ۸ آنھا مثلثاتیة سفلية (آى دنيا) إذا كانت المداخل فوق القطر الرئيس مساوية 
للصفر؛ آي إذا a0‏ من آجل [>1۔ 
اكتب تفصيلا المصفوفات المثلثاتية السفلية العامة من المراتب 2 و 3 و 4. 
8 في كل حالةء ضع أصفاراً فوق القطر: 
ej‏ وا (2 ( 
چم € Cu‏ 7 2 پک A2‏ 2@ 
Cs: C4 Can‏ ری پت 
تکون ھ مثلثیة سفلية إذا وفقط إذا كانت "۸ مثثية عليا. خطأ أم صواب؟ 
8 صواب. [وبسبب هذاء فإن نظرية المصفوفات المثلثبة السفلية تكون جوهرياً نفس نظرية المصفوفات المثلئية العلوية]. 
تأسيساً على المسآلة 1594ء تحقق من أن جداء مصفوفات مثلثية سفلية يكون مصفوفة مثلكية سفلية. 


8 إذا كانت 8 و 8 مصفوفتين مثلثیتین سفلينينء إذن تكون "37.۸ ركذلك "(۸8) = "8"4 مصفوفات مثلثية 
سفلية؛ وبالتالي. تكون 48 = "("(48)) مصفوفة مثلثية سفلية. 





ما هي أنواع المصفوفات التي تكون مثلثية علوية وسفلية في أن معاًه 
8 إذا كانت 8 مصفوفة مثلثية علوية وسفلية في آنِ معاًء فإن كل عنصر خارج القطر الرئيسي يجب أن يكون صفرياً. 
وبالتالي» تكون 4 قطرية. 


0 3 المصفوفات المربعة 

4 عرّف مصفوفة «ثلاثية القطرية». 
8 نكون مصفوفة مربعة ثلاثية القطرية إذا كانت المداخل غير الصفرية لا توجد إلا على القطرء أو مباشرة فوق القطر [على 
القطر الثانوي العلوي]: أو مباشرة تحت القطر [على القطر الثانوي السفلي]. 

4 أكتب تفصيلاً المصفوفات ثلاثية . القطرية العامة من المرتبتین 4 و ك. 
2 في كل حالةہ ضع آصفاراً خارج القطر, أى القطر التانوي العلوي» أو القطر الثانوي السفلي: 


رو رظ 
رب 
وط د روڈ 
b b‏ 07 4 2و4 A‏ 
Be bu be‏ ےت 
ہما 44 


وو هه 


4 بين أن جداء مصفوفات ثلاثية ‏ القطرية قد لا يكون ثلائي ‏ القطرية. 
21 2/ 00/110 11 
iis E2 =‏ 
یں جو 1 1 145060 1 0 
4 مصفوفات متناظرة 
4 عرّف مصفوفة متناظرة. 


8 تكون مصفوفة حقيقية 4 متناظرة إذا ۸ - 87. وبشكل مكافىء, تكون (يه) - 4 متناظرة إذا كل ابه * يه. 
[لاحظ أن 4 يجب أن تكون مربعة من أجل أن تكون 4 > ”8]. 

4 عرّف مصفوفة «تخالفية ‏ التناظرة». 
88 تكون مصفوفة حقيقية ۸ تخالفیة التناظر إذا ۸- = "ه. وبشكل مكافىء, تكون (ررة) - 4 تخالفية التناظر إذا 
کانت کل عج- a‏ 


7 ١ 
0 ji 





4 بين أن العناصر القطرية لمصفوفة تخالفية ‏ التناظر يجب أن تكون صفرية. 


ھ ‏ إذا كانت (4) = ۸ تخالفية ‏ التناظ إذن ,د - = ه. وبالتالي» تكون كل 0 > ي2. 


المسائل 174.4-168.4 تتعلق بائمصغوفات التالیة: 


1 ومن 
0 ت0 
۵ء )1%( 


4 هل متناظرة أم تخالفية ‏ التناظر؛ 
ام تخالفيا ظر 








8 یتبین لنا بالتفحص أن 8 - = 4؛ وبذلك, تكون 8 تخالفية التناظر. 
4 همل 8 متناظرة آم تخالفية ‏ التناظر؟ 
يتبين بالتفحص أن 8 -”8؛: وبذلك, تكون 8 متناظرة. 


4 هل © متناظرة أم تخالفية ‏ التناظر؟ 
# بما أن © ليست مربعة. فإنها لا تكون متناظرة ولا تخالفية التناظر 


171.4 


172.4 


173.4 


1744 


1754 


176.4 


1774 


178.4 


179.4 


180.4 


181.4 


1824 


183.4 


الفصل 4 تا 111 
هل 1١‏ متناظرة أم تخالفية ‏ التناظر؟ 
8 بالتفحص. نجد أن 2 - 07؛ وبالتالي. تكون 7 متناظرة. 
هل 8 متناظرة أم تخالفية . التناظر؟ 
۴ انرى أن 25 5ق وبالتالي. لا تكون 8 متناظرة ولا تخالفية ‏ التناظر. 
هل 5 متناظرة آم تخالفية ‏ التناظر» 
8 يتبين بالتفحص أن 7 - ع ”8؛ وبالتالي. تکون ۴ تخالفیة التناظر 
هل 6 متناظرة أم تخالفية .. التناظر؛ 
8 الإثنان معاً لان 0- = 0= "0 عندما تكون 0 مربعة 
هل المصفوفة المتطابقة 1 متناظرة؛ 
# ببماان 1= "1 فإن المصغوفة المتطابقة تکون متناظرۃ 
هل كل © مصفوفة متناظرة؟ 
5ا إذا لم تكن 9 مربعة, فلا يمكن ان تكون ”0 و 0 متساويتين. نظراً لحجميهما المختلفین, وبذلك لا تكون 0 متناظرة. 


5 4+2 4 
رج دیم لاعت (27 2 وک)42 رہ 


الا نساوي بین العنصرین 2+× و 25-3 [وكل منهما صورة الآخر في المرآة القطرية], فتحصل على 5< م 
وبالتالي (ّ )=۸ 


اوجد ۴ہ لر ٤ 2z‏ إذا كانت 
Xx»‏ 52 
z2 ~3‏ براسم 
.4 


8 نساوي بين العناصر المتناظرة, فنحصل على 4 > », 2= لر 3- -غ. أما المجهول #, على القطرہ فهى غير محدد. 
لنفترض أن (يه) > ى او (ي5) > 8 متناظرتان. بيّن أن 8 + ۸ مصفوفة متناظرة. 


© انا ماد ظ +۸ إذن ابه > رط + ره = ړا + ړه = يى 


متناظرة. 


لنفترض أن (نة) - 48 متناظرة. بيّن أن 4 متناظرة. 
8 نا لي هط إذن اي > يه ع ره 
بين أنه ليس من الضروري أن تكون 88 متناظرة, حتى ولو كانت المصفوفتان 4 و 8 متناظرتين 


8 لتکن 5 )=4 8 2 )8 إذن 4 )دهم ليست متناظرة. [أنظر المسالة 182.4]. 


لتکن ۸ و 8 مصفوفتين متناظرتين. بيّن أن 88 متناظرة إذا وفقط إذا کانت ۸ و 8 تبدیلیتین۔ 


الا إذا {AB)T = BAT = BA = AB jij AB =BA‏ وبالتالي تكون 48 متناظرة. وبالعكس. ۸48 = "(۸8) إذن 
BTAT x BA‏ = رصی > تل وبذك تکون ۸ و 8 تبدیلیتین۔ 


لنفترض أن () = ۸ تخالفية - التناظر. بن آن K4‏ تخالفية - التناظر 


2 0 المصفوفات المربعة 


1844 


185.4 


186.4 


187.4 


188.4 


189.4 


190.4 


191.4 


192.4 


e = ka = k~ a, ~ = (ka) = ~e, إذن‎ K4 =) إذا‎ © 

المبرهنة 64:إذا كانت 8 مصفوفة مربعة, إذن (68 تکون ‏ ھ+ھ متناظرة؛ (01 وتكون ۸ - ۸ تخالفية التناظر؛ 
(11) توجد مصفوفة متناظرة 8, ومصفوفة تخالفیة ۔ التناظر ۷ء بحیث أن +٤‏ 8= 4. 

اثبت () في المبرهنة 6.4. 

(A + A)" = A + (A) = AT + A= A+ AT 5 





(ۂ) فی المبرهنة 6.4. 





جس (A A) = A" — (AT) = AT - A= —(A— AT)‏ 
آثبت (11ة) في المبرهنة 6.4. 
8 سے (تم+ 1/2)۸4 =8 و C= 1/2) -A(‏ إذن, +٤‏ 8= 4» حيث 8 متناظرة بواسطة المسالتين 184.4 
و 180.4ء و € تخالفية - التناظر بواسطة المسالتین 185.4 و 183.4. 
اثبت ان التحلیل في المبرهنة 6.4 (11) وحيد. 
8 إن €+ ۸>8 و "0+ '8 - خا يقتضيان, بواسطة الطرح؛ أن 
اس ب نهد واد 0 لكك 
وہاخذ منقول (1)ء نحصل على 
+م - ھ- ط۔00 2( 
جمع (ا) و (2) یعطینا 0 2B - B=‏ أو '8ع 48 وكذلك أيضاً "0 - 0, 
اکتب (ّ 2 = 4 كمجموع مصفوفة متناظرة 8 ومصفوفة تخالفية التناظر ©. 
8# إحسب 
r 4 10 arap 8‏ 0 ےپ 
() )سمدم (لإ )= 4+4 )و 4-2 


إذن, وبواسطة المسالة 187.4ء 

235 n0 -2 

3 ]دم ۔ںری )8 ~4 +4( =8 
بین ان ۸ تكون متناظرة إذا وفقط إذا كانت ”4 متناظرة. 
لا ينتج ذلك من حقيقة أن الى ع 87(7). 


لنفترض أن 8 متناظرة. بين أن 42, وعموماً *, مصفوفات متناظرة. 
2ه خم د وم د ”وتم > ۵۸(7) ٭ 427). أيضاً وبواسطة الاستقراءء 
"لوحكم د 7۸7( ک۸ س ”تممه "زتها 





ميّن أنّه إذا كانت 4 متناظرة, فإن (1)8 تكون متناظرة من أجل أي حدودية (1)5. 
ينتج هذا من المسائل 190.4, 179.4ء و 180.4. 
لٹکن ۸ مصفوفة مربعة -8 متناظرقء ى 5 أي مصفوفة ٣۴‏ بِيّن إن ۲۳۸۴ تكون أيضاً متناظرة. 


جج حر ترے ترت کر کے تکریر تی 


الفصل 4 0 113 


4 مصفوفات عقدیة 





194.4 


195.4 


196.4 


197,4 


198.4 


199.4 


200.4 


201.4 


202.4 


نفترض,. في هذا القسم. أن السلّميات, وبخاصة مداخل المصفوفات. أعداد مقدية. تذكر [المسالة 117.1] آنه إذا كان 
a+‏ =2 عدداً عقدياً فإن 4-6 =۶ پكون مرافقه. 

عرّف الشرافق (العقدي) لمصفوفة ۸, ورمزھا 4.528ھ. 

8 إذا (يء) - 4م ؛ إذن (ية) > ق. 


a 3-5: 4+ 8: 


00 
عرف مدافق ری ي رد یں 





ع موی-9 5 77۰ج 
aE‏ 
9 (قم ۷وئ)د 





متى يكون 4 عق ؟ 
8 عندماء وفقط عندماء ر4 = :8 من أجل كل زو 4؛ أي عندما وفقط عندما تکون ۸ مصفوفة حقيقية 


ادج( یه 


8 بماآن 8 حقيقية, إذن 4 <4 





A 


(AJ =A W «AB = A È (iY «Ã= 4 (ii) ıKA= Ê A (ii) ı 778 = Ã + Ê المبرهنة 74 رم‎ 
.7.4 أثبت (6 في المبرهنة‎ 

لغ نكتب کالعادق (يه) - 4 . (يط) > ١8‏ و (ر)= 2۳8 لذن بط + 5ھ وط +2 پء . وبالتالي. 
8ع قم د قم . 

أثبت (31) في المبرهنة 4 

14 - (رم1)‎ = (F a) = (a) =  Ã «A= (ka) j a 8 

أثبت (11) في المبرهنة 7.4. 

8 أكتب (6) ھی إذن نه - 





أثبت (1۷) في المبرهنة 7.4. 





8 لتكن (يء) - 8ه إذن١‏ بوطيرة بط - برطبيه رظ ع برطيره رد به . وبذلك 8 8 = ۸8 . 


Hi 


اثبت (۷) في النظرية 74. 
8 لتكسن (رة)-2(7) و (,)-47. نتستخدم العسرمیسن برو ر4 فیکون لسدینا: 7 
د ;3= ,۾ = ره . ويذلك رط ومنها 4 = "(4). 


[نعجبّر عن ذلك بالقول أن عمليتي النقل والمرافقة تتبادلان] 





4 تا المصفوفات المربعة 
4 يرمز للمنقول المرافق [- المرافق المنقول] لمصفوفة ۸ بواسطة “8. [نسبة إلى عالم الرياضيات هرميت/ 6ان:16!]. أوجد 


سى ب 4-71 5-34 :2+8 
۸4( و ات )سه 


ے۲۳ ,+ el‏ 1 
ھ (4 1 ج 
3-21 71+ 1 


4 عتى تكون "۸ = 4۸۴ 





#8 إذا كانت ۸ حقيقية. إذن 4 = ۸, وبذلك "۸ = "۸؛ وبالعكس. 
في المسائل 208.4-204.4, نبين أن النظرية 3.2 تظل صالحة عندما يُستبدّل المنقول المُرافق بالمنقول. وكما قلنا سابقاًء لیس 
من الضرورة أن تكون ث و 8 مربعتين ولكن متوافقتين من أجل جمع وضرب المصفوفيين. 





٠ )41+ B)* = 4“ + 8" :(i( أثبت‎ 4 

«(4 + BJ)" = (AFB) =(A +B)" = A" + B" = A" +B" w 
٠)4 (" = 4 آثبت (نن)؛‎ 2064 

(4°) = (A = (Ê) = (A7) x A ۱س‎ 


4 أثبت (نن): "4 ۾ = "(4) . [لاحظ أن X=)‏ في المبرهتة 3.2 (6]. 





.(kA)* = (FA)" = (k A) =k Aã" = KR A" ه‎ 
. (48)" = 8"4" :)¡v( اثبت‎ 2084 


(4°) = (AB) = (A B)" = Ê A" = BA" ع«‎ 


4 المصفوفات الهرميتية 
4 عرّف: (أ) مصفوفة هرميتية: (ب) مصفوفة هرميتية . متخالفة. 
8 (ا) تكون مصفوفة عقدية ۸ هرميتية إذا 4= 4 ؛ بشكل مكافىء تكون (ره) =4 هرميتية إذا كان کل 
لاحظ أن المصفوفات المربعة فقط يمكنها أن تكون هرميتية. (ب) وتكون مصفوفة عقدية ۸ هرميتية .. متخالفة إذا 
/4؛ أى بشكل مكافىء, يكون (,4) = ۸4 هرميتية متخالفة إذا كان كل ,ت 








4 بين أن العناصر القطرية امصفوفة هرميتية [هرميتية ‏ متخالفة] تكون حقيقية [ بحتة]. 


گا لدینا 0=) Im a, = (a, ~32) = (a, ~a,‏ [أنظر المسالة 118.1] عندما تكون (ن4) - م 





و 0-(يه - »)ف - (ج + »)ف -ررمءه عندما تكون 8 هرميتية متخالفة. 
4 بيّن أنه إذا كانت 8 هرميتية وهرميتية متخالفة إذن 0= ۸. 
© إذا مع ه- لش إنن 0ھ 2۸ھ إى 0 - 4. المسائل 217.4-212.4 تتعلق بالمصفوفات التالية: 
5-7 0 ت 4i FFI‏ 5 وو 4 
ام“ c=)‏ (7 )= 27 )=4 


¥ Im 0 Si -4+i 3-2 6 7 -2 
اسر‎ 1+2 1-4 | Em| 4+71 21 + 2 F=| 7 ~1 8 
47i 2i 2 FEIN DEF 1 mf 228 وم‎ 


212.4 


213.4 


214.4 


215.4 


216.4 


217.4 


218.4 


219.4 


220.4 


221.4 


222.4 


223.4 


الفصل 4 6 115 
هل 8 هرميتية آم هرميتية ‏ متخالفة؟ 
EM‏ العنُصران القطريان» 4 و -7 حقیقیان, والعنصران 3-51 و 51 + 3 مترافقان؛ وبالتاليء تكون ۸ هرميتية. 
هل 8 هرميتية أم هرميتية متخالفة؟ 


العنصران القطریان 41 و 71- تخیلیان بعتیان أما العنصران 21+ 3 و21 + 3- فهما سالبا الترافق [الجزء الحقيقي 
لأحدهما سالب الجزء الحقيقي للآخر والجزءان التخيليان متساويان]. وبالتالي, تكون 8 هرميتية ‏ متخالفة 





هل © هرميتية أم هرميتية ‏ متخالفة؟ 


8 العنصران المتناظران 5-71 و 4+31 ليسا مترافقين أو سالبي - الترافق. وبالتاليء لا تكون © هرميتية ولا هرميتية _ 
متخالفة. 


هل 0 هرميتية آم هرميتية ‏ متخالفة؟ 

18 العناصر القطرية, 3, 4 - و2 حقیقیة؛ والعناصر المتناظرة آ2 -ا وا1+2 4+71 وا47 ا2 وھ 
مترافقة. وبالتالي» تكون © هرميتية. 

هل 5 هرميتية أم هرميتية ‏ متخالفة؟ 

8 العناصر القطرية. ا5 و أ2 و آ6- » تخيلية بحتة؛ وأزواج العناصر المتناظرة, 1+ 4ه و4+1, 3-21 
و21 -3-, 24 و1ا+ 22 سالبة الترافق. وبالتالي» تكون 5 هرميتية ‏ متخالفة. 

هل *1 هرميتية أم هرميتية ‏ متخالفة؟ 

8 ۴ مصفوفة حقيقية ومتناظرة؛ إذا نظرنا إليها کمصفوفة عقدیةء فهي هرميتية. 

هل [1+ 3,4-,4188]5,21 >< © هرميتية أم هرميتية ‏ متخالفة؟ 

ا العناصر القطرية ليست حقيقية ولا تخيلية بحتة. وبالتاليء لا تكون 6 هرميتية ولا هرميقية ‏ متخالفة 

إذا كانت ۸ و 8 هرميتيتين, بِيّن أن 8+ ۸ هرميتية 

آلا نجد, من المسالة 205.4, أن 8 + جرع “8 + “مس “زه +م). 

لنفترض أن 8 هرميتية وأن ! عدد حقيقي. بِيّن أن K۸‏ هرميتية. 
ال من المسألة 207.4, لدينا 64 ع "۸م = “(فم) . 








لنفترض أن 4 هرميتية ‏ متخالفة و عدد حقيقي. بيّن ۸K۸4‏ هرميتية - متخالفة. 
8 نجد, من المسالة 207.4, (kA) = KA” = k(¬ A) = —(kA) ù‏ 


إذا كانت 48 مصفوفة مقدية إختياريةء بيّن أن "۸ھ و ۸۸ هر 





© ی راتان سرا في الاتجاهين, وتعطينا جداءً مرّبعاً ثم نستخدم المسالتین 208.4 و 206.4 فنحصل على 
A4) = A (A) = 44 5 (AA)* = (A) "A" = AA"‏ 

متى يكون لمصفوفتين هرميتيتين جداءٌ هرميتي؟ 

. “زظم)‎ = BA” = B4 iı 8 

وبالتائي, تكون 88 هرميتية إذا وققط إذا 84 = ۸8. [قارن مع المسالة 182.4]. 

بین آنه إذا كانت 4 هرميتية؛ فكذلك تكون (...,2,3 > م)47. 


8 بما أن 4 و 4 تبديلتان فان استقراء يعطينا النتيجة مباشرة. 


6 0 المصفوفات المربعة 


2254 


226.4 


227.4 


228.4 


229.4 


الميرهنة 8.4: إذا كانت 8 مصفرفة مربعة. إذن () "4+ ۸ هرميتية؛ (ا 4 - ۸ هرميتية متخضالفة؛ 
(اا) €+ 8= 4 حيث 8 هرميتية و 0 هرميتية - متخالفة 

اثبت () في المبرهنة 8.4. 

8 "مجم عم + “مد “رض + ثم د 7زم جم). 

أثبت (11) في النظرية 8.4. 

(A-4) س‎ 





ا 00 





اثبت (11) في المبرهنة 8.4. 


© نضع ( ۸+ 1/2)۸ + 8 و A)‏ - 2)8/!- ©. إذن +٤‏ 8= ۸. حيث 8 هرميتية بواسطة المسنالتين 225.4 
و 2204, و هرميتية - متخالغة بواسطة المسالتين 226.4 و 221.4. [تبرهن وحدانية 8 و © كما في المسالة 187.4]. 





اتب ر ر ٣‏ = 4 في الشكل +٤٥‏ 8= ۸ حيث 8 هرميتية و © هرميتية - متخالفة. 


9-i 4-2)‏ 
4+27 21 )ر تدوز 4 9i n_(‏ 2-6( _ „ 
9 رو وا e‏ 4(“ 01 7 8ه 
والمصفوفتان المطلوبتان هما 
7+2 2د ×- 2~ 0210 1 
05 مثم)۔م +داڑحھ۔ ( نت ہئادھ-مڑہ 


لنفترض أن 4 مصفوفة مربعة -٭ هرميتية. بيّن أن ۸۶" هرمیتیة من أجل أي مصفوفة 7 ×× ھ 
8# يكون الجداء معرّفاً كمصفوفة مربعة -90 ویکون لریںا )P*(* = P۴۸۴‏ ۲۴۸۳ = ل(مرقصق 


4 المصفوفات المتعامدة 


230.4 


عرّف مصفوفة «متعامدة». 
# تقول عن مصفوفة حقيقية 4 أنها متعامدة إذا 1= ۸4 = 44. لاحظ أن مصفوفة متعامدة 4 تكون بالضرورة 
مربعة وقلوبة (عكوسة)» ومعكوسها 7۶ھ - 7ھ. 


4 بین ان 


1/9 8/9 9 
4 ~49 ~79 

4/9 1/9 8/9 
متعأمدة. 


8 بسبب من المسالة 121.4 يكفي فقط أن نبين أن 1= :AA"‏ 


4-32+28 16+16+49 32-4-28 


1/9 9 2 1/9 4/9 | 
8+ 8-16 32~ 4-28 64+1+16 


a) -4/9 ~7/9|| 8/9 .-4/9 1/9 
8/9 1/9 49~49 و/7-‎ 9 


0 0 1 0 0 1/81 
|0 1 (- 0 81 0 أ = 
01 0 81 0 0 


( 2-4-28 28+ 4-32 حا 


4 عرف «مجموعة ناظمية ‏ التعامد» من المتجهات في "۸. 


88 تكرّن المتجهات نا ونہ... پنا مجموعة ناظمية - التعامد إذأ كانت المتجهات متعامدة ثنائياً [0 > تابنا من أجل [* 1], 


القصل 4 0 117 


وإذا كانت اطوال المتجھات تساوي وحدة الاطوال [! > ,نارنا من أجل 1,2,....5 - 1]. باستخدام ترميز دلتا كرونكر, يصبح 
شرط ناظمية ‏ التعامد 





4 بین ان 


جھ :4ھ رہ 
رف رف A=,‏ 
€ € € 
تكون متعامدة إذا وفقط إذا كانت صفوفها (يقريه. ,8 ع وله (رط رط ه) = رنه لړ - ينا تكوّن مجموعة ناظمية ‏ 


EA 23 
التعامد.‎ 


إذا كانت ۸ متعامدة. إذن 
0 0 1 ,€ رظ رھ / اھ يہ ےہ 
AAT =jb, bı b,lla, û, co|=|0 it 0}=1‏ 
1 0 0 بی CGN, by,‏ € ,€ 


7 سد +2 24 
0 بل +رت < وعرھ +يعيه + يفيه 0ح ينا ١‏ رن > رطره + يفيه + رظرم وس ہیر ہیس ڑم + aî + a‏ 


يقودنا هذا إلى 





0ع يكاين > يعيط + يعرط + رعرظ رد ہیر یس - وم + وم + شط 0= bya, + ba, + bya, = u*1,‏ 


u, =1‏ ود س يع + يع + يم 0ح يياخيها د می + وفی + رطع 20> بن دين ع بھی + يمره + بھی 

أي أن بق > ,لا,0. وبالتاليء تكرّن ,0 را ,3 مجموعة ناظمية التعامد. أما الحكس فينتج من حقيقة أن كل خطرة عكوسة. 
4 بین ان ۸ متعامدة إذا وفقط إذا "4 متعامدة. 

AA = AA =1 ©‏ إذا وفقط إذا 1ع گمکرکی ے آ(۳ھ۸)تھ 

المسالتان 235.4 و 236.4 تثبتان: 
الميرهنة 9.4: لتکن ۸ مصفوفة حقیقیة. إذن, القضایا التالية متکافٹة: () ۸ متعامدق؛ (ب) صفوف 4 تكوّن مجموعة 
ناظمية ‏ التعامد؛ (ج) أعمدة 4 تكون مجموعة ناظمية ‏ التعامد۔ 

4 اكبت أن (1) و (ب) متكافئتان 

® لتکن ,۴ ,۸...۸ صفوف 8؛ إذن» تكون (28 120....87 أعمدة "4 لديناء مسن ضصرب المصفوفات. أن 

(ey)‏ > 447. لديناء من ضرب المصفوفات ان ,8,15 حم ره. وبذلكه 1= ۸4 إذا وفقط إذا ر8 - ۸,۸ إذا 

وفقط إذا كانت الصفوف ...رآ8 مجموعة ناظمية - التعامد 





4 إثبت أن (1) ى (ج) متكافئتان. 


قثا من المسالتين 234.4 و 235.4, تكون ۸ متعامدة إذا وفقط إذا كانت 47 متعامدة, وإذا وفقط إذا كانت صفوف "۸ 
مجموعة ناظمية ‏ التعامد إذا وفقط إذ! كانت أعمدة 4 مجموعة ناظمية التعامد. 


4 إذا كانت ا )دم متعامدة: اوجد × و لاا 


# لیکن ,۴ ر و ,0. ,ي©: على الترتيب صفي وعمودي 8. بما أن 0= ۴۸,۴ تحصل على 0= 2/۸/5 + ۷3/× 
او 0= ل2 + ×. بماأن ,© متجه وحدة. نحصل على 1 > 1/5 + 2 إن 22//5 دير 
الحالة (ؤ0: 2۸۷ إذن 0= ر2+ × تقود إلى 1//5- 3 
الحالة (1): 2//5- دير. إذن 0= ر2+ × تقود إلى 1۸۷5ء 
بتعبير آخر. يوجد لدينا بالتحديد احتمالین 


N)‏ 1 اعد 








(ê ری‎ 
28/5 -5 


118 


8 المصفوقات المربعة 


4 إذا كانت 


222,4 


240.4 


241.4 


242.4 


x 2/3 3 
A= (2/3 13 0 
2 3 £ 

متعامدة. أوجد × ل 2 8 ا۔ 
# لتکن ر۸ و ر۴ و ,۴ صضسوف 4 ,© © ر٤‏ اعمدتها. بسا أن ,۴ متجه وحسدة إذن 1= 4/9 + 49+ × أو 
ر + 19+ 4/9 ای £23 کر بما أن 0ء یالہالہ نحصل على 
3 + 2/9 + 2×/3 أو 1- = ر3 + ×3. الاحتمال الوحيد هى 1/3 و 2/3 - > لإ. وبذلك, 

1/3 2/3 2/3 

3- 1/3 2/3|-م 


1 مم 2 


3 سم بما آن ر۴ متجه وحدة إذن 





بما أن الأعمدة متجهات وحدة: إذن 


وبذلك 22/3 دم 3ا2 جیا و ۳13 = 
الحالة (6: 2/3 -2. بما أن ,© و ي© متعامدان» ‏ 2/3 ہما آن ,© و ي© متعامدان» 1/3 - 
الحالة (01: 2/3- >2 بما أن ,© وى ,© متعامدان» 2/3 > 5 بما أن ,© و و متعامدان 1/3- ت ), 





وبالتالي يكون لدينا تماماً حلآن ممكنان: 


3 213 1/2 3 2/3 1/3 
A4A=|2/3 1/3 -3‏ ق 23~ 113 2/3 =4 
AB‏ مت رو 3ے 22/3 2/3 





اذا کانت ۸ متعامدة, بین آن ”۸ متعامدة۔ 
#8 بما ان ۸ متعامدق إذن 47 = "4. ونكون "۸ متعامدة. بواسطة المسالة 234.4. وبالتالي, تكون "۸ متعامدة 
لتکن ۸ و 8 مصغوفتین مربعتین ٦٥‏ متعامدتین. بِيّن أن 48 مصفوفة [مربعة -7] متعامدة. 
8 يكفي أن نبين أن / - 48()48(7): 
(ABXAB)" = (ABXB'AT) = A(BB")A" = AIA" = AAT =1‏ 
إكتب المصفوفة المتعامدة 222 الأكثر عمومية. 


® لتكن (5 ©) -4 . إذن 2, ۵ » 4 أعداد حقيقية, ويكؤن صفقًا 4 مجموعة ناظمية ‏ التعامد. وبالتاليء 


ac + bd =0‏ ارس 1= a +b‏ 
وبالمثل» يكرّن العمودان مجموعة ناظمية التعامدہ وبذلك 


+=} b? + gd? =1 ab + cd =0 





وبالتائي > 1-2 - ©, ومنها 5 2 ع 


الحالة (0 6+ -عء. إذن 4(<0+ 6ط أى ودد فتكون المصفوفة المطلوبة (2_ 08 
الحالة (نق: ط-=.. إذن 0< (ع- )م أى هع ك4 فتكون المصفوفة المطلوبة (أ 8 


بيّن أن كل مصفوفة متعامدة 22 تكون في الشكل 


الفصل 4 0 119 


( cos @ sin 9 


(9 کت‎ 0 ~sin @ cos 0 


آو sin @ ~cos ê,‏ 
من أجل عدد حقیقي مناسب ۵ ۔ 


الا ليكن 4 و ط أي عددين حقيقييين بحيث أن 21 42+62 يوجد إذن عدد حقيقي 0 بحيث أن 6 005 - 2 
و8 تا. النتیجة المطلوبة تتبع الآن من مسألة 241,4. 





4 مصفوفات واحدية 


4 عرّف مصفوفة «واحدية». 





88 نقول أن مصفوفة عقدية 4 تكون واحدية إذا 34-1 
وعكوسة. 


> 44. الاحظ أن مصفوفة واحدية يجب أن تكون مربعة 


2444 أن المصفوفة التالية واحدية 





و وم ا 1 1 
.+1 1 ف۰ 8ھ 
IE AFET 0‏ 





1/1 ~i ~N 1 ~i mi 
)"مه‎ 3 1 | i 1 
Iti ti 0 Ami j-i ام‎ 

1 230:342 mee رس‎ +90 160 60 

)0 1 6 1-1-7 +8 1+1+2 2 مغ اا- 

J+i-i-1+0 ~i+r1i~14i+0 2+2+0 0 01 


4 بين أن ۸ تکون واحدیة إذا وفقط إذا کانت ۸ واحدیة 
A 1 ®‏ = 4 إذا وفقط إذا ] = 4(" 4) = ”(۸۳) ۳ھ 

4 عرف مجموعة «ناظمية - التعامد» في ”° 
# المتجهات رلا رل..., ,لا في "© تشكل مجموعة ناظمية ۔ التعامد إذا رة = رن,ن. تذكر آن الجداء النقطي في "° 
يعرّف بواسطة: 


B,J a, + aba +° + a,‏ اب وط0 رف یی بوه بره) 





4 بين أن 777 - 70م ین :گنا 


8 ليكن (ي>,..اريهى,©) 2 » و (,۵,... ,رظ .,ط)=ن. إذن 


4 مين أن ,لاء ولاء..., پا تكون مجموعة متجھات ناظمیة التعامد في ")© 
التعامد. 





ا لديناء من المسالة 247.4,آن 0= ان إذا وفقسط إذا 0= 0= ر7 ٠‏ 
النظرية التالية النظير الحقدي للنظرية 9.4 
المبرهنة 10.4: لتكن 4 مصفوفة عقدية. إذن, القضايا التالية متكافئة: 1) 4 واحدية؛ 
التعامد؛ (ج) أعمدة ۸ تکوّن مجموعة ناظمية ‏ التعامد. 





ب) صفوف ۸ ٹکؤن مجموعة ناظمیة - 


0 13 المصفوفات المربعة 
4 أتثبت أن () و (ب) متكافئتان. 


8 لٹکن,8.... 5 صفوف 8! إذن 87 ,...,.87. نفترض أن (رن) ع ”44. نحصل بالضرب المصفوضی على 
RR RR,‏ عبره. إذنء 7> “44 اذا وفقط إذاپۃ = ر8 ۸,٠‏ إذا وفقط إذا كانت 4 ,. . . ,و8 ,,# مجموعة ناظمية 
التعامد. 


4 اثبت أن (1) و (ج) متکافٹتان. 


8# من المسائل 245.4 و 249.4 و 248.4, تكون 4 واحدية إذا وفقط إذا "4 واحدية: إذا وفقط إذا كانت صفوف "۸ ناظمية 
التعامد, إذا وفقط إذا كانت مرافقات أعمدة 4 ناظمية ‏ التعامد, إذا ونقط إذا كانت أعمدة 4 ناظمية ‏ التعامد. 


4 بين أن 


راثیا 


8 تشکل الصفوف مجموعة ناظمية ‏ التعامد: 





4 اذا کانت ۸ واحدیةہ بین آن- 8-4 واحدية, 


8 بما أن لك واحدية. إذن ”7ھ -"ھ. ولکن "۸ واحدیة [مسالة 245.4] 


لگ یتآ الجبام للم وین وطقن کر و کا یکون اسیا ایا 


(ABXAB)" = (AB)J(B*A") = A(BB')A" = AIA" = AA" =1 2 


4 مصفوفات ناظمية 
4 عرّف مصفوفة «ناظمية». 
8 تكون مصفوفة 4 ناظمية إذا كانت ۸ حقيقية و ۸"۸ = ۸۸ء آو إذا کانت ۸ عقدیة و ۹۸ھ ع ۸۸۲. وبذلك. فإن 
المصفوفات الحقيقية المتناظرة آو الواحدیةء والمصفوفات العقدية الهرميتية أي الواحدية, تكون كلها حالات خاصة من 
المصفوفات الناظمية. 
المسائل 258.4-255.4 تتعامل مع المصفوفات التالية: 


بزادھ اا 





( سم 





4 هل ۸ ناظمية؟ 


0-6 كان كسمم د لي 00-06 با )حلم 


ہما ئن 858 - 487, فالمصفوفة 8 تكون ناظمية. 





256.4 


274 


258.4 


259.4 


250.4 


261.4 


224 


204 
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هل 8 ناظمية؟ 
® 0ن ت۔(ز 6 )سمه د ہل ارت 05( امھ 


بما ان 8"8 ± 2887 فالمصفوفة لا تكون ناظمية. 


هل © ناظمية؟ 

9 ا ماک روہ یج )سم 
و روص ام لوت و ا )دعم 

ہما ئن ٥"‏ - ٥٥ء‏ تکون ٦‏ المصفوفة العقدية © ناظمية 

هل ١‏ ناظمية؟ 

0 )2" )05ا )لن را “”دھ 


ل ات ہد 


ہما ان 0ا ۵ا ٭ ٭00, فإن المصفرفة العقدية 2 لا تكون ناخلمية. 





بیّن آن مصفوفة [حقيقية] تخالفية ‏ التناظر 4 تكون ناظمية 
AAT = A(~A) = (AJA = ATA 8‏ 
بيّن أن مصفوفة [عقدية] هرميتية ‏ متخالفة 4 تكون ناظمية. 
AAF = A(-A) = (AJA = AA 8‏ 
أعط مثالاً لمصفوفة حقيقية تكون ناظمية ولكنها ليست متناظرة: آو تخالفیة ۔ التناظرہ أى متعامدة 
8 المصفوفة 8, في المسالة 255.4, مثال على ذلك. 
بن آن مجموع مصفوفة سلمیة حقیقیة [مسالة 19.4] ومصفوفة تخالفية التناظر يكون مصفوفة ناظمية؛ أي بين أن 
+ 1غ - 8 مصفوفة ناظمية اينما كانت 4 تخالفية ‏ التناظر. 
8 ه - لاع "م + B" = (KI + A)" = (kD)"‏ 
إذن: 
BB = (kI + AJ(kÎ — A) = K1 — A2‏ و BTB = (kI —~'A)(kI + A) = k1 — A‏ 
بما أن 8"8 = "88. فالمصفوفة 8 تكون ناظمية. 
المبرهنة 11.4: إن المصفوفة 2×2 الحقيقية الناظمية إما آن تكون متناظرة أو مجموع مصفوفة سلمية وأخرى تخالفية 
التناظر. 
أثبت المبرهنة 11.4. 


8 اذا و 2ھ لف 
او پد 
مہ ام ور ضا ا 


aa DU UG E) 


2 ا المصفوفات المربعة 


بما أن ۸"۸ = "۸۸ء نحصل على المعادلات 


Fd mp +d ac+bd=ab+ cd‏ ثم هتمس :م +ثم 





المعادلة الأولى تقود إلى ”ع = ا وبالتالي هط أي مس عاط 
الحالة (0: ع-6 [وهذا يتضمن الحالة 0 - ع - - 5]. إذن» نتحصل على المصفوفة المتناظرة. 
ين 
2 )سه 
الحالة (ات)؛ 0عدع- عط إذن (4-2)ط- 0ط+ عهوى ( ~ ed = b)a‏ + bھ.‏ وبذلك» (ل - 6)طع (ه - 6)4, وبالتالي 
2604-8-0 بما ان 80 نتحصل على 4= 4. وبذلك تكون 4 في الشكل 


)+ )=4 ¢-(=4 
وهي مجموع مصفوفة سلمية واخرى تخالفية ‏ التناظر. 


4 أعط مثالاً لمصفوفة عقدية ناظمية لا تكون هرميتيةء ولا هرميتية - متخالفة. ولا واحدية. 





8# انظر المسالة 257.4. 


4 مصفوفات مركبة مربعة 
4 عرّف مصفوفة «مركبة مربعة». 
8 نقول عن مصفوفة مركبة 6 أنها مصفوقة مركبة مربعة إذا (1) کانت ۸ مصفوفة مربعة () المصفوفات الجزئية تكون 
مصقوفة مربعة [أي أن اعداد خطوط التجزئة الافقية والرأسية تكون متساوية]» (111) المصفوفات الجزثية القطرية تكون 
مصفوفات مربعة. 
المسائل 268.4-266.4 تتعلق بالمصفوفات المركية التالية: 
3 
1 


7 
3 


5 


2 

1 
8 

3 
3 





اج ساي داژن 
سی سای داو 





4 هل 8 مصفوفة مركبة مربعة؟ 
الا: رغم أن 4 مصفوفة مربعة 5×5 وانھا مصفوفة مركبة 3<3, إلا أن المصفوفتین الجزکیتین القطريتين الثانية 
والثالثة لیستا مصفوفتین مربعتین۔ 

4 هل 8 مصفوفة مركبة مربعة؟ 
© انعم 

4 اكمل تجزتة © إلى مصفوفة مركبة مربعة. 
# هناك خط أفقي بين الصفين الثاني والثالث؛ بالتالي, نضيف خطاً راسياً بين العمودين الثاني والثالث. الخط الأفقي الآخر 
يكون بين الصفين الرابع والخامس؛ وبالتالي. نضع خطاً رأسياً بين العمودين الرابع والخامس. [يجب أن تكون مواضع الخطوط 
الافقية والرأسية متناظرة للحصول على مصفوفة مركبة متناظرة]. يقود هذا إلى المصفوفة المركنة المريعة: 








269.4 


270.4 


27024 


272.4 


2233 


2244 


275.4 


2764 


277.4 


الفصل 4 © 123 
عرّف مصفوفة مركبة فطرية». 


لا تكون مصفوفة مركبة مربعة 14 مصفوفة مركبة قطرية إذا كانت كل المصفوفات الجزثية غير القطرية مصفوفات صفرية؛ 
ايء إٰذا كانت 24 في الشكل: 


(حیث .۸ مصفوفة مربعة) 





إن مثل هذه المصفوفة المركبة القطرية تكتب غالباً في الشکل (,۸ ۸۸۰۰۰۰۰ ۸] ع030 - 34 . 
المسائل 272.4-270.4 تتعلق بالمصفوفات التالية: 
0 
0 1 0 0 3 100 
B= o| c=|0 00‏ 0 
0 
6 


0 0 3 0 2 0 


کا بت ہہ 
د هه هه 
ہہ ھی ہے 
ہ ہ ہ ہہ 


جزىء 4 بحيث تصبح مصفوفة مركبة قطرية ذات أكبر عدد ممكن من المصغوفات الجزثیة القطرية 


109 
4 00 3 mw 





جزىء © بحيث تصبع مصفوفة مركبة قطرية ذات أكبر عدد ممكن من المصفوفات الجزثية القطرية. 
® باعتبارھا مصفوفة جزئية 3*3 وحيدة, تكرن © [أى أي مصفوفة 3×3 آخری] مصفوفة مركية قطرية؛ ولا يمكن 
تھڑڈا © ابن من اذاف 
المسائل 276.4-272.4 تتعلق بالمصفوفات المركبة القطرية التالية. والتي تكون فيها المصفوفات الجزثية القطرية المتقابلة من 
نفس الحجم: [4, ...۸۸:۰ ۸] چنا - يق اق ]8 .N = diag [B,, B,...,‏ 
أوجد .M +N‏ 
18 ببساطة, نجمع المصفوفات الجزئية القطرية: [,8 +4 , . . . ريه + ي4 ,8 + ,4] .M + N = diag‏ 
اوجد 6۸۸۔ 
8 نضرب المصفوفات الجزثية القطرية في [,۸۸ 6۸,۰۰۰۰۰ ىن ]يدنك = KM‏ . 


اوجد 1781 
8# ببساطة نضرب المصفوفة الجزئية القطریة: [,4,8 .... MN = diag [A ,B,, A,B.‏ . 


أوجد (81)؟ من أجل حدودية معطاة (100. 
8 أوجد ۴)4 من أجل كل مصفوفة قطرية ,8. إذن, وبواسطة المسائل 275.4-273.4, 
[لرشار diag[f(A,), ۸ ,(, ٠...‏ > (۸۶)/ ۔ 


عرّف «مصفوفة مركبة مثلثية علياء 


4 تا المصقوفات المربعة 


8 أن مصفوفة مركبة مربعة تكون مصفوفة مركبة مثلثية عليا إذا كانت كل المصفوفات الجزئية التي تجت القطر مصفوفات 
صفرية. 
4 عرّف «مصفوفة مركبة مثلثية سفلية». 
8 إن مصفوفة مركبة مربعة تكون مصفوفة مركبة مظثية سفلية إذا كانت كل المصفوفات الجزئية التي فوق القطر 
مصفوفات جزئية صفرية. [أو. بشکل مکافیء المصفوفة المركبة المثاثية السفلية هي منقول مصفوفة مركبة مثلثية عليا]. 
المسائل 281.4-279.4 تتعلق بالمصفوفات المركبة التالية: 





4 هل ث مثلثية عليا؟ مثلثية سفلية؟ 

# 4 مثلثية علياء ولكنها ليست مثلثية سغلية. 
4 هل 8 مثلششة عليا؟ مثلثية سفلية؟ 

# إن 8 مثلثية سفلية, ولكنها ليست مثلثية عليا. 
4 هل © مثلثية عليا؟ مثلثية سفلية؟ 

ها إن © ليست مثلثية عليا ولا مثلثية سغلية. بالإضافة إلى ذلك» لا توجد تجزثة أبعد ل © لجعلها إما مثلثية علوية أو مثثية 
سفلية. 


4 حلل مصفوفة مركبة مربعة إختيارية إلى مجموع مصفوفة مركبة مثلثية عليا وأخرى مثلثية سفلية. هل التحليل وحيد؟ 








| رر 
8 242 سك ړا A‏ 3422 2 
فو ا وھ ھا Ar Al‏ 





التحليل ليس وحيداً. لأنه يمكن تجزئة المصذوفات الجزئية القطرية بواسطة عدد لا نهائي من الطرق. 


الفصل 5 
الجھددآت 


15 دالة المحددق, المحددات من المرتية واحد 
15 ماهو الترميز المستخدم من أجل «دالة المحددة.؟ 


® يرمز لمحددة مصفوفة مربعة -8 (۵)- ۸ ہواسطة ۸ء4 آو لية) ]06 آو )۸آ تو 


an ra °° © 
r, #22 






dna °’ مھ‎ 


1 
وتكون مرتبة المحددة هي العدد الصحيح الموجب .١‏ 

25 أذكر نطاق ومدى دالة المحددة 
# دالة المحددة تقرن قيمة سلمية, 2۸ء بكل مصفوفة مربحة ۸. بالتالي» فإن نطاق دالة المحددة ينكون من كل 


المصفوفات المربعة, أما مداها فيتكون من كل الاعداد السلّمية 
35 نقول عن دألة المحددة أنها ضربية. ماذا يعني هذا التعبير؟ 

لا من أجل أي مصفوفتين ھ۸ و ظ. )8 det AB = (de! A)(de‏ سوف يتم إثبات هذه النتيجة الأساسية في المبرهنة 3.5. 
5 عرف المحددة من المرثبة واحد. 

گا إن محددة مصفوفة 1× 1ء (ھ) = ۸ هي العدد السلمي ,ره نفسه. [لاحظ أن هذا التعريف متوافق مع المسألة 3.5] 
55 أوجد )48)24 و det(-6)‏ و )2 + .detft‏ 

# تكون المحددة العدد السلمی نفسہ: وبالتالی, 24 = (24) 61ل ى 6~ = (6-) e‏ و 2 4= (2+ de)‏ 


65 أن للمعادلة ا= ×ه حل وحيد إذا وفقط إذا 0 * (4)ئع0. 





8# من المبرهنة 2.3 يكون للمعادلة - يه حلّ وحيد إذا رفقط إذا 0 4 2 (36)0. 


5 المحددات من المرتبة الثانية 


75 عرّف «المحددة من المرتبة إثنين». 


A 


det A= 
a ده‎ 








# إن محددة مصفوفة 2×2 پھ) - ۵ هي ,262 - برقن 6 = 
85 اعط سخططاً مق للذاكرة/ 02861320816 من أجل حساب قيمة محددة من المرنبة الثانية. 
ې 


3 FR 
وت ا‎ 


إن المحددة تساوي جداء العناصر على طول السهم المسبوق بعلامته الزائدة منقوصاً منه جداء العناصر التي على طول السهم 
المؤشر عليه بعلامة الناقص. [هناك مخطط ممائل من أجل المحددات من المرتبة الثالثة, ولکن لیس من اجل المخططات ذات 
المرتبات الأعلى]. 


6 تا 'المحددات 


کو9 


10.5 


115 


125 


135 


145 


155 


165 


17.5 


18.5 


المسائل 13.5-9.5 تتعلق بالمصفوفات التالية: 


29م 2 )عم %9 0< 0 )عم a)‏ 





أوجد ۸ .de‏ 
.|4 5 
98 7= 15-8 = )3*02 3 
أوجد 8 .det‏ 
16 =4 +12 = 29-4 = | 3_| 
اوجد € 48. 
ا2 3 
3 2= += | 3 
أوجد 8 )مل 
_ كد 4 
8 ور۔۔و۔و-۔ إو 1| 
أوجد 068. 
bf d~ b‏ 
؟ E‏ 
a 5‏ ط۔-م)_ 
E‏ 
وي سے E laa‏ ا و 
(ae) = —b a‏ ره + a g| = tebe‏ 7| 
2 7م 
أوجد 88 حیث 7 7( =8 
95 
لا هديو =7 +15 ql =+ += F2‏ 


و کے کی کے 3 k k‏ 
حدّد قيم » التي من أجلها تكون 20 | رر 4[ 


kk‏ 4م 


2k(k - 2) = Û آو‎ 4 2k 


| =2 — 4k =0 8 

إذن 420 سی وس 
00000000 و وس 
حدّد تلك القيم ل) التي تجعل 0- |2 ”| 


3 


1170 2342-12 = 6 - 3-1000 


مو أى 2(=0+ 5(4“ . 





وبالتالي» 5ے تو 2-ےا 


لتكن المعادلتين الخطيتين في مجهولين: 
> م بررط + عدره 
ہے < مم +ببھ 
من المسأآلة 14.3: يكون للمنظومة حلّ وحيد إذا وفقط إذا 0ک رظرھ - ظر6 <0 ؛ ذلك الحل هو 


كيه كيه ے 
EET‏ 





19.5 


20.5 
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عبّر تماماً عن الحلّ بدلالة المحددات, 














2 رف > 

چ 09901 ول گے ۵۹ گیٹ ے لئے 
,% ھا D * ah, ab,‏ 7 جم D ah, arb,‏ 
bı‏ يه وف يه 








تظهر 8 هناء وهي محددة مصفوفة المعاملات. كمقام للنسبتين معاً. اما البسطان ١,‏ و ,× في النسبتين من أجل × و لإ. على 
الترتيب» فيمكن الحصول عليهما باحلال عمود الحدود الثابتة محل عمود معاملات المجهول المناسب في مصفوفة المعاملات. 
585 | 7س ر3 ر2 
استخدم المحددات لجل a‏ 
الا تكون المحددة 8 لمصفوفة المعاملات: 

1ے اس چوے 2 ا3۔ 2ای 

=|} 3| = (2= G3 =10+ 99 


بما أن #0 0 فيكون للمنظومة حلّ وحيد. للحصول على السط ١‏ نستبدل. في مصفوفة المعاملات. الحدود الثابتة 


| |= 05-0-3 =35+3=38 





وللحصول على البسط ,لا نستبدل. في مصفوفة المعاملات, الحدود الثابتة بمعاملات ر 
وا -20 -2- رورم - زمرك - |7 2إ 
وبذلك: فإن الحل الوحيد للمنظومة يكون 





۔ 38ےے 19- N‏ 
2 چس کر مر 5 رد و = کر 
2x =5+ 000‏ 5 
حل اميق کو پا سفتاو التحددات: 


8 أولاً نرتب المنظومة في الشكل النمطي: 


5عإسر -ر2 
2-3 برج +عة3 


نحسب المحددة © لمصفوفة المعاملات 


2=] |= (02-G = 4+3 =7 


بما أن #0 0 فإنه يكون للمنظومة حل وحيد. الآن. 
n. = |_3 |= (52) (3-1) = 10-3-7‏ 
ہو دفر-و-دریری - 2= | |= 


وبذلك. فإن الحل الوحید للمنظومة یکون 


1-3 21- ۸۷۰ 
= چ لكا د شاع 
1= 5 = = و ود ليد هدر 
ہے 2x-4y=7‏ 
استخدم المحددات لحل المنظومة: 5> جوا 2 


# نحسب المحددة 0 لمصقوفة المعاملات: 





8 ۔۔ ا المحددات 


0C9 - (4= ~12 + 12 =0‏ = | اھ 


ہما آن 0= (, فليس للمنظومة حل وحيد. ولا نستطیع حلّھا بواسطة المحددات. 
ي نستطیع بوا 





5 إذا #0 طه استخدم المحددات لحل: 26 200 کے ا 


2 - ط5 - 30 








8 نحسب أولاً ہ - ن6 + و5- > 9 | -م. ہما ان #0 86 » 0 فإنه يكون للمنظومة حل وحيد. نحسب بعد 
ذلك: 

کون _۔اط2ھ۔ ١٤‏ ا۔ 09 - - +۶ 

=24e-3ae= aes N. = a | = She + be = —be‏ | رام 





Y = N/D = ~ acfab = ~ cb gy x =N/D = ~ belab = — c/a «jil 
تحقق من الخاصية الضربية [مسالة 35]ء من أجل المحددات من المرتبة التاتية.‎ 235 
رم ا جع)۔‎ ) 1 abas r) 
aaa JR BD “(De b+ ab 2 
06 48 - (بوطييه + جرطاريه)(يوطوبه + ورظبب4) - (ووفررھ + ورطري6)( يوطربه + ررطرره)‎ 


tm (4‏ 
جر ررر + رظ یه رطم + ویره ط٥‏ +ورڈریف2,۵< 


3( 2 
,وفورعیرڈن٤‏ 1 ,2222 2P‏ کو رفورھورظررھ هد a Pa,‏ 25 
لدينا. من جهة آخری؛: أن 
لبوطورظ - يوطرر8)( بيقير» - {det A)(det B) = (a4a‏ 
رو" )3 2( a‏ 

و ررر + وروش فر هره “ ررم تارم۵ يوط رهه * 
5 المحددات من المرتية الثالثة 
5 عرّف #المحددة من المرتية الثالثة,. 


8 نعرّف محددة مصفرفة 3<3, ل) ٭ ۸, بانھا: 





درگ رھ 
del A ® |x @22 dsl =a, a, + Aa, + Aa — 342225 ¬ 222223 ¬ 251‏ 
وده 27 





5 استخدم شكل 5-! للحصول على محددة المصفوفة 


١‏ 5 ع 
ب رھ به A=]‏ 
2 7 و24 


# کوّن جداء کل ثلاثة أعداد موصولة بسهم في المخطط الأيسرء وضع علامة زائد قبل كل جداء. كما يلي 
وطيهن + يهيعرظ + يعيوطرعم + 


+ اله لي 





265 


275 


28.5 


29.5 


305 
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الآن, كرّن جداء كل ثلاثة أعداد موصولة ہسھم في المخطط الآيمن, وضع علامة ناقص امام کل جداء, كما يلي: 
رطوھرء - بعرعرط - پعرطرو - 

إذن, محددة 4 تساوي تماماً مجموع التعبيرين اعلاه: 

رص ں'طھ 


@ bı cy 
یت رأ وه‎ 


|۸ بفوعرظ - رھوظرھ - وطردرء + يميعرط + رعرطرع ع‎ C82, 








[الطریقة اعلاہ لحساب 1۸۱ ليست صالحة من أجل المحددات من مرتبات أكير من 3]. 
المسائل 29.5-26.5 تتعلق بالمصفوفات التالية: 
65 7 4 اس 2 4~ 2- 3 کے وی 
1 2 دم 2 3- 6 B=|2 5s -1 c=|‏ (2- 5 عم 
21- 3 0 4 و ے0 4 3~ 1 


احسب 061۸. 


#٭ استخدم شکل 1-5: 





2 1 1 

(4()0()0) - (2()2-)(3۔-) - (1)(یئ(1) - (3()0-)(1) + )1)(=2)(1( + )2)(5)(4( = ا 5 0 

1-3 4 

= 40-2 +0-5- 12-0 =1 
.4e 8 احسب‎ 

3 -2 ~4 
2 -1 | = (3)(5)(1) + (-2)(- 1(0) + (-4)(6)(2) - (4-)(ئیئ(۵)‎ - )6()-1()3( - )1()-2()2( ٠ 
0 








= 1540-48-0 + 18+4 = ~11 











إحسب € eل.‏ 

AR 
6 -3 -2|= 12+8 +244 48-4 + ور‎ 00 8 

2 41ا 
أحسب 068 

5 .7 
8 14+18-10-30+14-6-0ع|1 122 

1 2- 3 
بين ان 


e و‎ 
22 @22 | 6 








اڈنا 7١‏ 0نا 
و ]ور۱4 رر“ 





(یرھ_ جره a‏ 
وھ 222 إردة 
43 :4 [روة 


ود جيه dı‏ 
و42 622 dı‏ 
دده هد© ردك 





Sj + ده‎ 



































لاحظ أن كل مصفوفة 22 يمكن الحصول عليها؛ من المصفوفة الأصلية, بشطب الصف والعمود المحتويان على معاملاتها 
[عنصر من الصف الأول]. ولاحظ أن المعاملات تؤخذ بإشارات تناوبية. 
8 فك محددات المرتبة الثانية لتحصل على 

(ررھووھ > برفروق)ى ٤‏ +( روقررة - ورقرر4)ررۃ - (ووقييه - جوهجي4) نيه 


برفورقی 6 ' ووقررھی4 ٦‏ روود ٢‏ ررقررقور4 ' جرھرروای 4 - ورقورۃ,” ع 








0 ] المحددات 


باستكناء ترتيب الحدود, فإن هذا المفكوك هو نفسه الذي أعطته المسالة 24.5, 


4 23 و و 
0ت 3 2- A=|4‏ 
891 1- 5 0 


المسائل 33.5-31.5 تتعلق بالمصفوفات: 
4- 3 2 
e] 5 2‏ 
5 1-1 


15 اوجد 4 هل 


9 فك وفق الصف الأرلء كما في المسالة 30.5: 

















و کے 23 .]ا Ia 2 2 SN‏ 
3 2- 34+ 3 |42 3 4-27 =3 2~ 4 
5|1 0 1- [لكأه0 - 5 [إماأا 11- 5 0 





او اہ 


= 1)2 - 15( - 2)-4 + 0( + 3)20 + 0( = ~13 + 8 + 60 = 55 


ا 7 


325 إحسب 081 


6 75 7_5 6ا أ 23 
8 و 1+۷2 وٛاد-ر وا کو 








7 = (48 - 4)45 + (56 - 3)5 - (63- 2)6 ع 


de € إحسب‎ 5 


2 3 
0 4 
1 1 








46- ع (4 + 4)0 - (2 - 3)0 - (2 + 2)20 = 


2-0-1 2 ٥,٤ 
A=l4 2 -3 ہے وا وو ھا‎ 
و وی چ‎ 


٤ 1 


المسائل 36.5-34.5 تتعلق بالمصفرفات التالية: 
0 10 
c= 2 4‏ 
3 7ئ 


ل 4 - (10 - 12) + زو + 22 - |2 و | ا 2= 


5 إحسب 0664 


وج و 
E SE‏ 





5 إحسب 8 0ل. 








1 0 2 
نے 5 =(9+2-)1+(3=2)10-9- 2 3 
05 3- وہ 
5 إحسب .48:٤6‏ 
0 10 
2 10 = )4+ 1(6= |4“ 2 3 
3 41 








[إن الحسابات تزداد سهولة كلما ازداد عدد الأصفار في الصف الذي يتم الفك وفقه]. 
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a, bı e, 
4 ۲ المسائل 39.5-37.5 تتعامل مع المصفرقة [ ,© رظ‎ 
ر€ رظ وھ‎ 
مبّر عن ۸ كتركيبة خطية لمحددات من المرتبة الثانية ذات معاملات من الصف الثاني.‎ 5 
,24.5 ددیٹاء من المسالة‎ 8 
det 4 رعوطي» - يعرطية - يعوظره - يعرطيه + رعوطيه + يعرطرع ع‎ 


(رطمه - وطظرعلی - (رعيه - يعرهايط + (رعوط - يعرط)يع- د 











عاط بيه اہ 007 
2 يناك - الكلتميظليفااءه اك مقلكاايه- د 
SLAG a Bre‏ جو وو 























5 عبر عن 4 46 كتركيبة خطية لمعاملات من المرتبة الثانية ذات معاملات من الصف الثالث. 


det A = a,b€; + DC, ¥ Cab; = a,b, = B0, ¬ C82 5 








28 ينا في السسائل 30.5 و 37.5 و 38.5 أن معاملات المفكوك ‏ الصفي لمحددة من المرتبة الثالثة تشكل نمطاً للوحة شطرنج في 
المصفوفة الأصلية: 
چ 
٢ 0‏ 
0 


يمكننا أيضاً أن نفك المحددة بحيث أن المعاملات تكون من عمودِ بدلاً من صف. ويظهر نفس النمط الشطرنجي من أجل الأعمدة. 
اکتب المفکوکات وفق الأعمدة الثلاثة. 


ً 


2 ,2 
2 العمود الأول أ2 7 




















2< f 
det A= a, |, e پاد‎ |+ 
@ €2 @ € 5 ےید‎ 
سید سی إج )اد -آج لاہ +آج اہ‎ 
| 2 و ا 5 به‎ 
العمود الكالث  |يم و ا؟+|بھ ھا بش هأ“‎ 




















85 أعط معياراً ہدلالة المحددات: لمعرفة عما إذا کان للمنظومة 
ره دمع + بررط عره 
يك قي + a,x + by‏ 
وہ < دوہ + رھ + هيم 


حلَ وحیدہ عبّر عن مثل هذا الحل بدلالة المحددات. 
# يكون للمنظومة حلّ وحيد إذا وفقط إذا كانت محددة مصفوفة المعاملات مختلفة عن الصفر 
er o êi‏ 


ي» يط يه 
bı €‏ يه 


D= #0 








يمكن, في هذه الحالة» التعبير عن الحل الوحيد للمنظومة كنسب لمحددات 














2 ] المحددات 


حيث يتحصل على البسوط ,8 8 ا بإحلال عمود الحدود الثابتة محل عمود معاملات المجهول في مصفوفة المعاملات: 

















4 رط به ,¢ يك يم dı bı e,‏ 
و4 Dı‏ يه ¢ ba cy, N, = la da‏ يهاع بلق 
و4 وط يه © و4 وه © وم و 
5 حل بواسطة المحددات: 
3= سر +2 
x+ y+ 2-1‏ 
4 = 32 س 2 س ر 
#8 نحسب إولاً المحددة 18 لمصفوفة المعاملات: 
1- 1 2 
D=1 1 1|=-6+1+2+1+4+3=5‏ 
3- 2- 1 





ما أن 0< 0 يكون للمنظومة حلّ وحيد. ثم لحسب قيم ,1 ,ا اط وهي بسوط × ل 2 على الترتيب: 








1- 1 3 
N,=|1 1 1|=-9+4+2+4+6+3=10‏ 
3- 2- 4 
1- 3 2 
و =6+3-4+1-8+9-= 1 1 اڑل 
3- 4 1 
EE‏ 
مع4 -8+1-6-3+4ه |1 1 N,=|1‏ 
4 2- 1 
وبذلك؛ یکون الحل الوحيد هو 2= x =N/0‏ 1 - ع 7ل ع به 0ع لاع فى 
5 استخدم المحددات لحل: 
3y + 2x = 2 +1‏ 
ر5 - 8= 22+ 3x‏ 
بو - ×= 32-1 
8 نضع, أولاً, المنظومة في شكل نمطي بحيث تظهر المجاهيل في أعمدة: 
1م س 20+3 
3x + 5y F22 = 8‏ 
]- سج3 پر2 - پر 
ثم نحسب المحددة 8 لمصفوفة المعاملات 
1 3 2 
D=|l3 5 2= 642722‏ 
3- 1-2 


بما أن ٥ء‏ يكون للمنظومة حلّ وحيد. لحساب ,۸ ١‏ رآ نستبدل الحدود الثابتة بمعاملات ۷ہ ۷ 2 في مصفوفة 
المعاملات: 
1~ 3 1 


85 2 
=[ =2 3 


~15“ 6+ 16-5 +4+72 = 66 
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1 
اھ جو‎ 48+2+3+8+4+ 92-2 
~1 ~3 
2 1 
N=|3 5 8 = -10+24~ 6-5 + 32+9 =4 
r 





وبالٹالي یکون لدینا 3= 0× = چ 1¬ = N/9 =2 y= N10‏ 25 


5 التباديل 
5 عرف «تيديلا»: 
گلا يعرّف تبديلٌ © لمجموعة منتهية ‏ بأنه تطبيق واحد. لواحد ل # في نفسه. يكون لديناء في الحالة المعنادة 
nF‏ .2 >0 ونستخدم الترمیز 
کر E‏ 5 7 
0 اك ۹ 


حيث يوجد عدد ١!‏ من التباديل 6ء وهي تشكل زمرة [قسم 5.6]ء ٹرمز لها ب ,8 





5 اکتب قائمة التبادیل رق 
8 يوجد عدد 2.1-2 > !2 من التباديل في ,8 12 و 21 

455 اکتب قائمة التبادیل في ,8۔ 
ا يوجد 6- 3.2.1 (3 تبدیلا في ,5: 123 132 213, 231, 312 3821 

5 عرف «شغعية» تېدیل. 
ها نقول عن تبديل © أنه زوجي جي أو فردي وفقاً لوجود عدد زوجي أو فردي من «الانعكاسات» في ۾ . ۔ نقصد بانعكاس في 6 
زوج صحيح (5,) بحيث أن <٤‏ ولکن آ يسبق K‏ في .١‏ ونعرّف إشارة 6 والتي نكتبها © ١ع‏ بواسطة 


إذا © زوجیة 1 


sgn G 4 
1 إذا © فردیة‎ 





5 أوجد شفعية 35142 > 6 (في ,5). 
8 نحصيء من أجل کل عنصر عدد العناصر الأصفر منه والتي علی يمينه. وبذلك 3 تعطي الانعكاسين (1,) و (3,2» 5 
تعطي الانمكاسات (5,1) و (5,4) و (5,2): 1 لا يعطي أي انعكاس؛ 4 تعطي الانعكاس (4,2)؛ 2 لا يعطي آي إنعكاس. يوجد إذن 
ستة انعكاسات. فإن © تكون زوجية؛ ويكون ! > نمع5. 





5 اوجد شفعیة التبدیل المتطابق 8. 

8 يكون التبديل المتطابق 123...08- زوجياء لأنه لا توجد انعكاسات في 8. 
5 أوجد شفعية كل تبديل في ,5. 

8 التبديل 12 زوجيء والتبديل 21 فردي. 
5 أوجد شفعية كل تبديل في ,5. 


8# التباديل 123, 231. 312 زوجية. في حين أن التباديل 132 213 321 فردية. 


5 اثبت آن (2 < )١‏ ,8 تتكون من اعداد متساوية. (۸1/2 من التباديل الزوجية والفردية. 


4 ا المحددات 


8 استخدم الاستقراء. المبرهنة تتحقق من أجل 2-هم, بواسطة المسالة 49.5. عندما 2 <ه, أنظر في العنصر 

الاختياري 
درك ول رم رہ 

في يه تیجد ٥‏ طريقة لإدخال الرمز <0» في (1)- قبل ,ل مباشرة. وقبل رز مباشرة...» وقبل رے[ مباشرقہ ویعد رم[ 
مباشرة. كل طريقة تولّد عنصراً مختلفاً 5" في ,5, وبذلك نكون قد حسبنا حساب كل عنصر في ,5. 

الآن. ربسبب أن > إل في (1), فإن عدد الانعكاسات في © يساوي عدد الانعكاسات في © مضافاً إليه عدد ال رز على 
يمين <ط> المدخلة. وبما أن العدد الأخير مستقل عن © الخاصةء فإننا نستنتچ أن كل عنصر © في رے8 یقود إلی عدد × من 
العناصر 'ى في ,5 التي لھا نفس شفعیة 6 ء.وعدد (×- ج) ذات شفعية مختلفة. بسبب فرضية الاستقراء تتكون ,_,8 من 
عدد » من التباديل الزوجية وعدد 8 من التباديل الفردية, حيث 8 -». إذن. تتكون ,5 من (-8)0 + جه تبديلاً 
یا و (- وق + عن - (× - مون + +8 تبديلاً فردياً؛ وهكذا يكتمل البرهان. 





5 عرف «مناقلة» وحدّد شفيعتها. 
8 المناقلة هي تبديل © یبادل بین عددين 1و لي 1< ويترك العناصر الأخرى دون تغيير: 
DiG + D)...n‏ — ...10 + )ڑڑا - 12.4 - 
ويوجد مدد ٠‏ 1+(20-1-1 من الانعكاسات في + ؛ تحديداًء (0,1(,0,7(,0,1 حيث 
أي ناقلة تكون فردية. 





=i +1‏ × وبذلك, فإن 


5 استخدم المناقلات لتحديد شفعية 542163 =6 (في 8). 
# نحوّل ى إلى التبديل المتطابق باستخدام المناقلات؛ مثلا 
د6 ہے ی5۹ 


دی کے 


OR ES BS 
1-4 E 
LR SE OS 
6ا و و کا ھ7‎ 
وبما أن استخدمنا عدداً فردياً که من المناقلات [وبما أن فردي فردي - فردي]» فإن © تكون تبديلا فرديا.‎ 
6 لیکن 3 = و 541352 تبديلين في ,5. أوجد التبديل المركب‎ 5 
تذكر أن 3 دي و 41352 - + أسلوبان مختصران لكتابة‎ © 


e 





وبذلكء فان تاثیر ‏ و + على 1,2,....5 يكون كما يلي: 
4 


شر ہے دچ سه سم 
قم سه بج سوبي 
بي سه ييه سه ديا 


1 
1 
1 
4 


دی سه إن له ايع 


وبالتالي» يكون لدينا (5 5 و = إلى 15243 =0 


55.5 


565 


575 


605 
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ليكن © و 5 التبديلين في المسألة 54.5. أوجد التركيب © . 
8 یکون تاثیر > و 8 علی 1,2,....5 كما يلي: 


5 4 3 2 1 
}¢ } ¢ 4 ¢" 
2 5 3 1 4 
+ + + + + - 
4 0 جیب 3 
وبذلك 12534 ديعن , 
أوجد المعکوس لدي للتبديل © في المسألة 10.4. 
89 تعريفاً تكون ٠ك‏ ()'-ى إذا وفقط إذا ز= 0)0؛ وبالتالي. 
ı2 4 5 1 3)1 2 3 4 5‏ 2 
3 2 5 1 5(4 4 3 2 7=" او 41523 0 


ليكن ,ل..رلى[- 6. أي تبديل. بین أنه من أجل أي انعكاس (8,) في ۰ یوجد زوج (*,*1) بحیث آن 
gy i® <k®‏ (*كى<(*0م 

وبالعكس. وہذلكء يكون © زوجياً أى فردياً وفقاً لوجود عدد زوجي أى فردي لأزواج تحقق (1) 

8# نختار ٭ا و K*‏ بحيث آن "(=i‏ )ىن و لد .١٦)۷0*(‏ إنن <ا إذا وفقط إذا (*)ن<(" ن)ى, 


و أ تسبق ) في 
© إذا وفقط إذا “> “1 


لتكن الحدودية E E) =I, x»‏ 
8 تعنسسي (ر×- Ile‏ جداء كل الحدود لر×-,»). من أجل [>1. وبالتالي, 
x) ×‏ - ہاقالی× - ×× ~7 ,۸0% ٭- (x) 8 (K, ¬ XK,‏ 
لیکن 6. تبديلا إختياريا من أجل الحدودية ع في المسالة 585 عرّف (ں,×- .)دی بان 
Gg) = (sgn 0)8‏ - 
8# لديناء في شكل تفصيلي, 
(Fg) 7 Xate 7 Xe ° re 7 Ke)‏ =8( 


(en 7 Franc 7 Xeca)" °° (ea) 7 Xe} 





ويكون لكل عامل على اليمين الشكل ر× ¬ پا حیث ل * أ؛ إذا كان الزوج («ب) = (زرة) ممثلا في الجداء, فإن الزرج 
0,20 > (1,) لا يكون ممثلاً ينتج عن ذلك أن 8 - (50)8 أو 8- > (8)ت وفقاً لوجود عدد زوجي أو فردي يحقق 
i<j‏ ر (0)ه<زن)ن 


ولكن يكون لدينا عندئذہ وبسبب المسالة 57.5, مع (ه)ه إذا کان ی تبدیلا زوجیاً (0-1 مهم ر جع۔ے(یان إذا 


كان © تبدیلا زوجیا (1- > 06 588) 


لیکن 0765. بین آن © 0)8 8) = (۳0)«ع. وبذلك. يكون الجداء [التركيب] لتبديليين زوجيين أو فرديين زوجياء 
وجداء تبديل فردي وآخر زوجي فرديا. 


٢ 6‏ المحددات 


8 من المسالة 59.5« (SE 0g‏ مهة) > (يزى مون = ((و)ه)؟ - (عج)(0ت) < ج(0 )تع وبالتالي 
«SEN(T0) = (sgn (sgn O)‏ 





5 أعطينا التبديل 


4, ہریرہ 6ر6 * ' عرزن‎ ` ` nk, 


تحت ٭. ہین ان () ىهو - ھتہ (ب) من اجل اي سلّمیات ره 








0(١ 18‏ لدینا من المسالة 60.5 1 ع عجوہ < زہ جودا(ا مهم (ب) بها أن مل 
يعم ٠‏ ”بيد و4 > بير ٠٠:‏ يبرقب بره »> من أجل تبديل 2 = .ر ولکن وبسېب هذا الترمیز نفسہ یکون لدینا 





j, ofk)=1 2ع (يك6)م > ييل‎ ‘° j, mo(k,)=n 





2 





والذي یعني ان ج< ٣ت8‏ او 1 


55 المحددات ذات المرتبات الاختیاریة 

5 عرّف محددة مصفوقة مریعة -ھ عامة (ة) = ۸. 
٦‏ ليكن جداء 8 عنصراً في 4 لا يتضمن عنصرين في نفس الصف أى نفس العمود. مثل هذا الجداء. يمكن أن يكتب في 
الشكل 


ا 


حيث اخترنا ترتيباً للعوامل يجعل متتالية الأدلة السفلية الثانية تبديلا زیلظز<ۃ في 5 [المسألة 61.5 أعطت ترتبياً 
مكافاً بواسطة الأعمدة, حیث عدّلت الترمیزات هناك بشكل مناسب]. أن «محددةء 8, وئرمز لھا ہہ 00:۸ آو ,۱۸ء هي مجموع 
کل مثل ھذہ الجداءات, حیث یسبق کل جداء بإشارة ‏ . أي 





0 إ4!‎ - > (sgn Day," ** 2, = DZ (GEM Aga 2.a)" new) 


oes, "55 


نقول عن محددة مثل ھذہ آنھا من المرتبة 8. يتضح» من المسالة 51.5 أن نصف الجداءات المجموعة في (1) يحمل إشارة + 
ونصفها يحمل إشارة - 
635 أوجد 01۸ل حيث (,2) = ۸ مصفوفة 1×1. 
# بما أن ,5 تتكون من التبديل المتطابق الزوجي, إذن ,= ۲۸ا عتوافقاً مع المسالة 45 
5 أوجد 6۸ل حيث (2) 8 مصفوفة 2<2. 
8 في ,5 التبديل 12 زوجي والتبديل 21 فردي. وبالتالي» ,رهي - ييقررة > 4 46 متوافقاً مع المسالة 75۔ 
655 اوجد ۸٥06ء‏ حیث (4) = ۸ مصفوفة 3×3. 
® في ,8 التباديل 123 231 312 زوجیةہ والتبادیل 321 213 132 فردية. إذن 
جرفورار ,“ ¬ 4242,85 ¬ Adat,‏ “يوه ريقهور6 ,4 det A = a, jag ٢‏ 
وهذا يتوافق مع المسألة 24.5. 
5 أثبت أن: محددتي مصفوفة 4 ومنقولھا آ۸ متساویتان: ۱۸7۱ “۱۸۱7ء 


ھھ إذا ہن <۸ إنن پھ) <۸7۴ حيث يه بط وبالتالي» يكون لدينا 


I GEN Beans" ay‏ × وممرظ٭ × رم موقروں (ھ موم 2ے <۸7[1ا 


ES, 





من المسالة 61.5, کون 0 82۸ = 7 هوف و رہم `` ` ربد رنب = موم 2۰ر۹6( . وبالتالي: 


675 


69.5 


715 


72.5 
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وھ ٭× رمموھرںی 4( موم کے ×۸7 
ورغم ذلك؛ فإن © تستخدم كل عناصر ,5: كما أن '“ي - > تستنفذ كل عناصر ,5. إذنء !۸| =  .۱۸71‏ [نتیجة لذلكء 
فإن أي نظربة حول محددة مصفوفة ۸ تتعلق بصفوف 4 سوف يكون لها نظرية مناظرة تتعلق باعمدة ۸ ينطبق هذا بوجه 
خاص على المبرهنة 1.5] 
اثبت: إذا تحصلنا على 8 من مصفوفة عربعة ۸ بواسطة تبادل صفین (عمودین) في ۸ فان |۸| - = |8| 
گا ذثبت المبرهنة في حالة تبادل عمودين. لتكن > المناقلة التي تبادل بین العددين المقابلين للعمودين المبادلين في 8. إذا 
)= ىا او (ط) > 8 إذن ريه > يط. وبالتالي» ومن أجل أي تبديل ۰٦‏ يكون لدينا 








(حيث 76 <5 56) مھ“ ''وموگارہ 2 ٠‏ رہم ظ '٠٭‏ رمموظرں ےط 
وبذلك aren)‏ لل (SEN‏ 2 > اه 
ہما أن المناقلة ٩‏ تبدیل فردي [المسالة 52.5]ء فان 0 هوه » > (ن ۵ع6)(ہ ۸ع٥)‏ < ۳6 وت وبذلك 

DY Gn Taare ron‏ سد زه 

ولكن ٥‏ تستخدم كل عناصر ,8 وكذلك 26 ؛ وبالتالي» فان 1۸۱ - ]|18 
اثبت: إذا تحصلنا على 8 من المصفوفة المربعة 4 بضرب صف (عمود) ل 8 في عدد سلمى كل فإن الما - |8| 
8 إذا ضرب الصف 1 ل8 في 4 فإن كل حدَّ في (1) من المسألة 62.5 يضرب في 2 وبذلك |14 ۸= |8| 
بین أنه إذا كان ل ۸ صف [عمود] من الاصفار, فان 0= |۸|. 
ال كل حد في المجموع (1) للمسالة 6.4 يحتوي عاملا من كل صف. ومن ذلك الصف الصفري۔ 
بن آنه إذا کان ل ۸ صفان [عمودان] متطابقان, فان 0> إ۸( ۔ 
8# إذا بادلنا بين الصفين المتطابقين» فإننا نتحصل على 6. وبالتالي» ومن المسالة 67.5 نجد أن [14- ]1۸ء وذلك 
0> اها 
لیکن ٥‏ أي تبديل في ,5 مخنلف عن التبديل المتطابق 68. اثبت أن [>(00, من أجل بعض 1. 


8 لنفترضء على العكس من ذلك أن أ<()6© من أجل كل 1 إذن. 5 (0)0 ضرورةٌ. رلكن, 0-1 2 (1- مين 
بالضرورة ایضاً [لان 270 -- 80 مستعدة بسبب التقابل واحد ‏ لواحد]. نستمر وفق هذه المحاجة, لنستنتج أن 
ذ- (60, من أجل كل 1 وبذلك ۸- 8= ى وھو تناقض۔ 


أثبت أنه. من أجل مصفوفة مثلثية عليا أو سفلية (پھا- ۵ ري#سسررةر,ة > الثماء هو جداء عناصر ۸ القطریة [تذکر ان 
المصفوفة ١‏ المثلثية هي شكل خاص المصفوفة مثاثية عليا]. 

8 لنفترض 8 مصفوفة مثلثية علوية إذن 0 5 بي من أجل كل [<أ. ليكن 6 أي تبديل؛ مختلف عن التبديل المتطابق ع 
من المسألة 5 يوجد عدد 1 بحيث أن 20)(>1» بحيث أن 


Braga) neem FO 


من أجل کل تبديل. باستتناء 8. وبالتالي ,3.. ررر ٩‏ = |۱۸ 


u 
المسائل 75.5-73.5 تتعلق بالمصفوفات التالية:‎ 
67 6 5 
وہ‎ 5 -3 5 -8 
وت ہو‎ 8 82 6 
i B= 4 


3 
وس 


یہہ ماب 
1 
ف 
smu‏ 
SEED:‏ 
ها بدي اه 


0 
0 
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13.5 


74.5 


75.5 


76.5 


775 


78.5 


795 
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إحسب 0664 


8 ہما ان ۸ تمتلكد صفاً صفرياًء إذن 0= 48۲۸ء بواسطة المسألة 69.5. 


إحسب 0668. 

8 ہما ان العمودين الثاني والرابع» في 8 متساويان؛ إذن 0 - 408, باستخدام المسالة 70.5. 

إحسب ©6غ06. 

8 بما أن © مثلثية, إذن 120 -- > 4660, وهى جداء المداخل القطرية. 

الميرهنة 1.5 لنفترخی حصولنا على 8 من المصفوفة المربعة 8, بواسطة عملية صفية أولية. (1) إذا تم تبادل صفين في 8, 
إذن [!4ا- داه (1) إذا ضرب أحد صضوف ۸ في سلّسی 2 إذن |۸ ء |8. (11) إذا أضيف 
مضاعف صف إلى صف آخر إذن |۱۸۱ - 81. 

اقبت المبرهنة 1.5. 

مم إثبات الجزثين (1) و (61 في المسالتين 67.5 ى 68.5. نثبت الآن (611. لنفترض أننا أضفنا الصف ! بعد ضربه في © 

إلى الصف زفي ۸. نستخدم الرمز العلامة -- للدلائة علی الموضع [ في حدٌّ للمحددة. لدينا 


يه + ما٠‏ پص*(ہ 699 :5 = {Bl‏ 





وہ 7۳رہ + ين 





کٹ تج ہد تج 


المجموع الأول هى محددة مصفوفة يكون صفاها ٠‏ و [ متطابقين؛ وبالتالي» ومن المسالة 105 يكون المجموع صفریاً آما 
المجموع الثاتي فھو محددۃ:۸. 
لتكن 8 مصفوفة مكافئة صفياً لمصفوفة مربعة 8. بين أن 8ء :8| إذا وفقط إذا 0= ۱۸ء 
© 0 باستخدام المبرهنة 1.5, نجد أن تأثير عملية صفية أولية هو تغيير إشارة المحددة, أو ضربها في عدد سلّمى غير صفري. 
وبذلك. تكون 0= )8| إذا وفقط إذا 0= |۸| . 
عرف مصفوفة «شاذة» و «غير ‏ شاذة». 
18 تكون مصفوفة مربعة شاذة إذا 0 - 488۸ وغير شاذة إذ1ا 0غ 14ء4 
المبرهنة 5 القضايا التالية. من أجل مصفوفة مربعة 8, تكون متكافئة: () ل عكوسة (قلوبة), () ۸ غير شاذة؛ (111) يكون 
ل 0 ×۸7 حلّ واحد فقط. 

اثبت المبرهنة ک2۔ 
8 يكون الإثبات باستخدام الخوارزمية الجاوسية. إذا کانت 4 عكوسة؛ فهي مكافثة صفياً ل1 [10 > [)عل)؛ وبالتالي» 
,8٤۸ 0‏ وٹکون ۸ غير شاذة. إذا لم تكن 4 عكوسة, فهي مکافثة صفياً لمصفوفة ذات صف صفري؛ وبالتالي» 
0 >8 اءل, وتكون ل شاذة. وبذلك. تكون () و (41) متكافكتين 

بالمثل, إذا كان ل 0 - 6 حلّ وحيد (0 ), فيجب أن تكون .8 مكافثة لمصفوفة مثلثية, وتكون بالتالي غير شاذة 
[المسالة 72.5], وبذاك تكون [باستخدام ما سبق] عکوسة. وبالعکس, إذا كانت 8 عكوسة, بمعكوس 87 إذن 





A AX =0 +> 2-6‏ > ۸3-0 
وبذلك تکون (ة) و (1) متکافتتین. 
المسائل 82.5-80.5 لإثبات: 
توطثة 1: من أجل أي مصفوفة أولية 8 [مسالة 1084]ء بکون لدینا . | ]5۱۱۸| = |8۸. 


81.5 


82.5 


83.5 


84.5 


85.5 


865 


87.5 


88.5 
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اقبت أن 1851۱۸۱۱ - احرق حيث ,8 المصفوفة الأولية المقابلة للعملية الصفية الأولية ٠,‏ التي تبادل صفين. 





' لديناء من المبرهنة 1.5 (6. أن ۱۸۱-> ا(۸ كما أن 1- > [1]- > ا(قار٥|‏ > |۴| . وبالتالسي. 
IE, IAI‏ = لها - ع الهيعا| > احرظا. 
اثبت ان ۱۱۸۱ية8| > اھیظاء حيث ر8 تقابل العملية الصفية رء التي تضرب صفاً في سلّمى غير - صفري » 


# لدينا من المبرهنة 1.5( [۴1۸- |(۸)یہ!۔ لدينا كذلك 1 |[(إ» |()يه| > ار8|. وبالتاليء 
IEAl| = le(A)| - ۱۸۱ < |۱۸۱‏ 

اثبت ان ۱۵۱ |۴| = = |8,۸!» حيث ,8 تقابل العملية الصفية الأولية ,© والتي تضيف ضرب صف بصف آخر. 
المبرهنة 3.5: لتكن ۸ ی 8 مصفوفتين مربعتين -8. إذن. (08/8)(خ 1ءل) = 48 .det‏ 

ا من مبرهنة 1.5 (انن) |4| = ا(4)ره!. لدینا 1= |11 = | .E, = |e)‏ 


إذن 
91٦‏ ب ب ب ‏ ) 


اثبت المبرهنة 5.3. 

8 إذا كانت 8 شاذة. إذن 48 شاذة ايضاً [بواسطة المسألة 124.4 والمبرهنة 2.5]. وبذلك. |1۸118 > 0> |۱۸8 ۔ 
لدينا. من جهة أخرى. أنه إذا كانت 8 غير شاذة. إذن ,تارظ...,5 - 8, [انظر المبرهنة 3.4]. وهو جداء مصفوفات اولية. 
وبذلك. من التوطئة 1, لدينا 





أكا او[ ٠٠١‏ اماع المأ أركه| أي[ 


القوظ ٠١‏ م5|> [۸| 


ومنها 1 
۸۱۱(۰ - اها لكات | يه | ٠١‏ ٠اءرك|-‏ أضركية 5.۰۰| - [ھ| 


حقق المبرهنة 3.5 من أجل المصفوفتين في المسالتين 34.5 و 35.5, 
8 كنا حسبنا 24 = 0668 و 5- = 8 عل. لدينا 
NM/2 0 1 3 -3 7‏ 20 
(7- 13 17 | دہ 2 3 إ|3- 2 4|=ۍa‏ 
1 3 18 5 وہ بہاار 53 


نستخدم المبرهنة 1.5 (011: فنجد أن 














3-3 2 3 0 10 3 0 10 
det AB = |17 13 ~17=17 30 0|=|17 30 0 
18 3 5 18 21 19 0 21 -41 











0~ = 3578 + 3690~ 
ربالتالي, (5 -)(24) = 120 - , 


- 3)30()-41( + 10)17()21( 


إذا كانت 2 غير شاذة, بيّن أن 2078| ع |۶۳۳( ۔ 





Pp =f ©‏ وبالتالي !۴) |۶| ۴۴۱| = |1| = ا وبالتالي [۶[71] ے زادم 

نفترض أن 8 «مشابهة» ل ۸؛ أي نفترض أنه توجد مصفوفة غير شاذة ۶ بحيث أن ۸۴ ۲= 8. بن أن إه۸|= |8| 
ي ی بحيث أن بين أن | ۱ 

88 باستخدام المبرهنة 3.5 والمسألة 85.5 نجد |A|‏ = |118'-1۸118 > (۶( 2۳11۸۱ إے .|B| = [PAP]‏ [رغم 

أنه ليس من الضروري أن تكون المصفوفتان !”م و ۸ تبدیلیٹین: إلا أن محددیتھما تتبادلان لكونهما عددين سلميين] 

إذا كانت ۸ متعامدة. بيّن أن 1+ - > [4|. 

# لديناء من التصریف 1ء۸۸ والمساآلة 56.5 أن 1> !]| ع 2له! ع إقهاإم|- إتهما؛ وبالتالسي 

HESE 


لتكن ۲< 0 مصفوفة سلمية مربعة .١٠‏ بين أن ")= .0| 
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8 المسالة 72.5 تعطينا ۴< {Di =kkk....k‏ 
5 إذا کانت ۸ مصفوفة عربعة - بين أن |۸|")= .|K۸|‏ 


8 من المسالة 885, (۸!"ء |311۸ا| - 1۸۱| ٭ ۸۱٤۱ء‏ 


6.5 حساب قیم المحددات؛ مفكوك لابلاس 


905 عرّف «صغيرات» مصفوفة مربعة. 
# لکن )= ۸ مصفوفة مربعة -0. ولتكن 1 المصفوفة الجزئية في ۸ المربعة - (1 - «) التي يتجصل عليها 
بشطب الصف 1 والعمود [ في 8. تسمى المحددة || عندثذہ الصغیر۔ ال ۸ 
5 مرف «متعاملات» مصفوفة مربعة 
8# لتكن (يه) = ۸ مصفوفة مربعة. إن المتعامل -زذ ل 8 (أى متعامل رة)» ویرمز له ب پ۸. هو الصغير «المؤش: 
إر)ة!| '*'(1-) > ررك 
لاحظ أن إشارة الحدّ 1('*3-) تتناوب على النمط الشطرنجي, مع علامات + على القطر الرئيسي: 
4+ + 


+ ~~ + 
+ س 





I+ 





المسائل 99.5-92.5 تتعامل مع المصفوفتين: 


4 1-8 2 
و 7 4- 5 
ا 6 0 4 
72 :0242 





925 اأوجد ,ر1 والصغير | ,۷| في 4. 


8 اشطب الصف الثاني والعمود الأول في ۸: 


لع 





3 
6 ,۸4 وبذلك 33- -36- 3- إري/ة| 
9 








935 احسب المتعامل ري 


# نضرب الصغير 34,1 في الإشارة !- ع !*7(!-): في إن 33 (33-)(1-) > ريش 
٦ی‏ +7 
ها أشطب الصف الثاني والعمود الثاني من 4 ثم إحسب المحددة: 
234 
]667 
8T‏ 


8 =| | =2-2=-0 








955 أوجد المتعامل پر۸ 


8 إضرب الصغير في الإشارة المناسبة: 30 - عد (30-)(1+) = أرر1(”*]M-)‏ = رة 


5 إحسب الصغير ایك( في ه. 
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214 
6-=18-24 =| ٹا CET‏ -ابكةا 
F9I‏ 
5 أوجد المتعامل وى 
A= (~1 Mag -)-1()-6(-6 2‏ 
5 إحسب متعامل 7 في 8) أي إحسب بر 
ا و می 75 
ل 3- 0 4ا الو ام لمسچااد وھ 
2 5/2 3.2 








--)0-9-32-0-12-8(- -)-61( 61 


5 أوجد متعامل 2 في العمود الآخير ل 8 اي ,8 


9- 2-1 
"ا 1 4- 15م 
6 0 4 








= ~48+28+0- 48-0 -30= ~8 


المبرهنة 45: (مبرهنة مفكوك لابلاس): إن محددة مصفوفة مربعة ۵٠‏ (يه) - 


۸ يساوي مجموع الجداءات التي يتحصل عليها 
بضرب عناصر أي صف (عمود) في متعاملاتها المقابلة 


رم - اما ها رم دام 


5 إثبت المبرهنة 4.5. 
8# كل حدٌ في |4| [انظر (1) في المسالة 62.5] يحتوي مدخلاً واحداً وواحداً فقط في الصف ال ۸ أي 
سي 3) وبالتالي. نستطيع كتابة ۱۸۱ في الشكل 
صہ +۰۰۰+ ضيه + هه د ها 
حيث ,49 مجموع الحدود التي لا تحتوي مداخل من الصف 1 في . وبذلك. سوف تكون المبرهنة مثيتة إذا استطعنا تبيان 
“DIM,‏ 


أن 





يم 


ننظر أولاً في الحالة ل =1 إذن, مجموع الحدود في |۸| التي 





كي يي 2 يكون 


a, An = an, Z (SE Daeg Rar "ae 


حيث نجمع فوق کل التبادیل ے5٥٥‏ التي تحقق =١‏ («)6. ولكن, هذا يكافىء الجمع فوق کل تبادیل _(1 - صا ۰ 
[لديناء من المسالة 51.5]. (1 - ام...(()ہ موہ < 1(0 - 0.0 se‏ وبالتالی۔ ١ی‏ 1(''"1(0-) × لی 3۷| > 


ننظر الآن في أي 1 ول سی سض نت 
يصبح الأخير. لاحظ آن المحددة ‏ آي4ل! لا تتأثر لآن المواضع النسبية للصفوف والأعمدة الاخرى لا تتأثر بهذه المبادلات. 
ولکن: إشارۃ ۱۸۱ وإشارة 5ه تغیرت عدد (0-1) و (ز- )١‏ من المرات. وبالتائي. 


أو |”*/(1-) دإركة | "10د يم 
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محددة 4 إلى محددة مرتبتها (6-1. 





5 لاکن (يه) اه مصفوفة مربعة -8 غير صفرية, حیث <8. أعط خوارزمية 


© خطوة 1: إختر عنصراً 1= رت وإذ لم تجد فاختر 0 * پھ 


خطوة 2: باستخدام ريه كمرتكزء طبق عمليات صفية [عمودية] أولية لوضع أصفار في كل المواضع الآخری من العمود ز 
[الصف ن] 

خطوة 3: فك المحددة وفق متعاملات العمود ز [الصف 1]. إذا تضمنت الخطوة 2 ضري صف [آو عمود] في عدد سلمى» 
فإن الجواب النهائي يجب أن يعدّل وفق المبرهنة 1.5 (1). 


5 إحسب محددة المصفوفة 


172-14 جه کے 
و- 1 3 2 
9 کس رت پوت 
4 1 ام پچ 


A= 


8 استخدم 1= ره كمرتكز لوضع أصفار في المداخل الآخری للعمود الثالث؛ آي طبق العملیات ,۸+ ر2۸ - +8 
+R, < 3R, + R,‏ ي8 ر۸. من المبرهنة 1.5 (11), لا تتغير قيمة المحددة نتيجة لهذه العمليات: 














5 20 1)1 2 4 5 
2 31 22 1 3 2| 
3 20 1و و 7 وما 
4l >>.‏ 1 1-2 
الآن» نفك وفق العمود الثالث. ويمكننا إهمال الحدود التي تحتوي أصفاراً. إذن 
5 1-2 
23 1 تعتر)د ما 
12 3 
8- (38-) ع (18+5-30-3+4-.4) - د 
5 إحسب قيمة محددة 
2 5-3 2 
كد 2 3 2 
2 اندو A‏ 
3 4 6 1- 
8# إستخدم 21 ريه كمرتكز. وطبق العمليات الصفية_ RoR, +R, R+2R, +R, R> ¬ 2R, +R,‏ 
ہے ا ل و وہ ور آفت و 2 
RS‏ 3 9 97 و و AE‏ 
32 18و ہد و را کاو مرو 1 
5 2 3 1 7 
 . 7 5‏ 
4 یہ و3 
و 122ھ 


0 2~ 
8 ك 2-3 


8 استندم ا۱ ,رة كمرتكن وضع اصفاراً فسي المداضل الآخری للصف الشأني بواسطة العملييات العمودية 
رع + عجره ابن + 260 مره ار إ0 + 0ف حر0. إذن 
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3 2 33 3 -2+2)3( -5+23(  4-3)3( 
او 2- 2 1 إلى‎ 1 -2+2( -2+2)1(  3-31( 
جه اها‎ 4 7 37 |-2 4+22) 7+2)-2( -3-32 
2 =3 5 8 2 -3+22  --5+2)2( 8-302) 
| 3 4 1 -5 ‫َ 
o O وت‎ 8 
35 |0 3 3| =--)24+3+0+15+12-0(=-4 
-2 0 3 3 AD 
21 4 2 
المسائل 107.5-105.5 تتعلق بالمصفوفات التالية‎ 
NS 
1 0~ 2 9 
کات دم کن ا‎ C=| 1 1 2 -2 3 
4 -3 0 2 2-2 1 3 06 2 83-3 
60 
.181۸ إحسب‎ 5 
: 0+20, + €, ل استخدم 1= ره کمرتکز. وطبق‎ 
یز‎ 
-1 7 ¬-2|=-(28+24-24+63+32+8(= ~1 
-3 8 2 
.46 8 إحسب‎ 1065 
: F-2, + ۸, ا استخدم 1+ رط کمرتکز وطبق 7+۸ حول و‎ 
3 1 -2 3 1 2 
دا ا 7 3 |= کر‎ 7  5|-63+10-42+28-105-9- -5 
~2 7 أه‎ ]2 7 3 








[لاحظ أننا استخرجنا 1- كعامل مشترك من الصف الثالث: بحيث تتغير إشارة الناقص أمام المحددة إلى إشارة زائد]. 
5 إحسب € 0. 


8 نختزل |٥١‏ أولا إلى محددة من المرتبة الرابعة, ثم إلى محددة من المرتبة الثالثة. استخدم , 1 > رر كمرتكز ثم طبق 
7+ ی2۸5- ظط وخر جره او وم ي#ميم 








5~ 4 1-1 
0 10 0 
5 5123 
7 وج وہ یہ 
1-1-4 
5 إحسب محددة 3 1 م 
f‏ 1-4 


® اول نضرب الصف الأول في 6 والصف الثاني في 4 إذن 


144 ل1 ائلمحددات 


109.5 


110.5 


2111.5 


2- 6ه 3 
4- 2 3 
1 4~ 1 


644| =24|4|= -6+ 24 + 24+ 4 48+ 1828 








وبائتالي» 6 = 28/24 = |1۸ , [لاحظ أن عمليتي الضرب الأصليتين تخلصتا من الكسورء وبذلك أصبح الحساب سهلا]. 


إحسب محددة 


1 3-1 
و وش 5 0 
4+ 6~ 6 


8 اضف العمود الثاني إلى العمود الأول. ثم أضف العمود الثالث إلى العمود الثاني» للحصول على صفرین: 


1 0 4+2 
و ۱ وس 322 
4+ 2-م 0 


-إها 








إستخرج الآن العامل المشترك ٣+2‏ من العمود الأول, والعامل المشترك 2 --4 من العمود الثاني نتحصل على 


EOF 
3 7 1 1 
Oh GPF 





أخيراًء إطرح الععود الأول من العمود الثالث. لنحصل على: 


0 314 
فا ھت 1:39 
4+ 1 0 


(2(0-2+ )ما 





صف خوارزمية الحذف الجاوس من أجل حساب محددة مصفوفة مربعة -8 (ي8) - 8. 


# تستخدم الخوارزمية الخذف الجاوس لتحويل ۸ إلى مصفوفة مثلثية عليا [تكون محددتها جداء مداخلتها القطرية: المسالة 
5., بما أن الخوارزمية تتضمن تبابل صفوف. وهذا يغير إشارات المحددة, فلا بد من متابعة مثل هذه التغيرات باستخدام 
متغير ماء مثلاً. 816# كما أن الخوارزمية نستخدم «التمركز»؛ أي. استخدام العنصر ذي القيمة المطلقة الأكبر كمرتكز. تكون 


الخوارزمية كما يلي: 

اخطوة 1: ضع 0= 816۲ [ينشىء هذا المقنير ا8107]۔ 

خطوة 2:2 أوجد في العمود الأول. المدخل ٠,‏ الذي له القيمة المطلقة الأكبر. (أ) إذا 0= ر ضع 9068-0 ثم 
أخرج/ ٠.84‏ (ب) إذا #1 4 بادل بين الصف 1 والصف الأول ثم ضع 1 + 51077 - 510171 

خطوة ٠:3‏ استخدم ,4 كمرتكزء وطبق عمليات صفية أولية من الشكل ,8 + 88,7 +80 لوضع أصفار تحت ,,2. 

خطوة ٠:4‏ كرر الخطوتين 2 و 3 على المصفوفة الجزئية المتحصل عليها بشطب الصف الأول والعمود الأول. 

خطوة 2:5 واصل الأسلوب السابق حتى تصبح 4 مصفوفة مثلثية عليا. 

9۹۹ رڈ دی کے بت 


]سی مطادة 


لاحظ أن العملية KR‏ ج المسموح بها في الخوارزمية الجاوسية من أجل منظومة معادلات خطية. مستبعدة 
هناء لأنها' تغين قيمة المحددة. 


6 8 3 
31 )حم 
5-105 


باستخدام - خوارزمية الحذف الجاوسي في المسالة 110.5 
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5 .10 5 15 10 5 15 10 5 اور ہی 
ا 2 3[|0- 2 ئ( رو ۳۷ 3- 2 ]هم 
1/2 0 0 0 وت .02 8 0 3ے 


تکون ھ الآن في شكسل مصفوفة مثلثيسة [عليا] ولدينا 2= 816۸ لآن هناك تبديلين للصفوف. وبالتالي, 
| 85 = )1)*™(5)(2)(17/2-( ےھ (ھ 


5 لکن ل,) = ۸ مصفوفة 0×8 ولتكن 8 المصفوفة المتحصل عليها من 4 بإحلال العمود المتجه - الصفي لرا 
محل الصف ¡ في ۸. بين أن 
قرط بغ B=‏ 
23 
8 لتكن (يا) > 8. نجد من المبرهنة 45 أن 


رظرة ل ٭إقإ 
7 


ولكن 8 لا تعتمد على الصف في 8: إذن اث - 8 من أجل 


i 





5 استخدم المسالة 112.5 لإثبات «مبرهنة مفكوك لابلاس المعمم: 


لل الم ))0 
# إذا ×= تكون (1) هي المبرهنة 4.5. إذا )كز إختر لم = ا في المسألة 12.5 1, وبذلك 
رن داه 

ولكن |0٭ 81. لان 88 لھا صفان متطابقان؛ وبذلك تتحقق (!) أيضاً [بعد تبادل أ و ٤‏ الاختياريين موقعيهما]. 
نطبق (1) على "۸ فنحصل على نتيجة مماثلة بالنسبة «للأعمدة»: 
اھا مح هيه )0( 


5 القرين الكلاسيكي 


5 عرف «القرين الكلاسيكي» المصفوفة مربعة ۸. 


# يعرّف القرين الكلاسيكي [ويطلق عليه تقليدياً «القرين»] ل 8/ ويرمز له بواسطة ۸ ۸4 بأنه منقول مصفوفة متعاملات 
۸ 


5 أوجد 8 [20 من آجل المصفوفة 


8 تحسب أولاً المتعاملات ,8 التسعة لہ ۸: 
6 15 
ا وإخعييه 
3 12 
“أو و4 0 


د 


٥٥٠ 146‏ المحددات 


ثم ناخذ منقول مصغوفة المتعاملات أعلاه: 


و 33 ہوہ 
adj a=| 51 -30 6‏ 
3 6 3- 
5 أوجد 8 [20 من أجل المصفوفة المربعة -2 الإختيارية ( =4 
mM‏ مف هم كمد 4 زا a)‏ . 
9 2-4 ماء- +a‏ )=4 د 
5 بین ان 8 - (4 [له)زفة من أجل المصفوفة 116.5. 
شض یم ۱۶ء یم tla =e"‏ )افد 4 )روود رم زهه)ز 
. معز )= )4 6)- 9۸ )زر _ =adj(‏ )4 زفمزفة 


المبرهثة 5.5: لديناء من اجل أي مصفوفة مربعة ۸: 
7ھ .۱4(,14۹۰۰) ع۸۶2 (۸ (۸(<)003 A (adj‏ 


5 اثبت المبرهنة 5.5. 
5 ببساطة, نكتب (1) و (2) في المسألة 113.5 في شكل مصفوفي. 
195 بافتراض أن ±0 |۰1۸ بین أن (۸ زفة)(1/1۸1) = '۸. 


لديناء من المبرهنة 5.5 عندما ±0 |14ء 


5 و ا وا 
(adj A) A=1‏ =4 8 ن۸ 
وبالتالي» وتعریفاً, يكون لدينا (۸ )1/۱۸|()٥[‏ < '۸. 


وو 
5 المسائل 123.5-120.5» نكون 31 3 ادف 
ESF 0‏ 


5 إحسب ۸ 46. 
ى 2= 28 -9-20- 8+30+ 21 = Al‏ 


1215 آوجد ذ زكھ 





30 7+ 4 2۔ |4 ا 
Ar 1 1-1‏ 0- 1 5 کا کک 
3 4 بد ؛ را ر 1 !]+ ا | - =4 زه 
$ 3- 7 1س 2 1 
2 |3 | |3 2|+ 
و2* أه 2|” .|4 3 


5 تحقق من أن 1۱۸۱۱ = (4 زفهاش 
i ~I\ /2 0 0 100‏ 1 3 11-2 
٥ |۱۶7‏ ٥ہ‏ 0(2 2 0 2 4 اد 3 2[ =4 i‏ 4 
روأ /د موأ + ہہ + 7/1 15 


123.5 استخدم ٦٥8(۸‏ لحساب '47. 


ا ہماآن ۱۸۱2ء 
لے طط 
858-- و 
00 0 
اد وس کے 


4- 3 2 
في المسائل 127.7-124.5 |2 4- .A=)0‏ 


5 1-1 
1245 أوجد 8غ06. 
8 46-“٭40+6+0-16+4+0- ے (1۸۔ 
125 أرجد ‏ زله. 


تصمب اولا المتعاملات پ۸ التسعة لہ ۸ 
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4- 0 2 0 2 4س 
۰ إإ+<یھ 2 داو را حیھ ‏ تفع امھ 
3 2 4~ 2 4~ 3 
5 = امه د | ×--|ؤ ]مھ 
23 4- 2 4- 3 
إذن, 8 [20 ھو منقول مصفوفة المتعاملات: 
10- 1~ 18- 
4 14 2 أده زف 
8 5 4 
5 تحقق أن ۱۸۱۲ = (۸ )۸ 
100 0 0 7-6 )10~ 11~ 18-/\4- 3 2 
a = -4 2 2 14 -4j=| 0 ~46 0j=-460 1 0|=-46i=|Al1 ®‏ 
001 46- 0 0 3054-3-8 1 
5 استخدم ۸ ز8ہ لحساب 7 ۸. 
ھ بماآان ۱۸۱۴ء 
3 11/46 9/23 46-/10- 46-/111- 46-/18~ 1 
3 7/233- 1/23- | زمف-/4- 46-/14 46-/2 )زم زفم) متمد -م 
aj‏ 
3 5466~ 2/23-\ /46-/8~ مسرو -۔/ہ أ 
9و 
المسائل 130.5-128.5ء 1 3 م 
89 5 
5 احسب |8| . 
|B|=27+20+16-15-32-18= ~2 8‏ 
195 اوجد 3 ز٥:‏ 
او ا ا 1 
1 1= 5 و 2 کت 0 5 
و ہیں 2 1 4] 1 ا ا 
a‏ (2 2 )د alli dl lH l= ٤‏ 
ویر ا مو و 8 5 59 و 
1 ا 1 4 1 1 
23 4 34 


8 [] المحددات 


1305 اوجد ٭87, باستخدام 18 [0ة. 
© لدينا 0ع#داظاء 


وررہ ویر 5/2/ 11 یہ یں 1 
1 2- نرہ ]ح(وہ و 2 BI" = av (adj‏ 


+ TF -1/2 3/2 -2 





5 اثبت أن مصفوفة مربعة تكون شاذة إذا وفقط إذا كان قرينها الكلاسيكي شاد 
18 إذا كانت 8 غير شاذة, إذن ۱۸۱۵ء المبرهنة 55 تبين أن معكوس 8 زفه ھو ۱۸۱7۹۸ : وبالتاليء تكون 8 [20 
غير شاذة هي أيضاً. 1 
من جمة آخری, إذا كانت ۸ شاذة ولكنها غير صفرية؛ فإن المبرهنة 5.5 تعطينا 0= ۸ ٥4‏ ۸, وهذا يقتضئ أن 8 [20 غير 
عکوسةء وتكون بالتالي شاذة. (إذا كان معكوس 8 موجوداً إذن 8 > [8(8 [0ه)]ة - 08 > 0). اخیراً إنا ۸-۵ 
[شاذة] إذن 4-0 زفه [شاذةع]. 
5 لتكن 8 مصفرفة مربعة -5 (2 < .)١‏ بين أن 
للا الملا )0 


8 نجد. من المبرهنة 5ک لن 41| = ۸ زفه 4 وبالتالي |4| = إخ زفه||ه|. إذا 0 )۱۸ء فإن الاختصار 
يعطينا (1). إذا الى ۱۸۱-٥ > |٥۸‏ [المسالة 131.5], إذن تتحقق (1) بديهياً 





1335 لتکن ۸ مصفوفة مربعة -8 (8<2)- وغير شاذة. بيّن أن 
adj (adj )-14۴۰۶ A‏ )0 
8 نجد. من المبرهنة 5.5 والمسالة 132.5 أن 7 "|4([=|4 زفه) زلة](4 [20). فيعطينا الضرب في ۸ 
[adj (adj 4] |4j" * 4‏ |14 
الآن, نضرب الطرفين في 817١|‏ قتحصل على (1). 
5 انفرض أن ۸ مصفوفة مثلثية علوية [سفلية]. بيّن أن 4 [20 مصفوفة علوية [سفلية]. 
8 لکن (يه) على اى (ي6) - ث [0ه. إذا كانت 4 مثلثية علوية, فإن المصفوفة الجزثية 4( في 8 تكرون, من أجل [>1 
مثلثية علوية أيضاًء ويكون ل ,34 صفر آو أكثر على قطرها. وبالتالي 0 * |ر,8| . إذن؛ ومن أجل 1> 21 يكون لدينا 
0= |۷| = ,4 = رط وبذك تکون 8۸ھ مثلثية علوية. 
5.5 إذا كانت 4 قطرية: بيّن أن 4 [80 تكون قطرية. 
18 إذا كانت ۸ قطریةء فهي مثلثية علوية وسفلية معاً. وبالتاليء تكون 8 [20 مثلثية علوية وسفلية معاًء وبذلك تكون ۸ زلة 
قطرية. 


5 الحجم كمحددة 


5 كيف ترتبط المحددات بالمساحات والحجوم؟ 


8 التكن ,لاء....رلاء,نا متجهات (سهام) في "8. وليكن 7 متوازي السطوح المكون بواسطة هذه المتجهات وليكن 8 
المصفوفة التي صفوفها رلاب بقارا إذن» يكون الحجم ‏ (او: المساحة 7۶ء عندما 2+ 6)ء والذي ٹرمز لە بہ(۷)۶ء 
مسأو للقيمة المطلقة ل 8 )06. 





1375 لیکن (2,3) > رلا و (5,1) = را متجهين في ۸. ارسم متوازي الأضلاع 7 المحدد بهذين المتجهين (السهمين) 
8 أنظر شكل 2-5. 


1385 


1395 


1485 


141.5 


142.5 
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» R(7,4) 


شکل 2-5 





تحقق من نتیجة المسالة 136.5 من أجل منوازي أضلاع المسالة 137.5. 
الديناء من أجل 7- ۷ےل )دم 


SR an وھ‎ 


(det A) = (4 J-1) (1< 1) وبالتالي‎ 





ولکننا نحصل؛ من المسالة 177.1 [الصالحة من أجل الفضاء الجزئي ”۸ في ۸] على 
“تلاك ”له هل اليس لكلل كت المس × ر0[ < ایس بہمں- رس ہما س ریس 
«ùl‏ |۸ ۱۵۰+۱“ '(4. ۷۷۵۰ -(۷۸۷۶۷ 
اوجسد(۷)9 من آج لل متوازي السطوح # في 20 والمحسدد بواسطة المتجهات (2,5,2) إن (4,2,3) 2 إن 
و (17,4) کی في 80 


ال إحسب قيمة محددة المصفوفة 


[والتي صفوفھا المنجھات له يله ردع: 
IAI = 16 +15 +8 ~4 —6 ~80 = ~5‏ وبالنالي 1/71 
لیکن ,نا و نا متجهين [سهمبن] في ۸ ولتكن ۸ المصفوفة التي صفاها ,۵ا و رنا. أعط شرطا هندسياً يحدد ما إذا كانت 61۸ل 
موجبةء أو صفرية. أو سالبة 
© إذا کان أصغر دوران. الذي ينقل ,ن إلى رلا ضد عقارب الساعة [في انجاه حركة عقارب الساعة]. فإن 101۸ تكون 


موجبة [سالبة]. إذا كان ل ,نا نفس الاتجاه أو الانجاه المضاد كما يناه فإن 0648 نساوي صفراً. 


لتکن ,ا رل ونا متجهات [سهام] في 87. ولنکن ۸ المصفوفة ذات الصفوف إل رن پلا. أعط شرطاً هندسياً بحدد عما إذا 
كانت 8 466 موجبة؛ أو صفرية؛ أو سالبة 





۳ نکون ۵٥٥۸‏ موجبة أو سالبة وفقأ لكون لاہ یلاہ را تكون منظومة إحداثية يمنى أى بسرى. إذا وقعت المنجهات الثلاثة 
في مسنرء فإن 0604 تساوي صفرآ۔ 


بين أن المتجهات (1,2,4) > بلا (3-,2,1) 





و (5,79) = ا تقع في مستي واحد. 





0 تا المحددات 


1 2 4 


8 36-0 --[2 +20--30+56 سوع |3 | 2 
9 








[لاحط أيضاً أن رنا+ بن3 ع ينع. 
1435 آوجسد الحجسم (۷)۶ لمتوازي السطوح # فسي “8. والمحدد بسواسطة (3-,1,4-,2) > بل (1,1,0,2-) # يلا 
(1-,3,2,3) > ناء (2,2,3-,1) عبد 


گلا إحسب قيمة المحددة التالية 


> 
د 








ب فم ی 
هھ ت سا دم 
یھ 





2 -- =140 10 + 10-3 “20+ ]2= 
وبالتالي ۶(=102)⁄. 


5 قاعدة كرامر. المصفوفات المركبة 
المبرهنة 6.5: (قاعدة كرامر): لتكن 8= ×۸ منظومة «×« من المعاملات الخطية, ذات مصفوفة معاملات پ۵)ے> ۸ 
غير شاذة. ولتكن ,۸ المصفوفة المتحصل عليها من 4 بإحلال المتجه العمود 8 مدل العمود 1 في 4. ولتكن 
|۸| = ۵ . ولتكن |۸| = ,× من أجل #,...,2,! -1. إذن. يكون للمنظومة الحل الوحيد 0/0 > × 
(م,..1,2 × 3 
5 اثبت المبرهنة 6.5. 
8 لدینا من المسالة 112.5 [في حالة الأعمدة بدل الصفوف] يلمية N=‏ وبالتالي 
لمعم ف 





ويكؤن هذا الل اوعدا لان ۸ غیر غادة 


5 استخدم قاعدة كرامر لحل المنظومة 
2ے بر جرع جرع رد 
2ے x + 2x, + 3x, + 4x‏ 
2x, + 3x, + Sx + 9,‏ 
Xj + Xa + 2x 7x42‏ 





ہر وحم دن سم 
ہر یں فا جم 
تع یح تہ نہ 
ہر وم یں ہم 
ہر بی ہی جم 


N= =2 


ہر مر یم نم 
انع بم ددر در 
سين ما یہ 
سر ور یں ہر 
تم نم بم دم 
مر رح یں سے 
ہر یں یا دم 
NNN‏ 
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إذن 2-2 القدردء 9ط االحيجء ١‏ 6-ع طارلا ديد ہ۷۸۷ ء×ہیب 


5 استخدم قامدة كرامر لحل المنظومة 








5 حم + 5+ ید +2 
1 >4 يدق - يلق + يعر 
8 = 3446-2 
3x4= 2‏ 2+ 20+23 
8 إحسب: 
3 2 1 5 21 
نأف 3 11ے 4 3- 11| 
868 ء۴ وہ جو O NS‏ وی عل 
وك و و 0 و و وو 
5 5 21 1 5 21 5 25 
1- 3 1 الى پ4 لت وا و لے 11د 
8ء و و واحٹلثظ ٭ ٠‏ هو 6 N=‏ يه و 3 N=‏ 
2 2 22 و 2 22 2 2 2 





إذن, 2= ND “16 e ND‏ کس ND =0 XK‏ کپھ 4/5 = طاولا پک 


5 أدرس المنظومة 
کی یز و لو 
x 2X + 3x; + 4x4 = 3‏ 
4x, + x +2 +3347‏ 
7 ,32 يه 3 


8 بما أن 


1 
تہ > 
| 5 
4 


ہر ور ہر جم 


1 

1 
4 
2 


کر دم ينه 


فإنه لا يمكن استخدام قاعدة كرامر لحل المنظومة. في الحقيقة, المنظومة غير متساوية ( 
نطرح ضعف المعادلة الرابعة من مجموع المعادلات الثلاث الأولى» فنحصل على 13= 0. 





) وليس لها حل. لرؤية ذلك. 


5 لنفترض 3 خی 000 + 
٦‏ نفترض أن ل,ه) = ۸ مصفوفة مربعة -» وآن (ن0) - 8 مصفوفة مربعة + وآن (ر#) 130 مصفرفة مربعة م 
حیث ٢٢۹‏ 0. نبجد من التعریف ان 


det M= DS (sen rege) noon 


eS, 
إذنء نحتاج إلسسى أن ننظر فق بط في تلسسك التباديسل © بحيث أن‎ my <0 و اكز إذن‎ <٣ إذا‎ 
من أجل‎ 6,)K( > (۶۶(۲۶۳2....۳۶۸)أ|؛ وبالتالي (2...5,!) > (6)1,2,..4. لتكن 00ج‎ < )۲+[۱,۲+۶2...,۲+( 

یا ولتکن +-(1+,ى > )رمه من اجل 8ک إذن 





(sen Mogg ریم1‎ (SEP "۱(4 ہو‎ Fre 2P oP 202° Proj) 


رهذا يقود إلى أن (8 3()0 066) ع .e N‏ 





٦٦ 2‏ المحددات 
5 لنفترض أن 084 مصفوفة مركبة مثلثية علوية [سفلية] ذات مصفرفات جزئية قطرية [مربعة]» ,4 يك..» ,4. بين أن 
يم ..{det‏ ثيه .det M z (det A (det‏ 
8# يكون الإثبات بالاستقراء على 5, وباستخدام المسألة 148.5 من أجل الحالة 2= 1. نكتب 
کہ و 
م )دمر 
نجد بفرضية الاستقراء أن |14 أړ ۱۸,114 = |8|- وبالتالي [أيذا ا_يشاسايها ليها - إيفااظاك تلقل 


5 اوجد 1٦۸|‏ إذا 





19 لاحظ ان ۷8( مصفوفة مرکبڈ مثلثیة علوية. إحسب قيمة محددة كل مصفوفة جزئية قطرية: 





15 2 وو 
16-18-29 ~12+20+30+25-= 4 1- 3 10+3=13= | 
5 1~ 
6 2 5 
إدن, 377 = (13()29) = 1M‏ . 
5 إحسب 0631ء حيث 
60 34800 
25000 
M=|0 9 2 0 0‏ 
5067 0 
4 3 4 0 0 





نحسب أمحددة كل مصفوفة جزثئیة قطریة: 
رو یہ۔ا7 5 5 د ے4 3 
21-3 ل ڈ 2[ سوک - یج 


إنن 42 = (7()2()3) = | .|M‏ 
5 المصفوفات الجزئیةء الصغیرات العامةء الصغیرات الرئیسیة 
1825 لٹکن ”پھ) = ۸ مصفوفة مربعة -. ولتکن (۵ك۲) ارذ مجموعة مرتبة لأدلة صفيةء ولتكن ...رز مجموعة مرتبة 


لآدلة أعمدة. عّف «المصفوفة الجزثية» في 4 المقابلة لهاتين المجموعتين الدا 
7 





8 


ال و 


4 


ah ah 
2 





المصفوفة الجزثية من المرتبة ؛. 


153,5 


155.5 


1565 


1575 


158.5 


159.5 


1605 


161.5 


الفصل 5 0 153 
عرّف «صغيراً مرتبته ۲ وكذلك «الصغير المؤشر» المقرن به لمصفوفة ۸ مربعة ١-‏ 
ھا ان المحددة .4| لمصفوفة جزئية مرنبتها : تسمى صغيرا من المرنبة 7 ریکون 
Girte la‏ 


الصغير المؤشر المقابل له. لاحظ أن صغير! من المرنبة (0-1) هى صغير وفق مفهوم المسألة 90.5. 





إرجع إلى المسألة 153.5. بِيّن آن صغيراً مؤشراً من المرتبة (7-1) هو متعامل, كما عرفناه في المسالة 91.5 





l4‏ بحذف الصف ١‏ والعمود [ في 8. إذن. وبوضع »+... + 2 + (١‏ یکون لدینا 


م( رزج رزج جل TT‏ 





tji tatty =+ + 


جم 


ار رےہے بولت کنیا ما+- جو مر رے) 


إحسب الصغير 4| وصغيره المؤشر إذا كانت () = ۸ مصفوفة مربعة -5 


گلا الدليلان السفليان 3 و 5 يعودان إلى صفين و8, والدليلان السفليان 1 و 4 بتعلقان بعمودين في 8. وبالنالي» 





ad 8 
5 وق ا‎ 
A o =| |= asas 


CDA وو‎ 


اوجد «الصغير المتممه ل |4١|‏ في المسالة 155.5 


# نوجد متممة المصفوفة الجزئية ١إ‏ في ۸, ثم نحسب محددتها: 


|435 


4 25 22| = اي2 


8 





ورھ ® 9 


جو“ ي 42 


متى تكون أدلة الصفوف هي نفسها أدلة الأعمدة في المصفوفة - الجزئية؟ أي عندما تكون العناصر القطرية في الصغير عناصر 
في قطر المصفوفة الأصلية. ا 
ا عندما تكون أدلة صفوف وأعمدة مصفوفة جزئية متساوية. أي عندما يُتحصل على العناصر القطرية للصغبر من قطر 
المصفرفة. 

تتعلق المسائل 162.5-158.5 بالصغيرات التالية لمصفوفة مريعة -5 ل٥)‏ > ھ 


A 3 ıs 
مو ورک وھ‎ 
وھ وھ‎ Ass 


dı ڑ4 بوة‎ 
2 da ds وی‎ 
ds sa ss 


حوللا 














هل ,14 صغير رئيس؟ 

8 نعم لأن عناصره القطرية تننمي إلی قطر ۸ 

هل ا صغير رئيس؟ 

ک‫ لاء لأن وره تنتمي إلى قطر ر1 ولكنها لا تنتمي إلى قطر 4. 
هل ,111 صغیر رئیس؟ 

گا نعم, لان عناصرہ القطریة تنتمي إلی قطر ۸ 


أوجد متمم ,34. 


4 ۔ ا المحددات 


8 الدليلان الصفيان الخائبان هما 1 ي 3 والدليلان العموديان الغاتبان هما 1 و 3. وبالتاليء يكون 


e 
ود بد‎ 








متمم .M,‏ [عموما يكون الصغير صغيراً رئيسياً إذا وفقط إذا كان متممه صغيراً ركيسياً]. 
15 اوجد متەم پ34۔ 
٠‏ رس |ہ 22 
5 مسائل متنوعة 
5 لیکن 56 جبراً لمصفوفات مربعة -8 تنتمي عناصرها إلى حقل .K‏ بين أن دالة المحددة +ع :2 متعددة الخطية. 
# لنفترض أن الصف 1 863/1 يكون في الشکل (ہم + ليق + و9 درق + رنه)؟ إذن 
(sgn Aen “ase Rus Bw)" "Aue‏ لوحم det‏ 
وھ کر مرگ =Z (an Daeg Ale)" news + D Gen Daas‏ 
=det A, + det A, ۰‏ 
وبذلك, تكون ( ٥)‏ جمعية بالنسبة لاي صف. أيضاً. ومن المسالة 68.5 تكون ( )2 متجانسة من المرتبة 1 في أي صف 
إذن, تكون ( )2 متعددة الخطية. 
1645 إحسب 
1+21 7+( 


0 2-3 
2+3 0 





r 


88 نضرب الصف الثاني في 1+ ا والصف الثالث في 21 + ؛ إذن 




















بوبر I+‏ 0] نیب Hi 142| |0 iti‏ 0 
Si =0 8-142 255i‏ 0 وأإعانی 0 2إعإمانق+كت)-اماريه 1( +) 
غ10+2- :4+7 1 10+22- 4+72- 1 0 4+7- 5 
PAL ag;‏ 1+8 اے 
88 کاو کے ا 
وتكون 6ع ۱۸ء 
5 إحسب 
0.614 0.476 0.185 0.921 
5 0138 057 0.157 82 || 
9 0.637 0.484 010.872 
0.448 0.841 0.555 0.312 
0.667 0517 0201 1 0.667 0.517 0.201 1 
0384~ 0123 0 0 |0.138 0.527 0.157 0.782 2 
بذهم 0196 0.309 079970 0637 0.484 يووم ل2فهدات| 
0.240 0.680 0.492 0 0.448 0.841 0.555 0.312 
1 0320~ 0| 0.34 0.123 0 


=0.921| 0.309 0.196 0.217 =0.921(-0.384) 0.309 0.196 7 5 
0.492 0.680 0.240 1o49 0.680 0.240 
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0 0 1 
-0.921)-0.384( 0.309 0.265 7 =0.921(--0.384| 0 
0.492 0.757 40 5 : 





- 0,921)-0.384()0,104( - - 7 


5 بين أن 
a bte‏ 1 
و جع 1.6 
TURE‏ 


وذلك, بدون فك المحددة. 


8 اضف العمود الثاني إلى العمود الثالث, ثم استخرج العامل المشترك من العمود الثالث؛ يقود هذا إلى: 
»+م هم 1 

















1 a g+b+e 1 © 1 
1 5 c+al=|1 b a+b+cel=(a+b+c|l1 b 1=(a+bc)(0)=0 
1 أطجه م‎ |1 c atb+ce 161 





5 بين أن جداء الفروق (ل*.....,*)ع في المسألة 58.5 يمكن تمثيله بواسطة محددة. 


ا8 أنظر في «محددة ٹاندرموندہ لے ہاہ پان ہے 6ن 





وهي حدودية من الدرجة 8-1 في ٠×‏ تكون جذورها ر ي5..... ,_,»! أيضاً المعامل المقدم [متعامل '-"*] يساوي 
(,»*)ي_ى7. وبذلك؛ نحصل من الجبر علی: 
ا ل ل =( (x)=‏ ۷۰ 


وبالتالي. نحصل إرتدادیاً على 
لگا لیے - ا ا AD‏ 


[المضحيم)]:*:[( دم )قر DO,‏ حع) ١‏ لد ]د 


وينتج عن ذلك أن 
ہیں 11 ")يديم 11 a a=‏ ليمي ”تت ريع gs.‏ 


معره نع لسر يعم 


16 


26 


36 


46 


56 


26 


76 


8.6 


96 


166 


156 


الفصل 6 
الجنی الجمرية 


المجموعات, الاستقراء الرياضيء المجموعات الجدائية 
في المسائل التالية تكون ©, 2, ©, :2, 1 على الترتيب مجموعات الاعداد العقدية والحقيقية والقياسية والصحيحة والصحيحة 
الموجبة. 
اذكرالمجموعات المتساوية؛ من بين المجموعات: (1,3,4) ٠‏ (4رار4,3) , (4,3,1رة) + (4,1,:4,3) 
8 المجموعات كلها متساوية, لأن الترتيب والتكرار لا يغيران المجموعة. 
اكتب قائمة عناصر المجموعة )×x:56۸,3>×>12(‏ = ۸ 
# تتكون ۸ من الأعداد الصحيحة الموجبة بين 3 و 2!؛ وبالتالي فهي (4,5,6,7,8,9,10,11) = ۸. 
اكتب المجموعة (/2©<:* > 8, و × زوجي 15>×) . 
8 تتكون 8 من الأعداد الصحيحة الموجبة الزوجية الأصغر من 5!! وبالتالي؛ فهي (2,4,6,8,10,12,14) = 8 
اكتب تفصيلا عناصر المجموعة (3 > » + 4 رالكت:<) > 0. 
8# لا يوجد عدد صحيح موجب يحقق الشرط 3+ 4! وبذلك. لا تحتوي أي عنصر. بتعبير آخر, تكون =€ أي 
المجموعة الخالية. 
اثبت أن  )2,3,4,5(‏ له ليس مجموعة جزئية في (× زوجي [€×:×) = 8. 


8 يكفي أن نبين أن هناك عنصراً في ۸ لا ينتمي إلى 8. الآن. 364 وبما أن 8 تتكون من أعداد زوجية. فإن 368. 
المسائل 12,6-6.6 نتعلق بالمجموعات (2,3,4,5) D = {3,4,6} C= {14} B= {357} A=‏ 


أوجد 8لا 4. 
mu‏ ن المجموعة 08 ۸ من عناصر تنتمي إلى ۸ أو 8 (آو معاً): وبالتائي فإن (2,3,4,5,7) = 8 لا ۸ 





أوجد ۸8 ۸. 

© ۸08 من عناصر في ث و 8 معاء وبالتاليہ (3,5) = 8 0 ۸. 

أوجد ۸+ 3 

18 نضيف 3 إلى كل عنصر في 4 لنحصل على (5,6,7,8) = ۸+ 3. 
أوجد 4.8 

8 نضرب كل عنصر من عناصر 8 في 4 فنحصل على (۱2,20,28) = 4.8 
آوجد 10+ 


8 أضف كن عنصر في © إلى كل عنصر في تا [مع إهمال التكرار]: فتحصل على ,6+ 1 ,4+ 1 ,3+ 1) = 0+ € 
(457,8,10) > (4.4+6+ 4+34 


آوچ 040 


8 أضف کل عنصر في ٢‏ إلی کل عنصر في المجموعة نفسهاء فتحصل على ,4+1 ,1+4 ,41+01 ©6+© 
)2,5,8( = )2,5,5,8( = }4+4{ . 


126 


13.6 


166 


17.6 


18.6 


16 
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آوجد 5+ 0 
8 أضف كل عنصر في 0 إلى كل عنصر في المجموعة نفسها. فتحصل على ,4+3 ,3+6 ,4+ D+D= (3 F3,3‏ 
(6,7,9,8,10.12) ع (ق+ 6ر4 + 3,6 + م رم+ 44 + 4 

أوجد مجموعة لا نهائية / بحيث تكون ۵۸ھ و ۸ منفصلتين؛ أي أن * 4۸ + 4). [ترمز 2 هنا إلى المجموعة 
الخالية]. 

8 لتکن (..135) ۸ے لمجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة الفردية). إذن. نتكون ۸+۸ من الاعداد 
الصحیحة الزوجیة فقط 

أوجد مجموعة لا نھائیة 8 بحيث أن 8 > 8 + 13 

8 (...,0,!,2) -8 عد( مجموعة الأعداد الصحيحة غير السالبة ). 

أوجد مجموعة منتهية © بحيث أن © 2 © + ©. 


س رو یٰ 


عرّف «مجموعة أجزاء المجموعة» أو «مجموعة القوة» (4), للمجموعة (5,6,0) - ۸ 


o) = (A,(ab,e), (abd), (4,8, )0.,4(, عناصر المجموعة (968 هي مجموعات ۸ الجزثية: ,(0.ة)‎ 8 
عنصراً‎ 2*-16  9)8( لاحظ أن‎ ae}, 2, {e}, (bd), (e,0) (a, (D, (e), (4), 2) 


اكتب «مبدا الاستقراء الرياضي؛ في شكلين متكافئين: 
شكل 1 لتكن ۲ قضية معرفة على مجموعة الأعداد الصنحيحة الموجبة ا۸ أي أن (5)0 تكون صحيحة أو خاطنة من اجل 

كل ۸ في ۸. لنفترض أن ۴ لها الخاصيتين التاليتين: 

(1) (۶)1 صحيحة. 

(1ذ) تكرن (1 + ۲)0 صحيحة كلما كانت (7)8 صحیحا۔ إذن, تکون 7 صحيحة من أجل كل عدد صحيح موجب. 
شكل 2: («الاستقراء التام»): لٹکن ۶ فضية معرفة على ۸ء بحيث أن: 

(4 (8)1 صحيحة. 


(1ف) تكون (700 صحيحة كلما كانت (700 صحيحة من أجل > 1 >1 


بين أن مبدا الاستقراء التام [الشكل التام] مكافكة للتأكيد بأن كل مجموعة غير خالية من أعداد صحيحة تمتلك عنصراً أصغر 
[«مبدا الترتيب الجيد» من أجل آ7] 
# النفترض أن 21 مرتبة جيداً, وأن لدينا قضية (7)0 تحقق الفرضيتين (1) و (1) لمبدا الاستقراء. لتكن 1 مجموعة جزئية في 
۷ تتحقق عليها 8. إذا كانت 18 غير خالية. فإن لھا عنصراً أصغر ؛ لديناء من (0 ,2< 4. إذن, (1- 9و)2,..۔رن۶ 
تكون صحيحة؛ وبالتالي» وبسيب (61. تكون (8)9 صحيحة. يبين هذا التناقض بان ۴ يجب أن تكون خالية. وبذلك, تکون ۶ 
صحيحة من أجل كل عدد صحیع موجب: ویکون مبدا الاستقرار صالحاً. 

بالعکس, لنفترض آن مبدأ الاستقراء متحقق, وأنه توجد مجموعة جزئية 8 في ١!‏ لا يكون لھا عنصر اأصغر. لتكن “$ متممة 
5 وعزف القضية (2)8: « تنتمي إلى *8 تحقق (7)0 () و (61 للاستقراء [إذا لم يحدث ذلك, یکون 8-1 حداً آصغر]؛ 
وبالتالي. 2 - "87 وهذا يعني أن 8 خالية. إذن تكون 20 مرتبة جيداً. 





اثبت أن مجموع الاعداد الصحيحة الفردية ال 0 الأولى يساوي 02 أي, أثبت أن 52 د (20-1)+...+3+5+| ریم 








گلا بما ان ۱۶ - 1. فإن (8)1 صحيحة. لنفترض أن (5)0 صحيحة, نضيف 1 + 2۸ إلى طرفي (۴)۸ فتحصل على 


(2n + D= n? + (2n +1) = (r + 1D‏ + )1 رق ہت ویر 
وهو ( + ۴)١‏ أي أن +١(‏ )۴ صحيحة عندما تكون (7)0 صحيحة. من مبدأ الاستقراء الرياضي, نجد آن 7 صحيحة 
من أجل کل ۸ 


18 


206 


216 


22.6 


246 


2666 


تا البنی الجبریة 
عرف :المجموعة الجداثیةہ للمجموعتین ۸ و 8. 
يتكون الجداء المجموعي ل 4 و 8. ويرمز له ب 8< , من كل الأزواج المرتبة (5,0) حيث 5۸ھ او :68 
)),(:€A, DEB)‏ = ۸×8. ويرمز لجداء مجمومة في نفسهاء أي 8<8/ بواسطة ۸2 
المسائل 23.6-21.6 تتعلق بالمجموعتین (1,23) = ^ و )a0(‏ = 8. 
أوجد 8× ۸. 
8 تتكون 8× ۸ من كل الأزواج المرتبة (لب») حيث 6۸× و 68 ل. وبالتالي: 


A4 x B= ((1, a), (1, b), (2, a), (2, b), (3,a), (3, 0)} 


آوجد ۸× 8. 
"لا تتکون ۸× 8 من كل الأزواج المرتبة (.ز) حيث 68ء و 6۸× وبالتالي, 
B x A= ((a, DD, (4,2), (a, 3), (b, 1), (b,2), (b, 3)} # Ax B‏ 
أوجد 82. 
ھ تتكون 8 82-8 من كل الأزواج المرتبة (5,1) حيث 68×. وبالتالي 
B x B= {(a, a), (a, b), (b, a), (b, b)}‏ 
إذا أمطينا }12{ = .AX(BNC) g (A xX BJIKAXC) spy .C = {c,d} ,B = (a,b,c) ,A‏ 
۳ (رمہ۵2),(ط2.8(,)2),(م,1,۵(,)1,(,)1)) < ظط × ھ و A XC * ((1,e),(1,4),(2,c),(2,d))‏ 
إذن. (رء۔یأ,م1)) ٭ (۷۸×۲ہ(ظ  )۸×‏ بما أن })1,0),2,0({ = .BAC = {¢}, AX(BNC)‏ 
لاحظ أن (80€() × ۸= C(‏ × ۸)٥(ظ‏ × ۸). [ھذا صحیح من آچل آي مجموعات ۸ و 8 و €]۔ 
إِنا اعطینا (1,2) =4 (2رx)‏ =8 و (34) =€ لوج 0< ×ھ 


8 تتكون ×٤٥‏ 8× ۸ من كل الشلائيات المرتبة «(ab,)‏ حیث ۵6۸ EBض‏ 80ء٤‏ ماآن ۰:8:۸ 
مجموعات منتهية. فإن ×٥‏ 8× ۸ يمكن أن يكتب باستخدام «مخطط الشجرة» في شكل 1-6. أي أن العناصر في 
8B ×٤‏ × ۸ عددها تماماً 12 ثلاثية مرتبة, مبينة على يمين مخطط الشجرة. 


3 1-31 


x, 4‏ ,( 4 چ 
07 ا ا 
0ے" ہے 
و ہے 


3 )2, 8 ,3( 

(2,4) 4 ہےر 2 شکل 1-6 
)0,2,3 3 

)2,2,4 4 و 


صف التمثيل الهندسي للمجموعة الجدائية ‏ ۸×۸ 
5 تمثل 812 بنقط المستوى؛ كمأ في الشكل 2-6. هناء كل نقطة 8 تمثل زوجا عرتباً (ط,0) من الأعداد الحقيقية. 
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وبالعكس؛ يقطع الخط الرأسي عند ۶ محور ۳× عند 4. والخط الأفقي عبر 8 يقابل محور -لا عند 8. غالباً ما يسمى 82 
بالمستوى الديكارتي 





6 أذكر النونيات المرتبة المتساوية في: (1,3,4). (4,3,1,4), (3,4,3,1)ء (4,1,4,3)؟ [قارن بالمسالة 1.6] 
# كل هذه المجموعات غير متساوية؛ فإن الترتيب والتکرار مهمان في النونيات المرتبة. 


26 العلاقات 
6 عرف «علاقة [ثنائية]». 
8 نعرّف علاقة ثنائية, آو ثناثیة فقط من مجموعة 8 إلى مجموعة 8 بأنها مجموعة جزئية ظ× ۸ ء ۸. إذا أعطينا 
۸ €8 ۵ نكتب 210 إتقرأ مه ترتبط ب 05] إذا وفقط إذا €۸ (ط,4) 
56 0 عرّف علاقة ۸ على مجموعة ۸. 
® تكون © علاقة على 4 إذا كانت 8 علاقة من خ إلى 8؛ أي إذا 8 "امك ۸. 
6 عرّف «معكوس/ عكسء» علاقة. 
ل لتكن 1 علاقة من ۸ إلى 8. يعرف معكوس ‏ ويرمز له بواسطة !27 بأنه العلاقة من 8 إلى له المتكونة من تلك 
الأزواج المرتبة التي إذا عكس ترقيبها أصبحت تنتمي إلى 8. 
للع (ط .ه) :لم ماد حم 


قو لخ لدينا ه' 08 إذا وفقط إذا ط۴د. لاحظ أن كل علاقة تمتلك معكوساً وليس فقط تلك العلاقات التي تعرّف تطبيقاً 
واحداً - لواحد. 

المسائل 34.6-31.6 تتعلق بالمجموعتين (1,2.34) = ۸ و (2رxy)‏ = 8 والعلاقة ‏ .)4( ,)120,3( R = (ly),‏ 
((42) من ۸ إلى 8. 


3-6 أرسم «مخطط السهمء للعلاقة 8 


8 أكتب عناصر 8 وعناصر 8 في قرصين منفصلين, ثم أرسم سيماً من ۵68 إلی 068 بحيث 8ه. انظر شكل 3-6 


ب | 


کے 


ES. 


سر وم جه ج 
wooo RR‏ 
© س ي مرت 
و oom‏ 


شکل 4-6 شکل 3-6 


160 


32.6 


336 


34.6 


35.6 


37.6 


٦‏ البنی الجبریة 

مثّل 88 بواسطة مصفوفة. 

8 تظهر المصفوفة 314 للعلاقة 8 في شكل 46. لاحظ أن صفرف المصفوفة معثونة بعناصر 4 وأعمدتها بعناصر 8. 
لاحظ أن المدخل في المصفوفة المقابل ل 8 © ه ر €8 0 يكون 1 إذا ۴ و 0 في غير ذلك. 

حدّد «نطاق» و مقو 8 

8 نطاق ۸ هو مجموعة جزئية في 4 تتكون من العناصر الأولى للأذواج المرتبة في 8, اما المدى فهو المجموعة الجزئية 
في 8 المتكونة من الحناصر الثانية: 

نطاق 1 = (13,4)ء چ5 {xyz} = R ye‏ 
أوجد العلاقة العكسية ' ۸ ل۸. 
8 اعكس ترتيب الأزواج المرتبة ۸ لتحصل على ۸: 
RT = {(y, 1), (2,1), (y. 3), (x, 4), (2, 4)}‏ 
[عكس الأسهم في شكل 3-6 يعطينا «مخطط السهم» ل "۸ وآخذ منقول المصفوفة في شكل 4-6 يعطينا مصفوفة [R7‏ 


تكن (1,2,3,4) = 4 ولنکن ((4,3) ,(ل,4) ,(3,4) ,(3,2) ,(2,4) ,(2,2) ,(1,2)) ع 8 علافة على ۸. ارسم «البيان الموجه» 
E‏ 


8 نکتب کل عناصر 4 ثم نژسم سھما من عنصر * إلى عنصر لاد حيث (18*. أنظر شكل 5-6. 


شکل 5-4 





((4,89) ,(1 ,4) ,(3,4) ,(2 ,3) ,(2,4) :(9,2) ,(2,)) >> ھ 
تلق المسائل 39.6366 بالمجموعة (1,2,3,4,6) 8 والعلاقة 8 على 8 المعزفة بواسطة «* تقسم لاء وتكتب 
۷× لاحظ آن (|» إذا وفقط إذا وجد عدد صحيح 2 بحيث أن ۷> ۶ع]۔ 

اكتب 1 كمجموعة أزواج مرتبة. 

R= {(1.D, (1,2), (1,3), (1.40416), (2,2), (2,4), (2,6), (3,2), (3,6), (4,4), (6,6) © 

اوجد العلاقة العكسية '17 لہ 8, ثم صفها بالكلمات؟ 

8 اعکس ترتیب الازواج المرتبة في ٭ الین س٤٣80‏ 

RT" = {(1,, (2,1, ,1, (4,1, (6,1, 2,2), (4,2), (6,2), (3,3), (6,3), (4,4), (6,6)‏ 
پمکن وصف '87 بانھا المنطوق «× مضاعف ل لا». 


أوجد المصفوفة التمثيلية ل 8. 


حواة 


ژ9 ہ تهت ہ ہ 
ساےہ ہہ 
سے ہہ 
سام و 
عا سرف 


396 


40.6 


41.6 


42.6 


43.6 


الفصل 6 تا 161 


[نفترض أن صفوف وأهمدة ,14 معثونة بالعناصر 1 2, 3, 4. 6 على الترتيب. من الواضح. أن ترتیباً مختلفاً لعناصر ۸ يعطى 
مصفوفة مختلفة], 


أوجد البيان الموجه ل 16 
8 انظر شكل 6-6: 


شكل 6-6 





عرّف «علاقات التركيب» 


#* لکن ۸ 8 مجموعات ولتكن 7 علاقة من 8 إلى 8 و 5 علاقة من 8 إلى © آي أن ۸ مجموعة جزئية في ۸×8 و 8 
مجموعة جزثية في 8<0. إذن» ننشأ عن 14 و 5 علاقة. 858, من ه إلى ©؛ تحديدة المجموعة الجزئية في 80 المعرّفة 
ہواسطة 
59 إذا وفقط إذا 20(68) ي 28(ت:8) من أجل بعض €8 ا 

العلاقة 855 تسمى «تركيب» 8 و ۹ ویرمز لھا آحیاناً ہہ 88 

المسائل 43.6-41.6 تتعلق بالمجموعات (12,3) = 4 و (ءبطرھ) = 8 و (۵۷2×) ٥ء‏ والعلاقتین ,(6.!)) = ۸ 
2.9 .2 (من ۸ إلى 8) ی ((2 ).ر60 ))y(‏ = 8 رمن 8 إلى ). 
اوجد الترکیب 1178 

## ارسم مخطط السهم للعلاقتين 8 و 5 كما في الشكل 7.6 لاحظ أن | في 8 مرتبطة ب × فى © بواسطة المسار 
× + + 41 وبالتالي (۸,() تنتمي إلى ۸°8. بالمثلء (,2) و (2.2) تنتمیان إلی 28 إنن (22) 2y)‏ ب 1)) ع ومع 


ہے سے ےا 


آوجد المصفوفات و ب ی و للعلاقات ۸ 8, و 285 على الترتيب 


2 ا و a bce E‏ 
a/0 1 0 1/1 0 0‏ 0 1 1/0 
M,=b|1 0 0 Mas = 2(0 1 1‏ 1 2160 عبد 
c\0 1 1 310 0 0‏ 0 0 310 
قارن المصفرفة الجدائية .3031 مع المصفوفة ويياا. 
0 0 1 
8 1 2 0= 
8 0 0 


الاحظ أن و31 و وليك1 لهما عناصر غير صفرية متقابلة. يظل هذا صالحاً من اجل اي ترتیب لہ ۸. 8 € 


2 تا البنی الجبریة 


44.6 


45.6 


46.6 


48.6 


51.6 


526 


المبرهنة 1.6 (قانون التجمیع): لتکن ۸. 8, € 0ا مجموعات. لنفترض آن 8 علاقة من 4 إلى 8, $ علاقة من 8 إلى € 7 
علاقة من © إلى ا. إنن, .(R°S)°T = R°(S°T)‏ 

اثبت المبرهنة 1.6. 

نحتاج لإثبات أن كل زوج مرتب في  )۸۹5(“٣‏ (88۴)8*7. وبالعكس. لنفترض إذن أن (3,4) تنتمي إلى .(R°S)°F‏ 
يوجد عندثذ عنصر © في © بحيث أن (3,0) ينتمي إلى 1405 و (0:0) ينتمي إلى '7. بما أن (3.0) ينتمي إلى 508, يوجد عنصر ١‏ 
في 8 بحيث آن (بة) ينتمي إلى +1 ى (6,0) ينتمي إلى 8. بما أن (0,6) في 5 و )٥,۵(‏ في ۳» یکون لدینا (6.0) في '821؛ وبما أن 
(0.ه) في 8 و (0.4) في 8 يکون لدينا (8.4) في .)R°S(°† C°)S°1(  ,كلذبو (2,4) € (RSD‏ بالمثل, 
(R(T‏ (8۶)8971. ينتج عن علاقتي التضمين معا أن «(R°S)°T = 7 = R°($°17‏ 

المسائل 49.6-45.6 تتعلق بعلاقة ۴ على مجموعة ۸. 

متى تكون 18 «إنعكاسية»؟ 

#8 تكون 15 إنعكاسية إذا 385 من أجل كل 2 في . 

متى تكون 8 «متناظرة»؟ 

© تكون 1 متناظرة إذا كانت 880 تقتضي 012 

متى تكون 1 «متخالفة تناظرية»؟5 

# تكون 2 «متخالفة تناظر» إذا 886 و 888 تقتضي ‏ ط - 4. 

متى تكون 8 «متعدية,؟ 

# تكون 8 متعدیة إذا كانت 16 و ٦8‏ تقتضي ©28. 

انقد الحجة التالية: لتكن ۸ متناظرة ومتعدية. إذن» ٦88‏ تقتضي 2 وهاتان تقتضیان معاً 88ه. إذن» تكون 1 إنعكاسية. 

# يعني الانعكاس أن 888 من أجل كل 8. ولكن الحجة أعلاه تؤكد 888 فقط من أجل تلك العناصر 8 المرتبطة ب 8. 

المسائل 53.6-50.6 تتعلق بالعلاقات الخمس التالية على المجمومة  )1,2,3(‏ ۸: 
R= {(1, 1), (1,2), (1,3), (3, 3)}‏ 


علاقة خالية ع م })3,3( ,)2,2( ,)1 ,2( ,)1,2( S * {(1, D,‏ 
علاقة شاملة = 4 × ۸4 ((2,3) ,(2 ,2) ,(1:2) ,(1 ,1({ T=‏ 


أي من العلاقات الخمس انعكاسية؟ 


8# ۴ ليست انعكاسية لان 26۸ ولكن 8 © (2,2). 1 ليست انعكاسية لان 7 © (3,3) وبالمثلء ‏ ليست انعكاسية 
5 و ۸×ھ انعکاسیتان 


أي من العلاقات الخمس متناظرة؟ 

8 8 ليست متناظرة لآن €۸ (1,2) ولكن €۸ (2,1). وبالمثل 7 ليست متناظرة. 8 و 9 و ۸×۸ علاقات متناظرة. 
أي من العلاقات الخمس متعدية؟ 

8 7 ليست متعدية لان (1,2) و (2,3) تنتمیان إلى ١‏ ولكن (1,3) لا تنتمي إلى '1. العلاقات الاربع الآخری متعدیة 


أي من العلاقات الخمس متخالفة تناظرياً» 


54.6 


55.6 


57.6 


58.6 


60.6 


61.6 


66 


63.6 


646 
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8 5 ليست متخالفة تناظرياً لان (1.2) و (2,1) ينتميان کلاھما إلی 8, ولکن 2* [. بالمثلء ۸×۸ ليست متخالفة 
تناظرياً. العلاقات الثلاث الاخرى متخالفة تناظرياً. 
إذا أعطينا ((4,4) ,(4,2) .(3,2) ,(2,3) ,(2,2) .(1.1)) R=‏ لى )1,2,34( = A‏ أرسم البيان الموجه ل 1 


8 أنظر شكل 8-6. 





هل 8 في المسألة 54.6 انمكاسية؟ 
8 #8 ليست انعكاسية, لان 36۸ لکن 5 © (3,3). 

هل ۸ في المسالة 54.6 متناظرة؟ 

8 ۸۴ ليست متناظرة لان €۸ (4,2) لكن €۸ (2,4). 

هل ۸ في المسالة 54.6 متعدية؟ 

۳ ۴ ليست متعدية لان 8 © (4,2) و ے (2۵) لکن © (4,3). 

هل ۴ في المسالة 54.6 متخالفة تناظريأة 

8 ۴ ليست متخالفة تناظرية لان 6۴ (23) و 2 © (3,2) 

لنفترض آن ۸ و 8 علاقتان متعديتان على مجموعة 8. بين أن ۸08 متعدية 

ا لتكن (طبة) و (,ط) في ١8‏ ۴. إذن. (0.ة) و (ء,ظ) في ۸ و 5 معاً. بما أن العلاقتين متعديتان كليهماء فإن (1,0) في 
گآ و (,8) في 8. وبذلك, تكون ‏ 2505 © 0,0), آي آن 8105 متعدية. 

لٹکن 1 و 8 علاقتین متخالفتین تناظریاً علی مجمومة 4. بيّن أن 8٦‏ متخالفة تناظریاً 

3 لنفترض (رة) ى (6,2) في 05 1 إذن, تکون )٥,۵(‏ و (0,3) في 8. بما أن 8 متخالفة تناظریاً, فإن ١‏ > 0. وبالتالي. 
تكون ۸8 ۸ متخالفة تناظرياً 

أعط علاقة 8 على (1,2,3) = ۸. لها خاصية أن: (1) 8 متناظرة ومتخالفة تناظرياً في أن مع (ب) 8 ليست متناظرة ولا 
متخالفة تناظرياً؛ (ج) 8 متعدية ولكن 877105 ليست متعدية. 

R= (2)) (¢) R= {(L2, 2.0, (23) (o) 18 ھ () (2,2) ,(ل)) ع‎ 

لتكن 1 ترمز إلى علاقة تعامد في ۸. هل 1 انعكاسية؛ 

له الا إذا 0 فدص إذن لم أي أن ٥ے‏ سال 

هل .ا متناظرة؟ 

48 نعم إا 0= ۷ه إذن 0ح يدن 


هل لل متعدية؟ 


٢ ٦4‏ البنى الجبرية 
ل (1,1,1)-نا متعامدة مع (2-,1,1) = ۷ و۷ متعامدة مع (4,0,2) - #, ولكن 620 > 8۷ا 
6 ائبت آن علاقة ڈ8 تكون متناظرة إذا وفقط إذا ‏ !87 - 8. 


82 إذا ۸ متناظرة. 

(a, JER به) © 8ع (مرم) ه‎ ER" 
8 وبذلك "8 < 1 بالعکس, إذا ا ے‎ 

(a, JER > (a, JER’ روفغ‎ 7 
وبذاك تکون ۲ متناظرة‎ 


6 علاقات التجزكة والتكافؤ 
6 عرّف «تجزئة» على مجموعة. 
8 لتكن 5 أي مجموعة غير خالية. انعرف تجزئة ل 5 بأنها تجميع لمجموعات جزئية في 5 تسمی «خلایا»» بحيث أن كل 8 
في 8 تنتمي إلى خلية واحدة وواحدة فقط. 
المسائل 69.6-67.6 تتعلق بالتجميعات التالية لمجموعات جزثية في (1.2,3,....8,9) > : 
3 (19) ,( ققش2 )] بط 2,4,8,9},(3,5,6( ,)1,5,7([= Py‏ [(1,3,6(,)2,8(,)5,7,9)] حرم 
6 : هل ,7 تجزلة ل ×؟ 
8 لا لأن 4 تنتمي إلى , ولكنها لا تنتمي إلى خلية 
66 هل ,7 تجزئة ل )(؟ 
# لا لأن 5 تنتمي إلى , ولكنها تنتمي إلى خليتين مختلفتين 
6 ھهل و٣‏ تجزثة لہ ×۹ 
8# نعم؛ لأن كل عنصر في © ينتمي إلى خلية واحدة فقط. بشكل مكافىء: الخلايا منفصلة واتحادھا ×. 
6 أوبجد كل التجزءات ل (لعرطية) ‏ × 
الاحظ أولاً أن كل تجزنة ل كا تحتوي على 1 أو 2 أو 3 أى 4 خلايا. التجزءات تكون كما يلي! 
(D [(a,b,e,d}}‏ 
l(a}, (b,c, d}},l{0}, {a, e, d}}, [(c}. (a, b, d}},{{4), (a, b, e},‏ ری 
[{a, b}, (<, d}], [(a, e}, (2, 4)}, [(a, d}, {b, e}‏ 
G) l(a}, {B), (e, d1, [{a}, (c}, {b, d}}, {a}, {4)}, {b, e},‏ 
{e}, {a, 4], [{B}, {4}, {a, e}}, le}, {4}, (a. b}‏ ,}4{( 
l(a}, {0}. {e}, {a}‏ 4( 
عتاف نة هى تبروا ل ع 
6 لتكن (K«)؟‏ ممثلة لعدد التجزءات لمجموعة 5, عدد عناصرھا ہ, إلى عدد » من الخلایا ' (ھ...,2,] <0 . اوجد صیغة 
تكرارية من ۴)١,K(‏ واستخدمها للتحقق من نتائج المسألة 70.6. 
028 ليكن ط عنصراً مميزاً في 5. إذا كان نا يشكل خلية؛ فإنه يمكن تجزكة 5-8 إلى (۸-1) خلية بعدد (1)8-1.6-1 من الطرق. 
من جهة أخرى؛ كل تجزئة ل 5-8 إلى ٠‏ خلية يسمح بضم 8 إلى خلية بعدد 1 من الطرق. نكون بذلك قد بينا أن 
f(n, k)= f(n =1, k =1) + kf(n =1, Kk)‏ 20 


وهي الصيغة التكرارية المطلوبة. 


72.6 


73.6 


15.6 


76.6 


776 


78.6 
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إن حل (1) في شكل مثلث باسكال 


یؤکد المسالة 10.6. 

ما هي علاقة تكافؤ؟ 

8 نقول عن علاقة 1 على مجموعة 4 بأنها علاقة تكافؤ إذا كانت انعكاسية؛ ومتناظرة, ومتعدية. [من الواضع أن المساواة 
العادية نموذج لعلاقات التكافق]. 

لتكن ا مجموعة المستقيمات في المستوى الإقليدي. بين آن 8 المعزفة بواسطة: «تكون موازية ل (1) أى منطقه مع (©. تكون 
علاقة تكافق على 1. 

88 بما أن 8< من أجل أي مستقيم في اء فإن 8 تكون انعكاسية. إذا 16. إذن لاط وبذلك تكون 8 مت 
وانا 115 و لا إذن هلاه أى =١‏ ۸ وبالتالي» تكون 8 متعدية. وبذلك. فإن 5 علاقة تكافق. 





في المجموعة بال للمسالة 73.6 هل العلاقة 8: «له نقطة مشتركة مع» علاقة تكافؤ؟ 
ال لا: مثلاء إذا كان 4 و © مستقیمین افقیین مختلفین, و ط مستقيما راسيا فإن 0 و ع5ط ولكن عقره . 
لتكن '7 مجموعة المثلثات في المستوى الإقليدي. بين أن علاقة التشابه 1 هي علاقة تكافق على 1 
8 كل مثلث مشابه لنفسه. وبذلك تكون 8 انعكاسية. إذا كان مثلث 0 مشابهاً لمثلث ط, فإن 8 يكون مشابهاً ل 4 وبالتالي, 
تكون 8 متناظرة. إذا كان 8 مشابهاً ل 5 و ا مشابهاً ل » فإن ۾ مشابه ل 6 وبالتالي. تكون 8 علافة تكافؤ. 
برهن أن العلاقة © لمجموعة احتواء ليست علاقة تكافق. 
ئک العلاقة © انعكاسية ومتعدية؛ ولكنها ليست متناظرة؛ أي أن ۷۵ لا تقتضی €۸ 8 
لتكن مجموعة الأعداد الصحيحة .2 وعدد صحيح ۱ . نقول أن × مطابقة ل ز, بمقاس ١‏ ونكتبها 
x = y{(mod nm)‏ 

إذا كانت (ا- قسومة على 3. بيّن أن هذا يعرّف علاقة تکافؤ على 2. 

8 من أجل أي × في 2 لدینا (50010)» = » لان 0= × ~ × قسومة على 0. وبذلك, تكون العلاقة انعكاسية. 
لنفترض أن (00410) = ». آي آن لا-» قسومة على 8 إنن « - لاك (لر-»)- قسومة أيضاً على 5 اي ان 
(50 004)* = ل. وبذلكء تكون العلاقة متناظرة 

لنفترض الآن xX s y(modm) j‏ رأن y = zmodm)‏ وبذلك يكون ل-× و 2-لر كلاهما قسوم على 8. إذن, 
المجموع 

مدع( - ) +زر-م) 

قسوم على 1 أيضاً؛ وبالتالي. (0 20000 = ×. أي أن العلافة متعدية. 
المبرهنة 2.6: إن تشابه المصفوفات علاقة تكافق 
ثبت خاصية الانعكاس في المبرهنة 2.6. [تذكر أن 4 تكون مشابهة ل 8 إذا كانت توجد مصفوفة عکوسة ٣‏ بحيث أن 
۲-۶ ھ .[A‏ 


8 المصفوفة المتطابقة عکوسة و !1-17 ہما آن 171۸1 ۸ إذن ۸ مشابهة ل ۸. 


6 ا البنی الجبریة 


79.6 


80.6 


31.6 


82.6 


84.6 


85.6 


86.6 


87.6 


اثبت خاصية التناظر في المبرهنة 2.6. 
.B = PAP' = (PJ) TAP”! jj ,A = PBP tij 8‏ 
المبرهنة 13.6: إن تطابق المصفوفات علاقة تكافق. 
برهن خاصية التعدية في النظرية 2.6. 
© إن P (QCQ)P = (PQ )C(QP) = (QP)'C(QP) iil B= Q"CQ y A = PBP‏ =4 
اثبت المبرهنة 3.6. [تكون ۸ متطابقة مع 8 إذا 7787 > ۸, من أجل مصفوفة ۶]۔ 
8 البرهان يمائل المسائل 80.6-78.6, بسبب “×۲ = "(¥×) و "را ) =( 
لتكن ۸ علاقة تكافؤ على مجموعة ۸. عرّف ەصنف تکافؤہ لعنصر ٥‏ في ۸, وآرمز له ب [ة]. 
8 إن صنف التكافؤ [4] هو مجموعة عناصر ۸ المرتبطة ب 4 أي (8 € (×م):×) = []. 
لتكن ۸ علاقة تکافؤ علی مجموعة ۸. عرّف مجموعة ەخارج قسمةء ۸ علی آ8, أرمز لها ب ۸/۸. 
8 4/۴ هي تجميع أصناف التكافۇ: أي (۸ ۱6 :[۸ا) < ال۸ 
المبرهنة 4,6: لتكن ۸ علاقة تكافؤ على مجموعة 8. إذن» مجموعة «خارج القسمة» ۸/۴ تشكل تجزئة ل ۸. 
اثبت المبرهخة 4.6. 
8# لیکن ٥‏ عنصراً إختيارياً في ۸. بما أن ۸ انعكاسية, إذن [۸] € ۵. لنفترض أن [ط] © ١‏ سوف نبين أن [2] = طا 
في الحقيقة. 
x€[b] 3 BRx ِ‏ 
لماك مجععه+ ور > a€fb] > bRa‏ 
وبالعكس. إذن» كل عنصر في 8 ينتمي إلى صنف تکافؤ وأجد وواحد فقط, وهذا يجعل ۸/۴ تجزئة ل 4. 
لتكن 2 علاقة التكافق التالية على المجموعة (1,2,3,4,5,6) > ۵: 
R = {(1,D, (1,5), (2,2), (2,3), (2,6), (3,2), (3,3), 3,6), (4,4), (5,D, (5,5), (6,2), (6,3), (6,6)}‏ 
أوجد التجزئة المدخلة بواسطة 8؛ أي أصناف تكافؤ 8. 
8 العناصر المرتبطة ب 1 هي 1 وک إنن (1,5) = [1]. نختار عنصراً لا ينتمي إلى [1], وليكن 2. العناصر المرتبطة 
ب 2 هي 2 و 3 و6 إذن (2,3,6) < [2]. العنصر الوحید الذي لا ينتمي إلى [1] أو [2] هى 4 والعنصر الوحيد المرتبط به 
هو 4. وبذلك, (4) = [4]. وبالتالي: فإن ((4) ,(2.3,6) ,(1))1,5 هي التجزئة المطلوبة. 
إن العلاقة ((3,3) ,(2,1) ,(1,2) ,(1,1)) - 8 هي علاقة تكافق للمجموعة (1,2,3) > 5. أوجد مجموعة «خارج القسمة» 
.SIR‏ 
# لديناء بسبب 8, أن (1,2) > [1), (12) =[2], و(3) =[3]. بسلاحظۃ ان 2[1] =[1]. يكون لدينا 
SIR = {1}, [3)‏ 

لتكن ,8 العلاقة على مجموعة الأعداد الصحيحة, المعرفة بواسطة (7005)لا 2 *. نعرف من المسالة 77.6 أن ,8 علاقة 
تكافق على 72. أوجد أصناف التكافق المدخلة. 
8 هناك عدد خمس أصناف تكافؤ مختلفة في يم2/5: 

,-7,-2,3,8,13,...( 

6-149,14( 


A, = (...,=10,—5,0,5,10,...} A, 
A, = (=9, =4, 1,6,11...) A, 
A, = )..,-9,-3,27,12...) 


يمكن التعبير عن أي عدد صحيح ٠×‏ وبشكل وحيد, في الشكل iı X= 5q +r‏ 0>۲44: ۸۲م 
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6 العمليات وأنصاف الزمر 
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97.6 


98.6 


99.6 


عرف «عملبة تنائية» 
نعرّف عملبة ثنائية [أى «عملية»] على مجموعة غير خالية 5 بأنها دالة * من 58×8 إلى 8. 

إذا كانت © عملية ثنائية على مجموعة 5. فإننا نكنب 86 أو 0 بدلاً عن (8.5) * إذا كانت 5 مجموعة منتهية: فإن 
العملبة يمكن أن تعطى بجدولها العملياتي. حيث المدخل في الصف المعنْوَن 2 والعمود المعدّرّن 6 هى ا4#. إذا كانت ۸ 
مجموعة جزئبة في 5, فإذنا نفول أن ۸ «مغلقة نحت » إذا كان 886 ينتمي إلى 4 من أجل أي عنصرين 2 و ا في ۸. 


المسائل 100.6-59.6 تتعلق بالمجموعات الجزئية التالية في مجموعتي الأعداد الصحبحة الموجبة :١N‏ 





3 عدد زوجي D = (2,4,6...) = {X:‏ (0,1) عدم 
(× عدد فردي :×) = (...,1,35) = B= {1,2) E‏ 
F = {2,4,8....} = (xix = 2" nEN}‏ )2 عدد أولي ) = © 


هل ۸ مغلقة تحت الضرب؟ 
الا نحسب: 00=0 0 0.1, 10-0 و 1 1.!. نعم, 8 مغلقة تحت الضرب. 


هل 8 مغلقة تحت الجمع؟ 
لاء لان 2 - | + !ء و2 لا تنتمي إلی ه. 

هل 8 مغلقة نحت الضرب؟ 

گا بما أن 22-4, وحيث أن 4 لا تنتمي إلى 8, فإن 8 ليست مغلقة تحت الضرب. 
هل 8 مغلقة تحت الجمم؟ 

8 لا لان 3= 2+ 1ء و 3 لا ينثي إلى 8 

هل © مغلقة تحت الضرب؟ 

گلا _ لاحظ آن 3,2 آولیان, ولکن 6= 2.3 ليس أولياً. إذن. © ليست مغلقة تحت الضرب. 
هل © مغلقة تحت الجمع؟ 

# الاء لان العنصر 5+ 8-3 لا ينتمي إلى © 

هل 8 مغلقة تحت الضرب؛ 

نے إن جداء عددين زوجيين هو عدد زوجي وبالتالي © مغلقة تحت الضرب. 

هل 8 مغلقة تحت الجمعة 

8 نعم, لأن مجموع عددين صحيحين زوجيين يكون عدداً زوجياً. 

هل 8 مغلقة تحت الضرب؟ 

8 جداء عددين فرديين هو عدد فردي, وبالتالي, تكون 5 مغلقة تحت الضرب 

هل 5 مغلقة تحت الجمع؟ 

© الالآن 8-5+3 عنصر لا ينتمي إلى 8. 

هل © مغلقة تحت الضرب؛ 


بما إن **2 > *2.2, إذن ۴ مغلقة تحت الضرب, 


8 0 البنى الجبرية 


100,6 


101.6 


102.6 


103.6 


184.6 


105.6 


106.6 


107.6 


108.6 


هل 1 مغلقة تحت الجمم؟ 
© لہ لان 64+2 الا ينتمي إلى ۴. 
عرّف عملية «تجميعية»؟ 
8 نقول عن عملية # على مجموعة 8 أنها تجميعية إذا (ع # () # هو عدء # (ط » 4). 
هل مجموعة الأعداد الصحيحة ,7 تجميعية؟ 
18 نعم 
هل الطرح في 7 عملية تجميعية؟ 
8 لا مار 6-2-4 - 2-(2-6!),. ولكن ‏ 8 - 12-4 = (6-2)-12. 
هل الضرب على :2 عملية تجميعية؟ 
#8 نعم 
هل العملية (0,م)×00ہ = و#م. المعزفة على 7 تجميعية؟ 
8 نم إذا أعطينا 7 © :,و,مء ليكن © »>د6 > 8 نسقها في الترتيب الطبيعي انی 
(p#q#r = (c#q)#r gi (p #c)#r gi (p# q) # e‏ 
= آو e‏ آي => أي 0*۲ أو = #۲ 
وبالمثل. ع * (: # ن) # م. 
هل الاسس في 2 عملية تجميعية؟ 
8 لاء مثلاً, إذا وضعنا “م 2 2#*5. إذن 
بع - ث4 - 22(5)  )2+2(+3-‏ ولكن ‏ 256 = 2° = "2= (2+3) +2 
لنفترض أن عمليةً [مكتوبة كجداء] على مجموعة 5 ليست تجميعية. كم طريقة يمكن بها كتابة الجداء 4064 للعناصر الأربعة؟ 
18 هناك خمس طرق لإدخال الأقراس: 4((طه)). )cd()ضa(« .a(b(cd)) gy «a((bc)d) «(a(bc(d)‏ 
المبرهنة 5.6: لنفترض أن * عملية تجميعية على مجموعة 5. إذن. كل «الجداءات» الممكنة لنونية مرتبة في 5 تكون 
متساوية. 
اثبت المبرهنة 5.6. 
يكون البرهان بالاستقراء على ه. الحالتان 1 -« و 0-2 صحیحتان بداهةٌ, والحالة 3 2 صحيحة لأن ‏ تجميعية. 
لتكن 3<« استخدم النرمیزات 
أي جداء د آیھ..يق,] و ہھ(.لہ٥(يقرھا)‏ ھ لمقسيقرة) 
سنبين الآن أن ليه...رقرة) - [,ة...رةرة]. في الحقيقة. بما أن [,8,8,...3] ترمز إلى جداء ماء فإنه يوجد عدد >۲ 
بحیث آن ‏ لہق.پقالرھ.یشبة] < [ية...رة,ة]. وبالتالي. وبالاستقراء [المسالة 17.6], 





(یہ رببهلية ١‏ يفره] > [يه* ٠‏ ببيف][يه ٠٠ ١‏ يفره] > زمه ٠١‏ : يمرت 
J((@,4, °°° a, Ja,) = (la, °°° a, (a, °°" 2,-, (a,‏ 4,۰2( * 


=a, ‘a, _,]a, = (a, 00 ديه‎ Ja, = (aa, ** A) . 








وبذلك؛ يتم إثبات المبرهنة. 
لذلك, فإننا عند تعاملنا مع العمليات التجميعية نهمل الأقواس ونكتب ببساطة .#8 ... #ية © ب3. 
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110.6 
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114.6 


1156 


116.6 


117.6 


1156 
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عرّف «نصف زمرة». 
کا هي مجموعة 5 عرفت عليها عملية تجميعية #. نرمز للزمرة ب ( ©,5) أى ب 5 فقط عندما تكون العملية مفهمومة. 
عرف «عنصر مطابقة» من أجل عملية # على مجموعة 8۔ 
8 یکون عنصر ٤‏ في 5 عنصر مطابقة من أجل # إذا مع # م ع ع 23 من أجل أي عنصر 5 في 5. بعمومية أكبر. يكون 
© عنصر مطابقة أيمن إذا 8 ٦‏ من أجل کل ٥‏ في 5. وعنصر مطابقة أيسر إذا 4= و#ع من أجل كل ۾ في 5. 
[لاحظ أنه ليس من الضروري أن يكون لعملية عنصر مطابقة آیمن أو ایسر] 
ليكن © عنصر مطابق ايسر و ؟ عنصر مطابقة ایمن لعملیة ٭ بین ان emf‏ 
8 بما أن ع عنصر مطابقة آيسرء = #۴ ولکن بما آن ۴ عنصر مطابقة آیمن إذن =١‏ #ء وبالتالي :سب 
تخبرنا هذه النتيجة بخاصة, بآن عنصر المطابقة وحيد. وانه إذا كان لعملية أكثر من عنصر مطابقة ايسر [أيمن] واحد. فلبس 
لها عنصر مطابقة أيمن (آیسر) 
8 لا یوجد عنصر مطابقة على 2! 1= ٠‏ من اجل ل 
هل للعملية في المسألة 105.6 عنصر مطابقة عندما تعرّف على 2؟ على 81؟ 
8# الا يوجد عنصر مطابقة على 2؟ ! > ه من أجل ١‏ 
عزف «قانون الاختصار الأيمن والايسر» من أجل عملية # على مجموعة 8. 
گا العملیة # على 5 تحقق قانون الاختصار الأيسر إذا 
٤طت‏ = ab‏ تقنضی >٥‏ طط 


وقانون الاختصار الایمن اِذا 
#a‏ 





عرّف عملية «تبديلية,؟ 
ل8 | تكون # عملية تبديلية على 5 [أى تحفق «قانون التبديل»] إذا 2 8# - 286 من أجل كل 8,6 في 5 
لیکن لیکن ل * على 58 عنصر مطابقة (وحيد) ©. ما المقصود «بمعكوس» عنصر 2 في ۹8 
للا يكون ١‏ معكوساً لعنصر ه فى 5, إذا غ ع #2( - 485 
لنفترض أن ل 5 عملية تجميعية بعنصر متطابق 6. بین أنە يكون لأي عنصر 8 في 5 معكوس واحد على الأكثر. 
# لیکن ٹ و '8 معكوسين ل 24. إذن 
طس ع # 5ع (ط 6# 5# إلى گے اکن 'را٭ زع ٭ئ) 

بما أن 5 تجميعية, إذن ('2#6) #ط - 'ط* (ه 8 5)! وبالتالي. '5 2 ط. 

المسائل 120.6-117.6 تتعلق بعملية أخذ المضاعف المشترك الأصفر: (00©ورم) (و,م).1.»8 عن »م 
إحسب 486 3#5 #18 9 الى 186 

© بماأن از ** تعني المضاعف المشترك الأصفر ل* ول إذن 4#6=[12 3#5=15 18- 18 »3 
1#6=6. 
هل )۸N.#(‏ نصف زمرة؟ هل هي تبديلية؟ 


Bl‏ نبرهن في نظرية الأعداد أن (ء0#) 4# = ء#(ط#): أي أن العملية 1.٥‏ تجميعية. وبما أن 0# = #0 اي 
أن العملية تبديلية. وبالتالي. تكون (*,]8) نصف زمرة تبديلية. 





أوجد عنصر المتطابقة ل # 


# العدد الصميح 1 هى عنصر المطابقة, لان 1.6.8 ل 1 وأي عدد صحيح مرجب 8 هو 8 


270 


120.6 


116 


122.6 


123.6 


124.6 


125.6 


126.6 


127.6 


128.6 


129.6 


3 البثى الجبرية 


ما هي عناصر N‏ إن وجدت, التي لها معكوس؟ 


ھ بما أن 1< ((طية)5.ه.! إذا وفقط إذا 





فإن العدد الوحيد الذي له معكوس هو !, وهي معكوسه 
نفسه: 


المسائل 25.6-121.6! تتعلق بالمجموعة © (مجموعة الأعداد المنطقة) والعملية * المعرف علسى © بسواسطة 
و ا ری 


أوجد (5-) © #4,2 3 اى 1/2 »7. 
ل 5- 12 - 3+4 > (3()4) -4 + قع3»4 
10-7 + 5- 2ه رك-)(2) - (5-)2 - (5-) +2 
4 (7)1- 7+4 7*4 
هل (#,0) نصف زمرة؟ 
8 حدد عما إذا کانت # تجميعية: 
(a*b)*c = (a + b ~ ab)*c = (a + b ~ ab) + e“ (a + b~ ab)e‏ 
b~ ab + e — ac ~ be ‘F abc = a + b + ce“ ab ~ ac ~ be + abe‏ + @ = 
a*(b*c) = a» (b + c = be) = a + (b + e— be) ~ a(b + e“ be)‏ 
a+ b+ e = be~ ab ~ ac + abe‏ = 
وبالتالي؛ تكون ٭ تجميعية و (#,0) نصف زمرة. 
هل * تبديلية؟ 
18 م 5# وط - و+ زاك زو - ا+ ح - 0 *3؛ وبالتالي» © تبديلية. 
أوجد عنصر المطابقة من أجل *# 
8 جع و»280-0#. إذن, 0 هو عنصر المطابقة. 
هل يكون لأي عنصر في © معكوس؟ ما هو؟ 
8 لكي يكون ل ة معكوس »× يجب آن يكون لدينا 0= ×4#. لأن 0 هى عنصر المطابقة. نحسب كما يلي: 
a#x=0, a+x-ax=Û, a=ax¬—x, a=x(a—l), x=a/fa~—i)‏ 


وبذلكه إذا 22*21 يكون ل ۵ معكوس وحيد (4/)4-1 
المسائل 28.6-126.6 تتعلق بمجموعه غير خالية 8 والحملية + ع ط 8# 


هل العملية تجميعية؟ 

18 نعم لدينا في الحقیقة وح #م - »8 (ط 8 0 ى اوت (#م- ل 08 #ى 

هل العملية تبديلية؟ 

# إذا كان ل 5 أكثر من عنصر واحدہ فإن # ليست تبديلية. تحديداً. من أجل ط* م, سے 8# ولكن 5- ٭ط 
بِيّن أن قانون الاختصار الأيمن يتحقق. هل يتحقق قانون الاختصار الأيسر؟ 


#8 لنفترض أن ء*#طعدء*4#. لدينا د=ء#ه وط=١٠#ط‏ إذن 8>-4. قانون الاختصار الأيسر لا يتحقق. مثلاً, 
من أجل #ط. بظل لدينا (2ع)» ٭: ے ط ٭8۔ 


لتكن 5 مجموعة رموز. عرّف «نصف زمرة حرة» على 3. 
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نعرّف «كلمة» على 5 بأنها متتالية منتهية من عناصرها. مثلا. «اطهده » ۷و درا٥ہہ‏ < لا كلمتان على (عرطنهة) - 8 
عند مناقشة الكلمات على 5, نسمى 5 غالبا «الالفبائية» وعناصرها «الحروفء. وللملاءمة, نعتبر المتتالية الخالية. والتي نرمن لها 
ب 8 أى !, بأنها أيضاً كلمة في 5. وسوف نختصر ترميزنا بكتابة 82 بدلا عن 4ه 50 بدلاً عن 2هه, وهكذا. ونرمز, عادة. 
لمجموعة كل الكلمات على 5 بواسطة 8# 

ننظر الآن في كلمتين نا و لا على 5. يمكننا تكوين كلمة /الا بكتابة كل حروف لا بعد حروف لا. مثلاہ إذا کانت لا و ۷ 


الكثمتين اعلاہ إذن 
UV = ababbactba = abab*acba‏ 
هذه العملية تسمى «تنضيداء من الواضح أن العملية تجميعية. وبذلك تكون مجموعة الكلمات على 5 نصف زمرة تحت عملية 


1 وتسمى نصف الزمرة. هذهء «نصف زمرة حرةه على 58 [أو مولّدة بواسطة 5]. من الواضح أن الكلمة الخالية © عنصر 


مطابقة من أجل نصف الزمرة وآن نصف الزمرة تحقق قانوني الاختصار الايمن والأيسر. 





6 الزمر والزمر الجزئية 


130.6 


131.6 


132.6 


133.6 


134.6 


135.6 


عرف «زمرة» 
8# لتكن 6 مجموعة غير خالية بعملية ثنائية. إذن» تسمى 6 زمرة إذا تحققت الموضوعات التالية: 

1 6] «قانون التجميع»» آي آن یکون لدینا  )0٥(‏ - 36(6) من أجل أي 2. 6 © في 6. 

[ر6] «عنصر المطابقة». أي آنه يوجد عنصر 6 في 6 بحيث آن ae = ea =a‏ من أجل أي عنصر 2 في 0. 
[ي6] «المعكوسات». أي أنه يوجد. من أجل كل 2 في 0. عنصر 87 [معكرس 4] في © بحيث أن معدو 
[[,6] ر [,0] تحولان نصف زمرة إلى زمرة]. 





عرّف زمرة دابیلیةء۔ 

© من أجل 8 و 5 في‎ ab = ba نقول عن زمرة © أنها ابيلية [أى تبديلية] إذا تحقق قانون التبدیل, آي إذا‎ mH 

عندما يرمز لعملية ثناث بواسطة كتابة العناصر متجاورة كما أعلاه, فإننا نقول أن الزمرة 6 مكتوبة في «ضربياء. وعندما 
تكرن © أبيلية» فإن العملية الثنائية تكنب مجثعياء ويرمز لذلك ب + . في مثل هذه الحالات: يرمز لعنصر المطابقة بواسطة 0 
ويسمى «العنصر الصفري». ويرمز للمعكوس بواسطة (-) ويسمى «سالب» 8. إذ! كانت 4 ى 8 مجموعنين جزثيتين في 6, 
فإننا نكتب عندئذ 














A +B = (a +b:aEAbEB}) yl AB = (ab:a€A,bEB} 
ويطلق على عدد العناصر في زمرة © اسم مرتبة 6 ويرمز له بواسطة |6| . وتكون 6 زمرة منتهية لذا كانت مرتبتها منتهية‎ 
أي المجموعات التالية تكرن زمراً تحت الجمع: ©,81,2,0,1؟‎ 
گلا إن كل واحدة من مجموعات الأعداد الصحيحة 2, والأعداد المنطقة ©. والأعداد الحقيقية ۸ والاعداد العقدیة ©. زمرة‎ 
.0€۸ فلا تشكل  زمرة تحت الجمع. لأن‎ ١ (أبيلية) تحت الجمع. أما مجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة‎ 
مجموعة الأعداد المنطقة غير الصفرية (01)0© تشكل زمرة أبيلية تحت الضرب. ما هى عنصر المطابقة, وما هي المعكوسات؟‎ 
للا العدد المنطق ! هى عنصي المطابقةء و ۹/8 هو المعكوس الضربي للعدد المنطق 0م‎ 
لتكن 5 مجموعة المصفوفات 5×8 ذات المداخل المنطقة, وعملية الضرب المصفوفي. هل تكون 85 زمرةة‎ 
الا. رغم أن ضرب المصفوفات عملية تجميعية. ولها عنصر مطابقة 1 [بمداخل منطقة]: إلا أن 5 ليست زمرة حيث أن‎ © 
المعكوسات لا توجد داثماً‎ 
إن المجموعة © للمصفوفات 8 غير الشاذة تشكل فعلا زمرة تحت عملية الضرب. ما هى عنصر المطابقة. وما هي‎ 
المعکوسات؟‎ 


2 تا البنی الجبریة 


16 


176 


138.6 


139.6 


140.6 


141.6 


142.6 


143.6 


144,6 


8 عنصر المطابقة هو المصفوفة المتطابقة 1. ومعكوس 8 هو المصفوفة العكسية '87. هذا مثال عن زمرة غير أبيلية» لآن 

الضرب المصفوفي غیر تبديلي. 

ما هي «الزمرة المتناظرة ذات الدرجة 8 

® هذا اسم آخر من أجل ,5 لتباديل ) (1,2.....0 تحت عملية التركيب [انظر مسالة 54.4], 

أوجد عناصر الزمرة المتناظرة ,5 وجدولها الضربي. 

08 يكون ل ,5 عدد 6 !3 من العناصرء كما يلي 
23 1(_ 23 1( 3 
3 3 =4 320 حم j)‏ 
23 ذبن VS‏ 23 1( 
(2 1 ژاءہ اج )= وو )2ه 


ويظهر الجدول الضربي ل ,5 في الشكل 9-6 





و انض ‘Û om o e‏ 
صم وم لوم ث ¢ nj‏ 
ب لوم ب e‏ يه | 
وم dh «oy‏ # ٔ | ته 
م بھ يہ بہ یہ Mj‏ شکل 9-6 
e 7‏ ره وه پ+ ‏ ۶ئ 


المسائل 142.6-138.6 تتعلق بزمرة © ذات عنصر مطابق ©6. 
بين آن عنصر المطأبقة 6 وحيد. 
# ينتج ذلك من المسالة 111.6. 


بين أن المعكرس 
8 يتبع من المسالة 116.6. 


”هة لاي عنصن عنصر 8 في © وحيد. 


اثبت تحقق قانون الاختصار الأيمن والأيسر في 6. 
8 إا ab =a‏ إن ¢ = eb = )a "2b = a )ab( = 4)2) = (a2 = ec‏ = ا. بالمٹل إذا هه ع وم إذن 


عدم 


بِيّن آن 38( 3) من أجل أي عنصر 8 في 6. 
٣٠ے‏ اھ وبالتالي, يكون 4 معكوس '-4؛ اي آن !8797 -4. 





8 ہما ان سے معكوس 4 إذن © 2 8 
بین ن أحوا تك ١‏ زمم). 

.0 "4  نوكي وبذلك‎ .)a()0”'47( =e بالمشل»‎ .)0 7 ))aط(‎ = b^) a ab = beb = b "eb = bb =e گا‎ 
معکوس ه؛ آي أن !۵5(7) ٭ !ھا ”ط۔‎ 

عرف «زمرة جزئية» في زمرة. 

8 تكون مجموعة جزئية 211 في زمرة 6 زمرة جزئية في 6 إذا کانت 11 نفسها تشكل زمرة تحت عملية 0. 

لتكن 11 مجموعة جزئية في زمرة 6. أثبت أن 81 تكون زمرة جزتية في © إذا () كان عنصر المطابقة © ينتمي إلى 11 (11) كانت 
1 مغلقة تحت عملية 6 (111) 4] مغلقة بالنسبة للمعكوسات [أي. إذا 611ھ إذن 6۶1 ]۔ 
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گلا 1 غير خالية وتحتوي عنصر مطابقة بواسطة (). العملیة معرّفة جیداً علی 11ء بواسطة (11) المعکوسات موجودة على 
بواسطة (111). أخيراً. يتحقق قانون التجمیع علی 11ء لأنه يتحقق على ©. وہذلااہ تكون 14 زمرة جزثیة: © 

6 لتكن زمرة الأعداد الصحيحة 2 الاعداد الصحيحة :2 تحت الجمع. ولتكن 11 المجموعة الجزثية في 2 لكل مضاعفات عدد صحيح 
mm > |‏ ر230 ى0 لہ 201- ,380- ,...) - 1 بين أن ]1 زمرة جزتية في 2 
E‏ () ۴ تحتوي عنصر المطابقة 0 ل 2 (8) إذا ٢ہ‏ و ہہ أي عنصرين في ۴ إذن 7 +۶) < لم ۲٥٢۹+‏ عنصر فی 8 
ایشا (1) إذا 50 أي عنصر في 11 إذن سالبه ۲۳~ ينتمي أيضاً إلى #. 

6 لتكن 6 زمرة ماء و أي عنصر في 6. عرف «الزمرة الجزثية الدورية» المولدة بواسطة 4 والتي يرمز لها ب (80)0۔ 
8 نعرف کالمعتاد ٠‏ ے !”ےت ع "هم ي و"و= "*"ه. من الواضى إن "*"و- "و"م الى "و= "4 من 
أجل أي عددين صحيحيين 38 و 8. لتكن (80)3 مجموعة كل قوى ۵: 


0 


إذن, (8500 تحتوي © وتكون مغلقة تحت عملية الزمرة. وتحتوي المعكوسات. وبذلك. تكون ۵۶)٥(‏ زمرۃ جزكية في 6 


gp(a)= (...,a a e, a. 





46 ليكن ۸ آي عنصر في زمرة 6. صف الزمرة الجزئية الدورية ()2 عندما تکون (۶)0ع منتھیةء وعرف مرتبة د 
© إذا كانت (مامع منتهية, فإن بعض قوى ۸ ليست مختلفة؛ مثلاًء 
0< یس 





عندما ٭<8. إذن, عت" ل حیث 





ن أصغر عدد صحيح موجب "۳ بحیث ٤‏ - 3 يسمى مرتبة 4 ونرمز له بل |18 . 
يكون لزمرته الدورية الجزثية 8 عنصراً: ' (1-*0...,ثهيه») - )مع [إذا (۵)جع ليست منتهية: إذن 





اذا =m‏ 
نعرّف 0- |18]۔ 
المسائل 151.6-148.6 تتعلق بالزمرة (۱,2.3,4,5.6) < 0 تحت عملیة الضرب بمقاس 7 


6 أوجد الجدول الضربي ل 6 


# لإيجاد #6 في . نبحث عن الباقي عن تقسيم الجداء ناه على 7. مثلاًء 0 - 5.6, وهذا يعطي باقياً 2 عند القسمة 
على 7؛ وبالتالي» 2 - 5*6 في 6. يظهر الجدول الضربي ل 6 في الشكل 10-6 


شكل 10-6 





6 اوجد !2-1316 
© يبين شكل 10-6 أن 1 هو عنصر المطابقة ل 6. تذكر أن 2 هو ذلك لعنصر في © الذي يحقق - 'ھھ. وبالتالي 
یپوی بیو ور وہ 

6 اوجد الزمزتين الجزثيتين المولّدتين بواسطة 2 و 3 ومرتبتيهما. 


@ لدينا 2ے ے 2ے 4ع22, ولكن 2-1 وبالتالي» |3 |2 و  )1,2,4(‏ (2)مع. ولدينا 3ع '3, 
35-6 3=4 5 =3 وبالتالي 6= |3| و 20 (3)مع 






6 هل 6 دورية؟ 


8 © دورية لأن (3)مع - 0. 


174 


152.6 


153.6 


154.6 


155.6 


156.6 


157,6 


158.6 


159.6 


تا البنى الجبربة 


لتكن 11 زمرة 
لیکن 8 أي عنصر في 6. إذن: تقول عن المجموعة (]1 © #:هط) > 118 بأنها مجموعة مصاحبة یمنی “11 بالمٹل: 
تسمى 815 مجموعة مصاحبة يسرى ل11. 

المبرهنة 6.6: لتكن 14 زمرة جزئية في زمرة 0. إذن: المجموعات المصاحبة اليمنى 11 تشكل تجزئة ل 6. 





في زمرة 6. عرّف «مجموعة مصاحبة» يمنى (یسری) ل 1 


أثبت المبرهنة 6.6. 

8 نعرف العلاقة ۴۸ على 6 بواسطة 44 ع6 <> ط4۸ . سنبين أن 8 علاقة تكافق. 
بن یی ۷۷۷۶۷۹۳١‏ 

)0 وجرم ج جورعے > a="‏ $ مھ > 5۸۵“ إ8 متناظرۃ]۔ 


7 او 60 با متسرة 
و cpp) 2 <=(h)a > ceHa > aRe‏ > 5 ال متعدیة] 


لديناء تحت 1, أن 118 > [8], وبذلك فإن المبرهنة 6.6 تتبع مباشرة من 4.6. 
لتكن !1 زمرة جزئية منتهية في 6. بيّن أن يكون ل 1]: وأي مجموعة مصاحبة 18ء نفس العدد من العناصر. 

8# لتكن ( ابر ط۸) = 11 حيث يكون ل]1 عدد ٢‏ من العناصر إذن (قيال..بقرطيفيا!) > 812 ولکن رط قرط 
,۳ وبالتالي؛ فإن العناصر ال المذكورة في 112 مخلفة 
الميرهنة 6 (لاغرائج): لتكن 11 زمرة جزثية في زمرة منتهية 0. إذن» مرتبة 1] تقسم مرتبة © 
اثبت المبرهنة 7.6. 

# لنفترض إن ل آ8 عدد ۶ من العناصر, وأن هناك 5 مجموعة مصاحبة يمنى مختلفة. من المبرهنة 6.6. تشكل المجموعات 
المصاحبة تجزئة ل 0 ومن المسالة 6 يكون لكل مجموعة مصاحبة ؟ عنصراً. إذن: يكون ل 0 عدد 58 من العناصرء وبذلك 
مرتبة !1 تقسم مرتبة 6. 
لتكن ‏ زمرة جزثية في زمرة 6. عرف «دليل» ۴ في 0 والذي يرمز له ب [6:11]. 

# يساوي دلبل 81 في 6 عدد المجموعات المصاحبة اليمنى (الیسری) المخطفة ل ٨‏ في 6. إذا كانت 6 منتهيةء فإن 
۱( ٭ زیر:ن): 
لتكن ۲١‏ زمرة جزئية في زمرة . عرّف «منظومة ممثلة للمجموعات المصاحبة» من أجل 11 في 6. 
8 تكون مجموعة جزئية © في 0 منظومة ممثلة للمجموعات المصاحبة ل 11 إذا كانت © تحتوي تماماً على عنصر واحد فقط 
من كل مجموعة مصاحبة. يسمى عنصرء مثل هذاء ممثلاً للمجموعة المصاحبة. 
لتكن 11 زمرة جزئية في زمرة منتهية 6. كم توجد منظومة ممثلة للمجموعات المصاحبة من أجل ۴؟ 
ھ هي عبارة عن العدد |۲١|‏ لطرف اختيار عنصر من أي مجموعة مصاحبة [انظر المسالة 154.6], وهناك []0:1] مجموعة 
مصاحبة مختلفة, وبالتائي» فإن العدد المطلوب هو سال 

في المسائل 161.6-159.6, ترمز 2 إلى زمرة الأعداد الصحيحة تحت الجمع؛ وتكون ‏ (..,10 ,5 ,5 ,0 ,5= ٠٠710,‏ 
الزمرة الجزئية في < المتكونة من مضاعفات 5 





أوجد المجموعات المصاحبة ل 11 في 2. 
هناك خمس مجموعات مصاحبة [يسرى] ل 1 في 2, وهي كما يلي: 
...38:3 2ے 7س یں ) - ٭ 3 }...,10 ,5 ,0 ,5= ,10~ ,...{ = O+H =H‏ 
)...,14 ,4,9 ,1= 6س ى...) = FH‏ 4 1ب6 کے وس ٭ ۲+۲ 
...12 ,27 3-,9- ...)+2 
أي مجموعة مصاحبة أخرى 80 + ١‏ تنطبق على واحدة من تلك المجموعات. 





160.6 


161.6 


162.6 


163.6 





165.6 


166.6 


167.6 


168.6 


169.6 


الفصل 6 0 175 


أوجد دلیل 11 في 2. 
8 رغم أن 11 و لانهائيتان كلاهما. إلا أن دليل 11 في 2 عدد منته. تحديداً 5- 2:1811]. وهى عدد المجموعات 
المصاحبة. 
أوجد ممثلي المجموعات المصاحبة ل ]1 في 2 
8 اختر عنصراً واحداً تماماً من كل مجموعة مصاحية! مكلا  )0,1,2,3,4(‏ أي (1,0,1,2,3-) 

المسائل 166.6-162.6 تتعلق بالزمرة المتناظرة ,5, التي يظهر جدولها الضربي في شكل 9-6. 
أوجد مرتبة كل عنصر في ,5: والزمرة الجزئبة المولدة بواسطة 
8 عدای إذن اعاها فى (ع) - 6مه بم -إه؛ €= وبذلك 2د ايها و (عه) 2 رمام 
بالسٹل 2 > إيها) (عړټ) = رړټ)مي و 2- أيه|. (رى) ‏ (رم)مع . لدينا 

A=, = 9 ,هين‎ >8 

وبالتالي» 3- ايها فى (يؤ.رو,ع) - (فامع. أيضاً ید یو[ × و 8 - يور - 47؛ وبالتاني. 3- إروا 
و (رشبرفع) > (رهامع. 





هل يمكنك إيجاد زمرة جزئية ١‏ من المرتبة الرابعة؟ 

إن مرتبة ,5 ستة. من مبرهنة لاغرافج؛ لا بد أن نقسم مرتبة 14 مرتبة ,5. وبالتالي. لا توجد زمرة جزئية من المرتبة 

الرابعة. 

لتكن (ړهره) =۸ و (يشرة) - 8 ایجد (0) ظ۸ (ب) یہد (ع) يكف 

8 اضرب کل عنصر من ۸ في کل عنم لہ تا: ر26 ,۰64 بوره 53 ‘G0,‏ ب© > يوي ٠‏ وبالتالي, 
ر ) = 8 (ب) أضارب يه فسي كل عتصر ہ۸ شن ,240 ,00 يو > ر60. وبسالتسالسي. 
(ليؤرة) > خره : (ج) اضرب كل عنصر ل 4 في 0: ,0 = ا0ر = ر66 . وبالتالي. (يه4) - يهم 








لتکن p0‏ = و .K = 8p)‏ هل 8K‏ زمرة جزثية في ,15 

K= {E.0} H= {E6} ©‏ وهي ليست زمرة جزثية في ,8 لأن ل ١۸‏ أربعة عناصر. [قارن بالمسالة 163.6] 
هل ,5 دورية؟ 

8 ٍ8 لیست دوریة: لأنها غير مولدة بواسطة أي عنصي من عناصرها 

إذا كانت ۴ زمرة جزئية في 3 بيّن أن HH =H‏ 

8 بما أن !1 مغلقة تحت عملیة 6, يكون لدينا !1 © 1111. من جهة أخرى. لنفترض أن 11 © 8 بما أن # زمرة جزئية. 
فإن عنصر المطابقة © ينتمي إلى ۴. وبالتالي 14/1 © 8 > 8©. وبذلك 1411 © 11. نحصل من التضمينين على 11 > 1181 
بِيّن أن 110 > ه11 إذا وفقط إذا 11 6 !طھ۔ 

tij E‏ لت 19ا إذن ۸= 6۴# د. وبالتالي» يوجد 14 © 8 بحيث أن 2-50 ربذلك ينتمي 8ع '-6ة إلى 
. نفترض؛ من جهة أخرى, أن آ8 >6 !5ه ع 5. إذن. 18ا > هط > ه. ولكن 18 © ه. ربذلك. ۵> 8اا لان 
المجموعات المصاحبة تشكل تجزئة ل 6. 

لتكن 0 زمرة منتهية مرتبتها 8. بين أن اع > ”4 من أجل أي €6 4 


8 إذا ص إ(ه)مع|ء إذن >> کھ من مبرهنة لاغرانج» 10 تقسم ١‏ ليكن. ۲" = 0. إذن» 
a" = a" (a =e" =e‏ 


6 0 البنی الجبریة 


6 زمر جزئیة ناظمیةء زمر عاملیةء تشاکل زمر 


170.6 


171.6 


172.6 


173.6 


174.6 


175.6 


عرّف أزمرة جزئية «ناظمية» في زمرة .G‏ 
8 نقول عن زمرة جزثية ]1 في 0 أنها زمرة ناظمية إذا ]1 8-1842 من أجل كل © © 8. بشكل مكافي» تكون 
ا ناظمية إذا 88 » آله من أجل كل 460. 





لتكن © زمرة مصفوفات 2×2 غير شاذة, تحت عملية الضرب المصفوفي. ولتكن 31 مجموعة جزئية في 6 متكونة من 
ںہ و 000 3 8 

المصفوفات المثلثية السفلية. أي مصفوفات في الشكل ( ؟). ئن ان کا زمرة جزئية في ت ولكنها ليست زمرة جزثية 

1 SE 


8 1 مغلقة تحت الضرب المصفوفي. والمعكوسات والمصفوفة المتطابقة 1 تنتمي إلی 1 وبالتالي؛ تکون آ1 زمرة جزثية في 
6. ولكن ۴ ليست ناظمية لان 

1 2°71 O1 2) 3 “21 0/1 2١ 1س/‎ 4 

(Û DG = 00 00 7(-) $)‏ 37 ) 
مثلاً. لا تنتمي إلى 8 
لتكن © زمرة المصفوفات في المسالة 6. ولتكن )1 مجموعة جزثية في © متكونة من مصفوفات تساوي محدداتها 1. بين 
أن 5 زمرة جزئية ناظمية في 0. 
8 بما إن 4881-1 فإن 1 تنتمي إلی کا إذا كانت ل ى 8 في عل فان 1= )1)41( = )8 det (AB) # (det A)(det‏ 
وبذلك تنتمي 8 إلى . أيضاًء 1 - خ8ع4/! - :7م :08. وبذلك تنتمي إلى ك. إذن» تکون × زمرة . بالإضافة 
إلى ذلك. يكون لدينا ١‏ + (06-81). وبالتالي. تنتمي ×4× إلى . وبذلك. تكون 15 زمرة جزئية ناظمية في ©. 





لتكن زمرة التباديل ,5: التي يظهر جدولها الضربي في شكل 9-6 هل الزمرة الجزئية (,8.6) > ]1 ناظمية؟ 
#ا تكون المجموعات المصاحبة اليمنى واليسرى ل 11 كما يلي: 


المجمسوعسات المصاحبة اليمنسى المجموعات المصاحبة اليسرى 
(ر6,ع) < 11 (برع) < لا 
Ho, = {4 0,)‏ 4,0,0{ = 
لوك برة) > Ho,‏ 0,0( = ر 


بما آن 24,81 114 إذن 1ط لیست زمرة جزئیة ناظمیة في ,8. 

بين أن أي الزمر جزتية 11 في زمرة ابیلیة ‏ تکون ناظمیة, 

# اليكن 8 أي عنصر في 4 وليكن ج أي عنصر في 6. إذن. ط- ع ع( ع هطع تنتمي إلى 18. وبالتالي» تكون ۴ زمرة 
جزئية ناظمية. 

لتكن 14 زمرة جزثية. و × زمرة جزئية ناظمية. في 6. اقبت أن 1۲K‏ زمرة جزئية في 6 [راجع المسالة 165.6]. 

8 يجب أن نبين أن 1016© © وأن 1416 مغلقة تحت عملية الضرب والمعكوسات. بما آن ۴ و × زمرتان جزئيتان» إذن 
عه إلى 1 © وبالتالي ٤-٥٥‏ تنتمي إلى کک لیکن × و لر عنصرين في ا إذن» ,=× و يكلوة > ر 
حيث --- 1 1پ 

راا(ی'لم:ا'(۸1)رطل ۸< مملرجل 1 دور 
ان إذن 6۴۸ ط۸ و 15 © كالرطركا'82). ويذلك. 





بما أن × تاظميةء إذن ک6 یف وبما أن 14 و >1 زمرتان جز 
«xy € HK‏ وبالتالي تكون 81 مغلقة تحت الضرب. لدينا أيضاً أن 


x7 a (hk) = kh = hk ا‎ 


176.6 


177.6 


178.6 


179.6 


180.6 


الفصل 6 0 177 


ہما آن کا زمرة جزئية ناظمية. إذن تنتمي 71877 إلى . أيضاًء نننمي ۸7 إلى ]1. وبذلك. 1104 6 ×٢‏ اي ان ×8 
مغلقة نحت عملية المعكوسات. وبالتالي؛ تكرن 8K‏ زمرة جزئية 





المبرهنة التالية تعزف «زمرة خوارج الفسمة». 6/11 المقابلة لزمرة جزئية ناظمية 14 في 6. 


المبرهنة 8.6: لتكن 11 زمرة جزئية ناظمية في . إذن؛ تشكل المجموعات المصاحية ل 11 في © زمرة تحت عملية «ضرب 
المجموعات المصاحبة», والمعرّفة بواسطة ]لط = (41()684( 





ثبت المبرهنة 8.6. 
ال إن عملية ضرب المجموعات المصاحية معرّفة جيداً لأن 
(aHXbH) = a(Hb)H = a(bH)H = ab(HH) = abH‏ 
[استخدمنا هنا حقيقة أن 11 ناظمية, آي أن 4]ط- 110 وآن 484-11 (مسالة 167.6)]. تتبع خاصية التجميع لضرب 
المجموعات المصاحبة من حقيقة أن هذه الخاصية متحققة في 6. كما أن 1[ هي عنصر المطابقة في 6/۴ لأن 


H(aH) = (Ha)H = (aH)H = al و‎ (al)H = a(HH) = al 
آخیرا يكون 4'1 معكوساً ل 211 لان‎ 
(aH (a "H)= aa" 'H = el = H و‎ (a 'HXaH) = a 'aH = el = H 


وبذلك تکون 0/11 زمرة تحت عملية ضرب المجموعات المصاحبة 
لتكن 72 زمرة الأعداد الصحيحة نحت الجمع؛ ولتكن 8 زمرة جزئية في 72 متكونة من مضاعفات 5. بيّن أن 81 زمرة جزئية 
ناظمية في 2, وأوجد زمرة خوارج القسمة 2/14 


8 بما أن 2 أبيلية, فإن 11 تكون زمرة جزئية ناظمية. ليكن 8. 1ء 3ء 3ء و 4 ترمز على الترتيب للمجموعات 
المصاحية الخمسة المذكورة في المسألة 159.6. يظهر الجدول الجمعي من أجل زمرة خوارج القسمة (0,1,3,3,3) > 2/84 
في الشكل 11-6. [هذه الزمرة تسمى عادةٌ «مجموعة الأعداد الصحيحة بمقاس 05 وتكتب غالبا 7] 


شکل 11-6 





3 
1 
2 
3 
3 


عرّف «تشاكل زمرة». عرّف آيضاً التشاكل التقابلي (التماكل) للزمر 
# نقول عن تطبيق ج من زمرة © [بعملية #] إلى زمرة 0 [بعملية ] أنه تشاكل إذا 
fa ¥ b) = f(a) # ° f(b)‏ 
من أجل كل 2, ١‏ في 6. أضف إلى ذلك, إذا كانت ؛ واحد ‏ لواحد رفوفية فإن ؟ تكون تشاكلاً تقابلياً (تماکلاً). ونقول أن © 
ى '© منشاکلان تقابلیا (متماكلان)؛ ونكنب, ‏ “0 > 6. 
لتكن © زمرة الأعداد الحقيقبة تحت الجمع, ولتكن '© زمرة الأعداد الحقيقية الموجبة تحت الضرب. بيّن أن التطبيق 

“6+ ۴:6 المعزف بواسطة *2 > (1)0 تشاكل. هل هو تشاكل تقابلي (تماكل)؟ 

8 التطبيق ؟ تشاكل لأن (۴)(۴6 = "22 = **"2 > (6+ 8). كما أنه تشاكل تقابلي؛ لان ؟ دألة واحد ‏ لواحد وفوقية. 
لتكن © زمرة المصفوفات الحقيقية المربعة -0 تحت الجمع. بيّن أن دالة الأثر تشاكل من 6 إلى زمرة الأعداد الحقيقية 8 تحت 
الجمع. 

ا لتکن ۸ و 8 مصفوفتين في 6۔ إذن» (8):: + (۲)۸ > (ھ + ۶)۸ وبالنالي» تکون دالة المحددة تشاكلاً 


8 تا البنی الجبریة 


1816 


182.6 


183.6 


184.6 


185.6 


186.6 


لتكن © زمرة المصفوفات المربعة ١-‏ تحت الضرب لأعداد حقيقية غير شاذة. برهن أن دالة المحددة تشاكل من © إلى زمرة 
الأعداد الحقيقية غير الصفرية '6 تحت الضرب. 
018 لتکن ۸ و 8 مصفوفتين في 6. إذن (8 ۸()de‏ اde)‏ = (A8):ءd.‏ إذن تكون دالة المحددة تشاكلاً. 
أعطينا تشاکلاً "0 +-6 7ء بين أن =٩‏ ()؟ حیث ٥‏ و © عنصرا المطابقة في 6 و '6 على الترتيب 
8# بماأن ع# مدع و ؟ تشاکل, إذن ©)!' # (©)] > (ے ٭ع)] - (1)6. وبالتاليء 
‘f(e)] # 'f(e) = e' # f(e) = I(e)‏ ۶۴ '“(م)۶] < (۲)۰' ۱۸''(ع) د ام 
أعطينا تشاگلا '£6+6 بتِن أن ''()] = () من أجل أي عنصر 2 في 0. 
8 من المسالة 182.6, 
F(a) # f(a") = f(a# a7) = f(e) = e' = f(e) = f(a”! % a) = f(a 7) # 'F(a)‏ 
إذن زاجم د !"زم 
عزف «النواة» أى «الصورة» التشاكل الزمري ‏ “'0+0)». 
8 تعرف نواة ۶ وتكتب ۴ K٠‏ بآنها مجموعة العناصر التي صورتها '» في '6: ('م- (0:1)8 © 4) > ؟ هك 
وتعرّف صورة ‏ وتكتب (6)) أو ٢‏ 10ء بأنها مجموعة صور عناصر 0 تحت ؟: 
لقيمة: (4€66 (18 - 

إيستخدم أيضاً المصطلح «مدى» من أجل صورة]. 
المبرهنة 9.6: . لیکن G+‏ تشاکلاً بنوأة . إذن» () 16 زمرة جزثية ناظمية في 6), و (1) زمرة خوارج القسمة 0/16 

متشاكلة تقابلیاً (متماكة) مع صورة ؟۔ 





08 ط) ع 1 10 


اثبت (1) في المبرهنة 9.6. 
© من المسالة 182.6, '»ع- (6, وبذلك 12 ©©. لنفترض الآن أن 616 طبه و .g66‏ إذن f) =e'‏ 
ى'» > (1)0. وبالتالي, وباستخدام ترميز التجاور/ 1200511100ناز للدلالة على عمليتي الزمرتين]: 
fab) < 1)0(1)5( = e'e' =e'‏ 
fa) = f(a)! =e! me’‏ 
f(gag"!) = (BFC) = F(g)e'f(g)7' = e“‏ 
إذن. "7ه و أ هع تنتميان إلى > وبذلك تكون K‏ ناظمية. 








اثبت (11) في المبرهنة 9.6. 
© التكن '1420 صورة ‏ وعزف تطبيقاً 11+ 4:6/5 بواسطة مل()۴ = («6). نبين أن © معزف جيدا؛ آي إذا 
Ka = Kb‏ فإن (0)ن > (4)8. لنفترض أن 268 - هكل. إذن 287:16 [السالة 6] إنن. fab”) =e¢'‏ 
وبذلك 
f(af(b)T' = F(af(b7’) = fab) = e'‏ 
وبالتالي (۴)0 = ()4 ويذلك 0(0)ن = (۵)). وهكذاء يكون + معژفاً جيداً. نبین بعد ذلك آن ۾ تكون تشاكلاً 
$(KaKb) = (Kab) = f(ab) = f(af(b} = p{Ka)p(Kb)‏ 
وبالتالي» يكون هذا التطبيق تشاكلا. نبين الآن آن + واحد - لواحد. لنفرض أن (60)ج = (68) . إذن 
gl fa) = fb)‏ أك--(طازم» ‏ إى ‏ “سن ع(-65لة1 زیو fab Y=e'‏ 
وهكذا ×6 7ط ومنهاء باستخدام المسالة 168.6 مرة آخری, یکون طK‏ = 4). وبذلك, يكون 0 واحداً - لواحد. أخيرأ 
بين أن 4 تطبيق فوقي. لتكن 611 ۵. ہما ان 8 صسورة ۶ء یسوجد إذن ٤60‏ بحيث أن =١‏ ()؟. وبذلك, 
+¢(Ka) = f(a) = 8‏ أي أن التطبيق فوقي. نستنتج من ذلك إن ۴= .6/K‏ وهذا يكمل البرهان. 


الفصل 6 © 179 


المسائل 189.6-187.6 تتعلق بزمر النطبيقات التالية 
6 = زمرة الأعداد العقدية غير الصفربة تحت الضرب. 
> زمرة الأعداد الحفيقية غير الصفرية تحت الضرب '6 د6 :۶ معرّف بواسطة |2إ س٭ (حل 
6 بين آن ؟ تشاکل زمري. 


8 )2 = را = را = ر 





6 صف هندسياً النواة K‏ للتضاکل ۶ 
LI‏ تتكون ؟! من تلك الأعداد العقدية الني تحقق 1= || ؛ آي أن K‏ دائرة الوحدة. 

6 صف زمرة خوارج القسمة 0/4 
0٤ 8‏ متشاکلة تقابلیاً (متماثلة) مع صورة ؟. وهي زمرة الأعداد الحقيقبة الموجبة تحت الضرب 

6 بین آن أي زمرة دورية تكون متشاكلة تقابلياً إما مع مجموعة الأعداد الصحبحة 2 نحت الجمع إى مع بي مجموعة الآعداد 
الصحيحة تحت الجمع بمقاس ٥8‏ 


8 لتكن ہ اي منصبر في زمسرة 6. أن الدالة 6 +2: المعزفة بواسطة *- (م] تكون تشاكلاً. لان 
fm + n) = a" = aa" = f(D‏ وتكون (85)2 صورة 2 وهي زمرة جزئية دورية مولّدة بواسطة 8. وبذلك. 
27٦‏ < (فاجع, حیث £ نواة ؟. إذا (0) > کا إذن 2 (3)م8. من جهة أخرى. إذا كانت " مرتبة 4 فإن )=( 
مضاعفات )۶) ٠‏ وبذلك 2 = (ھ)مع 


6 الحلقات والمٹالیات 

6 عزف حلقةہ۔ 
8 لتكن 8 مجموعة غير فارغة بعملينين 
إذن» تسمى ۸ «حلقة؛ تحقق الموضوعات التالية: 
18 من آجل أي 6۴ 6ط لدينا (ہ+م) + وده + رط + ن) 
[ر۴] يوجد عنصر 8 © 0, يسمي العنصر الصفري؛ بحبث أن 2-8 + 0<0+ه من أجل كل 8 4©6, 
[8] من أجل أي 85 6 8 يوجد عنصر ۰-۵6۴8 يسمى «سالب» 2 بحيث أن 0ھ و + زوے)ے وو +و 
ل,8] من أجل أي طبع لدينا ۰+ حاے ط+ھ 





ن» عملية جمع (نرمز لها ب + ) وعملية ضرب (نرمز لھا بتجاور الرمون) 


آیل] من أجل أي €8 2b‏ سينا (ab)e = a)‏ 
آپ8] من أجل أي €۸ ١ط‏ لدينا: 
(bh +c)a = ba + ca (i) a(b +c) = ab +ac (i)‏ 
إن الموضوعات من [,8] إلى [,۸] تجعل ۸ زمرة آبيلبة تحت الجمع. 
6 كيف تعرّف الطرح في حلقة ٩۸‏ 
ها a-bza+(-b)‏ 
6 عرّت +خلق ديدي 
1 نكون حلقة ۸ «تبديلية إذا 08> طة من أجل كل 2 © ابة. 
6 عرف «عنصر محايد» في حلقة ۸. 


ل نقول عن عنصر غير صفري 8 © 1 أنه «عنصر محايده» إذا 2 > 1,8 - 8.1 من أجل كل عنصر 6۸ 4 


٠ 0‏ البئی الجبریة 


16 


1966 


1976 


198.6 


199.6 


200.6 


201.6 


202.6 


203.6 


204.6 


لتكن 8 حلقة ذان عنصر مطابقة 1. عرف «وحدذء على 8. 

8 يكون عنصر €۸ 4 وحدة إِذا کان له معكوس ضربي. ۵ج ٣ھ‏ بحیٹ ان 1> !7ھ ے! ھھ 

لتكن حلقة الأعداد المديحة 7. (أ) هل 2 تبديلية؟ (ب) هل ل 2 عنصر وحدة؟ (ج) ما هي الوحدات في 2؟ 

اھ () # حلقة تبديلية لأن 88 - 80 لأي عددين صحيحين 62 4.0. (ب) العنصر ١‏ هو عنصر وحدة في 2 
(ج) الوحدتان الوحيدتان في 2 هما 1 و 1- . 


أوجد الوحدات في .2 حلقة الأعداد بمفاس 7 





اھ إذا كان 4 وحدة في 2 إذن (mod m)‏ 1 


للا 


8 أى في 2, 





چعءج+احاعۃ a'a-rm=l yl‏ 
في الہ یبین هذا ان أي قاسم مشترك ل2 و © لا بد أن بقسم !؛ أي أن 2 و 8 أوليان نسبياً. وبالعکس» إذا كان 4 و " أولين 
نسبياً في 2 فان 
ged (a.m) = pa + qm‏ = | أي pa = | (modm)‏ 
وھذا یبین ان ٥‏ وحدة في < [لمعكوس م]. إذن؛ وحدات 2 هي نلك الأعداد الصحيحة التي تكون آولية بالنسبة إلى . 


أوجد 3-, 8- ,377 في 20 





® نعني ب (2-) في حلقة 8 ذلك الحنصر الذي يحقق 2-0 + (4-)- (ه-) + 8. وبالتالي» فإن 3- لان 
0 3+ 7= 7+ 3 فسي پل بسالمشضل 8<2-. ونعنسي ب 27 فسي حلقسة 8 ذلك العنصر الذي يحقق 
=a". =1‏ '2ھ. وبالتالي فان 7= '3 لان [=73= 3.7 في 2. 
لتکن 4 + ع4 + 2×7 = (×)۴. أوجد جذور (۷) فوق ہرگ 
# نعوض بالعناصر العشرة ل 2 في (۲)ا لنری آیھا يعطى 0: لدينا 
f2)=0 f(0) =4‏ 2ع 4/4 ۰٦ے‏ رما 4د رق 
f(9 =2 fO=0 fS=4 fG)=4 f) =0‏ 
وبذلك. فإن الجذور هي 1ء 2, 6. 7. [يبين هذا المثال آنه قد يكون لحدودية من الدرجة 8 أكثر من 8 جذراً فوق حلقة اختيارية. 
هذا لا يمكن أن يحدث إذ! كانت الحلقة حقلاً]. 
المسائل 202.6-200.6 تتعلق بالحلقة 8 للمصفوفات الحقيقية المربعة -0. 
هل 8 تبديلية؟ 
8# الا؛ ضرب المصفوفات ليس تبديلياً. 
هل ل 1 عنصر محايد؟ 
8 نعم؛ للمصفوفة المتطابقة ]. 
أوجد الوحدات في ۸. 
8ا كل العصفوفات غير الشاذة أ العكوسة هي وحدات في 8. 
أثبت أن 0 > 0.2 > 0ء في حلقة 8 
ا بماآن 0+0 6, لدينا 8.0 + 8.0 (0 + 2)0 > 8.0. بإضافة -(8.0) إلى الطرفين نحصل على 2.0 > 0. 
وبالمثل, 0 0.4. 


بين أن «السوالب» وحيدة في أي حلقة. 


205.6 


206.6 


207.6 


208.6 


210.6 


2116 


212.6 


213.6 


الفصل 6 لا 181 


إذا أعطينا عنصرأ 2, نفترض عنصراً × بحيث أن 0= ×+ ۾ [وهذا يقود مباشرة إلى 0< + »]. لدينا: 





a= -a+0= ata +N) = (~a +a) سہرے پر 0 2 يرع‎ 

٦٠یسک‏ یی پویییي في حلقة 8. 

قلغ 0= 0 ٭ ((ط-) + 6)ھ × a)-b(‏ + اه وبالتالي [المسالة 204.6], =  ۸)-0(‏ بالمثل طم = زە 

بين أن 8- > 1(8-) في حلقة ذات عنصر محايد | 

8 60-م0- وز( -) + )> ور( -) + ه.1 > و(1-) + 4؛ ربالتالي» 4 - = (1-) [المسالة 204.6]. 

لتكن 8 حلقة ذات عنصر محايد .١‏ بين المجموعة ۸° للوحدات في ۸ تشكل زمرةٌ تحت الضرب. 

گلا إذا كان 4 و ط وحدتين في 8: فإن 0ه وحدة أيضاًء لآن !6718-7 معكوس 8ه. وبذلك, تكرن “۸ مفلقة تحت الضرب 
کما ان ٭8 لیست خالية. لأن eR“‏ وهي تجميعية لآن 8 تجميعبة. أخيراً إذا ۸ وحدة في فكذلك الأمر ل ۸7 [لآن له 
معكوساً 0]؟ لذلدء تكون * 1 مغلقة بالنسبة للمعكوسات. إذن» تكون “۸ زمرة تحت الضرب 








عرّف «حلقة جزتية» في حلقة 8. 

هه تكون مجموعة جزثبة غير فارغة 5 زمرة جزثية في 85 إذا كانت هي نفسها تشكل زمرة تحت عملية 5. من الواضح أن 5 
تكون حلقة جزئية في ۸ إذا وفقط إذا 5 © ۸,5 يقتضي 2-665 اى 5 ©00. [الإغلاق تحت الطرح يقتضي تضمين 
0ء وتضمين السوالب» وبالتالي الإغلاق تحت الجمم] 

عرّف «مثالياً» في حلقة 8. 

گا تكون مجموعة جزئية 3 مثالياً في 8 إذا: 

() ز06 (أو: ز ليست خالية). 

(41) ز مغلقة تحت الطرح؛ أي أن ز6 ۸-0 من أجل أي 4 8 في ل 

(ة) ز مغلقة بالنسبة للمضاعفات من ؛ آي أن [6 ۵۲ ٠١,‏ من أجل 2 في 3 و ١‏ في . بالنسبة إلى (نان» تسمى ١‏ مثالیاً 
أيسر فقط إذا ل© 8. ومثالياً أيمن فقط إذا 3 37. وبذلك. فإن المصطلح مثالي سوف يعني مثاليأ من الجانبین, كما 
أعلاه. في حالة حلقة تبديلية, أي مثالي أيسر أو أيمن يكون مثالياً. 

بين أن (0) مثالي في أي حلقة 8 

ال يتبع ذلك من حقيقة أن 0-00 ينتمي إلى (0). ومن أجل أي 8 © يكون لدينا 0 > .0= ٣0‏ ينتمي إلى 
}0{ . 

لتكن 5 حلقة الاعداد الصحيحة, وي[ متكونة من مضاعفات 2< .١‏ بين أن ,3 مثالي في 2. 

# من الواضح أن ,ل 0. لنفترض أن 8 و 200 عنصران اختیاربان في يل إذن. (8-6)« > حا - هود ينتمي 
أيضأ إلى _ل. ايضأُ من اجل كل 2 © r(ma) = (mar = (a?) iı‏ كعنصر في ,,ل. وبذلك, يكون ,ل مثاليا في 2. 
لتكن 14 حلقة المصفوفات الحقيقية 2 أعط مثالا لمثالي أيسر ل, لا يكون مثاليأ ليمن. ومثالي أيمن > لا يكون مثالياً أيسر 


5 ( کااےء 9 4 


ليكن ل و ؟! مثاليين في 8. أثبت أن 161٤‏ مثالي في 7 
® بماان اوک مثالیان, إذن 0617 و1 0. وبالتالي 0610۸ لیکن الان 2618 1ع طبه وى 68+ إذن 
[ ےھ و6 85 لان لوک مثالیان 
آ ٣و8‏ ,طا-۸ و a~b,ra, ar €K‏ 
وبالتالي 1016 8 88 ,٥ہ‏ ,ط - ھ إذن, يكون 1٥1٤‏ مثالیا۔ 
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لیکن 1 مثاليا في حلقة ۸ ذات عنصر مطابقة !. اثبت: (ا) إذا 1641 إذن .1< 
إذن 41=۴ 


(ب) إذا كان أي عنصر رحدة 3© نا 


1# () إذا 3©, إذن لدينا 167 لو ۲7 من أجل أي ۲5 وبالتالي 1-8. (ب)إذا 67× آو 
ہے إذن لج نا ثٹو [1€. وبالتالي 8 -7, باستخدام (). 
تستخدم المبرهنة التالية حقيقة أن مثالياً ل في حلقة ۸ يكون زمرة جزئية [ناظمية بالضرورة] في الزمرة الجمعية ل 8 
وبذلك. يشكل تجميع المجمومات المصاحبة 6R(‏ 4:[+۸) تجزة ل۸. 
المبرهنة 10.6 ليكن [ مثاليا في حلقة 8. إذن. تشكل المجموعات المصاحبة (8+1:868) :حلقة تحت عملیتي 
المجموعات المصاحبة: 
(a+J) +(b +) = (a +b) +3‏ ری 1+ (a +JJb +D=ab‏ 
اثبت المبرهنة 10.6 [یرمز احلقة المجموعات المصاحبة ہہ [/۸ وتسمی حلقة خوارج القسمة]. 
8 تبين النظرية المناظرة 8.6 من أجل الزمر أن 8/5 زمرة تبديلية تحت الجمع؛ بحیث یکون 1 عنصرها الصفري. وتكون 
عملية ضرب المجموعات المصاحبة معرّفة جيداً. لان 
3+ طم ع 1+ [ + [+ Cab‏ [[ + طل+ لو+ مع > (ل + ()زل + (a‏ 
إن قانوني التجميع والتوزيع صالمان في 1/3, لأنهما صالحان في 16. وبذلك, تكون [/1 حلقة. 


لنفترض أن 3 مثالي في حلقة تبديلية 8. بين أن 1/3 تبديلية. 





(a + JJ(b + J) = ab + J = ba + J = (b + J)(a + J) ل‎ 


لنفترض أن ل مثالي في حلقة 1 بعنصر محايد 1, وأن [1#. بین ان 1+1 عنصر محايد من أجل ۸/1 
88 لديناء من أجل أي مجموعة مصاحبة 1+ 4, أن +22 1+ 1ه (1 + 0+1()0) 
و 3+ =a‏ 1+ 4ا =( + + 1). وبذلك, يكون 1+1 عنصراً محایداً في 8/1. 
عرّف «التشاكل الحلقي. و «التشاكل التقابلي (التماكل)» الحلقي. 
# نقول عن تطبیق ۶ من حلقة © إلى حلقة '8 بأنه «تشاكلء إذا (1)60 + (8)) > (6+ 58 و f)ab( = fb)‏ من أجل 
كل 2 طره. [رغم الترميز لهما بشكل مماثل. إلا أن عمليتي الحلقة على ۸ تكونان عموماً مختلفتين عن العمليتين على 8]. 
إضافة إلى ذلك. إذا كان ؟ واحداً ‏ لواحد وفوقياً. فإننا نقول أن ؟ «تشاكل تقابلي (تماكل)». 
ناقش العلاقة بين التشاكلات الحلقیة والرمزية [قسم 6.6]: واذكر المناظر الحلقي للمبرهنة 9.6 
88 إن تشاكلا حلقياً ۸ +۸ :ر هو تشاكل زمري على البنيتين الجمعيتين ل ۴ و '۸. وبذلك. '0 > (۴)0. إذا كان ل ۴ 
و '۴ عنصرین محایدین 1 و 'اء علی الترتیب فإننا نتطلب ايضاً أن 1 = (۴)1. وذلك لكي یکون ؟ تشاكلا حلقياً. نعرّف ايضاً 
نواة 7 بوأسطة )'0 = Ker f = (a € R: f(a)‏ 
المبرهنة التالية هي النظرية الاساسية للتشاكل الحلقي. 
المبرهنة 11.6: ليكن '<-8 :/ تشاكلا حلقياً بنواة 3. إذن؛ تكون ل مثالياً في 8 وتكون 1/1 متشاكلة تقابلياً (متماكلة) مع 
صورة ۶ 

لتكن الحلقتان 2# 2 ى 37 '8 [أي أن 8 تتكون من كل مضاعفات 2, وتتکون ' من کل مضاعفات 3]. بین ان آ7 
ليست متشاكلة تقابلياً مع '۸. 

ھ إذا كان “#رجج بر تشاكلاً حلقياً فإن 36> (4)2, من أجل بعض عدد صحيح ۸ بما أن ۴ تشاکل, إذن 
عم = 3k‏ + 31 - (1)2 + (1)2 د (2 + 102 > (4: کا أن 912 > 310).(اة) > (1)2(.102 - (1)2.2 > (4)؟ ولكسسن 
6 > 912 وكون ١‏ عدداً صحيحاً يقتضيان معاً أن 0= ». وبالتالي. 0 (5)2. ولكن 0 (5)0. وبذلك. لا تکون ۴ 
تشاكلاً تقابلياً (تماكلاً). 


الفصل 6 6 183 
المسائل 223.6-221.6 ننعلق بمثالي ل في حلقة 8. والنطبيق (القانوني) 8/1 + 1:8 (تذكر النظرية 10.6) المعرّف بواسطة 
Ia) = a +3‏ 
6 بين أن ؟ تشاکل حلقي 
f(a + b) = (a + b) Ft J = (a + Jj — (b + j) = f(a) + f(b) mM‏ 
I(ab) = ab + J = (a + J)(b + J) = f(a)(b)‏ 
6 بټن آن ٤‏ تطبيق فوقي. 
8 إن أي مجموعة مصاحبة ٥١+1‏ في [/8 صورۃ لہ ٠68‏ 
4 أوجد النواة >1 لم ؟۔ 


8# العنصر الصفري ل [/۸ هي ل. وبذلك. تتكون × من نلك العناصر ‏ في ۸ التي تحقق ل روال او لداجي 
ولکن ات 2+31 إذا وفقط إذا كان ٭ في آ۔ إذن, یکون 1 ذواۃ ۶ 


6 الحلقات الصحیحۃء المناطق المثالیة الرٹیسیةء مناطق التحلیل الوحيدة إلى عوامل أولية 
نفترض أن كل الحلقات 8 في هذا القسم, والقسم 9.6, تكون تبديلية ولها عنصر محايد ١ء‏ إلا إذا ذكر غير ذلك 
6 عرف «قاسماً للصفر» في حلقة ۴. 
8 يكون عنصر غير صفري ٥٥8‏ قاسماً للصفر إذا وجد عنصر غير صفري 0 بحيث أن 0- 85. 
86 عرّف «حلقة صحيحة». 
ها تكون حلقة تبديلية 8 بعنصر محايد «حلقة صحيحة» إذا لم يكن ل 2ا قواسم' للصفر 
6 بين آن الحلقة و2 للأعداد الصحيحة بمقاس 105 ليست حلقة صحبحة 
ا کل ے2 ذات ۳ مركبة. تمتلك قواسم للصفر؛ لان (ص > 6ه > [)طه د م تقنضي 0- 6م في 2 
6 بين آن الحلقة و2 للأعداد الصميحة بمقاس 29 حلقة صحيحة 
8 بعكس المسالة 226.6. إذا کان © عدداً أولباء فإنه لا بكرن ل = قواسم للصفر. في الحقيقة, لدبنا من أجل 
.I<a,b<m‏ 
ab 0+ km > ma‏ آو 0م ج b= yl mlb‏ 
6 لنفترض أن © حلقة صحيحة. بين آنه إذا 2ه > طم من أجل 40 إذن 2-0 


ل إذا عوطم إذن 0= عة - طا وبذلك -٥( -٥‏ 6)ھ ہما ان ٥ھ‏ وليس ل0 قواسم للصفر, فيجب أن 
يكون لدينا 0 - 6-6 أى عط كما زعمنا. وبذلك, فإن الضرب في 1 يخضع ل «قانون الاختصارء 





6 عرّف «مثاليا رئيسيا في حلقة ت 
8# ليكن 4 أي عنصر في 8. إذن» تكون المجموعة (176۸) = (0): وتسمى «المثالي الرئيسي المولّد بواسطة 2,. 


6 ما هو 10٦۲؛؟‏ 


ايلبة 1 بعنصر مطابقة 1. 


8 200 اختصار ہہ deal Domain‏ 1دم01/ منطقة مثالیة رئيسية. وتكون حلقة 8 منطقة مثالية رئيسبة 515, إذا كانت 
8 حلقة صحيحة وكان كل مثالي في 8 ركيسياً. 


6 بین آن :7 هی 215 


4 ٠ا‏ البنی الجبریة 


2326 


2336 


234.6 


235.6 


237.6 


238.6 


239.6 


240.6 





8 2 حلقة صحيحة. لآنه ليس لها قواسم للصفر. لنفرض أن ل مثالي في 2. إذا (0) إذن (0) = ل أي المثالي 
المولّد بواسطة 0 لنفرض أن (0) # ل وآن #0 * تنتمي إلى 3. إذن -×(ز -) مه »ا تنتمي إلى 1؛ وبالتالي: تحتوي 31 
عدداً صحيماً موجباً واحداً على الأقل. ليكن 8 أصغر عدد صحيح موجب في 3 [تذكر المسألة 18.6]. سنبين أن (ة) = 4 أي 
أن ل تتكون من مضاعفات 8. لنفترض أن 3© «. نحصل بواسطة خوارزمية القسمة على ++ 08 -8. حيث 0>7>2 
بما أن 3 مثالي و61 ×,8. يكون لدينا أن 92 - ×= ۲ تنتمي إلى .[. بما أن 4 أصغر عدد صحيح موجب في [ و > ٠٠‏ 
يجب أن يكون لدينا 0 > 4 وھڈا یجعل ×. مضاعفا “۵ وہذلكء (ھ) > ق, وبالتالي تكون 2 منطقة مثالية رئيسية ۶10۔ 
عرف «العناصر المتشاركة» في حلقة 8. 

8 نقول عن عنصر © ١‏ أنه مشارك ل 6۸ 4 إذا 200 6 من آجل عنصر وحدة 8 © ناء 

أوجد العناصر المشاركة ل 4 في 2,4 (الأعداد الصحيحة بمقاس 10). 

8 الوحدات في ,2 هي 1ء 3, 7, 9 [أنظر مسالة 197.6]. نضرب 4 في كل واحدة من الوحدات فنحصل على 4= 1.4 
2= 34 8= 7.4 9.4-6. [أجريت عمليات الضرب بمقاس 10]. إذن, تكون 2. 4 6, 8 العناصر المشاركة ل 4 في 
0 

آوجد العناصر المشارکة لہ 5 في مر 

8 نضرب 5 في كل واحدة من الوحدات فنحصل علی 5- 1.5, 35×5 75-5 25 9.5. وبذلك. 5 هر العنصر 
الوحيد المشارك ل 5 في و,ر2. 

بیّن أن علاقة المشاركة علاقة تكافق في حلقة 8, 

# أن أى عنصر 2 مشارك لنفسه لأن 1.8 2 [قانون الانعكاس]. لنفترض أن ط عنصر مشارك ل 2. إذن ۵د > ۵ 
غد وة إذن, کا ےھ جيث د عنصر وحدة وبالتالي» يكون 2 عنصراً مشاركاً ل 5 [قانون التناظر]۔ 
لنفترض؛ آخيراء أن 4 عنصر مشارك ل 0ء و6 عنصر مشارك لا طإنا ع 8 و 6لا ظط حيث ,0 و را عنصراً وحدة. 
إذن لرا ا) = (عرن) ن < م حيث إنارلا عنصر وحدة أيضاً. وبالتالي. يكون 2 عنصراً مشاركاً ل » [قانون التعدي]. 

عرّف «عنصراً غير خزول» في حلقة صحيحة 0. 

8 لیکن 17 © م عنصرا غير عنصر وحدة؛ يكون م غير خزول إذا كان 20 > م8 يقتضي أن 8 أى 6 عنصر وحدة. [من 
الواضح أن هذا توسيع ہمفھوم ہالأعداد الاولیةء في Zz‏ 

عرّف «حلقة التحليل الوحيد إلى عوامل أولية» 0لآ. 

8 تكون حلقة صحيحة 1 حلقة تحليل وحيد إلى عوامل أولية 0۴ إذا أمكن كتابة کل عنصر غير وحدة 2 © 4م 
وبشكل وحيد [مع فارق العناصر المشاركة والمرتبة] كجداء لعناصر غير خزولة. 

أوجد العناصر المشاركة ل 8 في 2. 

8 الوحدتان الوحیدتان في 2 هما 1 و 1 - [مسالة 196.6]. وبالتاليء يكرن " و 8- العنصرین المشارکین الوحیدین لہ 8۔ 
ما هي العناصر غير الخزولة في 2؟ 


8 الاعداد الاولية [وسالباتها] هي العناصر غير الخزولة في 2. 


عبر عن 12 في 7 كجداء لعناصر غير خزولة. 

8 يوجد 12 من هذه الجداءات: 
20)-2(١)-3(‏ ع ١3 )-2(١2:)-3(‏ (2-) ١(2س)‏ 122:23 
)-2(٠ )-3(١2- )-2(:3٠ )-2( 22: )-3(:)-2(‏ 203:2 
3١ )-2(:)-2(‏ ع (2-) )-3(٠ )-2( ١22 )-3(١2٠‏ 3202م 


185 ٦ 8 الفصل‎ 


6 هل 2 حلقة تطيل وحيد إلى عوأمل اولية؟ 
8 نعم. [رغم أنه يمكن كتابة 12, الخ بطرق عديدة كجداء لعناصر غير خزولة. إلا أن كل مثل هذه الجداءات لا تخظف إلا 
بالعناصر المشاركة والمرتبة]. 

6 إن المجمسوعسة (2© طرة :81/13 + 0) - 8 حلقسة صحميمسة. وحسدات 8 همي ال . 185۷13 , و 5۷13 ± 18- 
العناصر 2, 3-۷3 . و ۷13 -3- غبر خزولة في 8. بيّن أن (1 ليست 1/58 


@ 2.2 ع4 و (13/ا» 3-)(13/ا-3)-4. 


6 الحقول 
6 عرف مان 


مه نقول عن حلقة تبديلية ۴ بعنصر مطابقة !, أنها «حقل» إذا كان كل عنصر غير صفري 3 في ۴ عنصر وحدة أي. بشکل 
بديل» يكون 8 حقلا إذا كانت عناصره غير الصفرية تشكل زمرة تحت الضرب. 
244.6 أن حقلاً ! بكونه حلقة صحيحة؛ أي ليس له قواسم للصفر. 


b= 1.b =a 'ab = a7 '.0 =0 إذن‎ a #0 إذا ٥ع طھ و‎ 8 





6 أي المجموعات التالية تكون حقولاً بالنسبة لعمليتي الجمع والضرب المعتادين: الأعداد الصحيحة 5, الأعداد المنطقة ©, الاعداد 
الصحيحة ۸ الأعداد العقدية ©؟ 
## 2 مثال كلاسيكي للحلقات الصحيحة الني ليست حقولا [لأن 1 و | - هما الوحدتان الوحيدتان]. أما © و 8 و © فهي 
كول 

6 لتكن 8 مجموعة الأعداد الحقيقية التي في الشكل 1/5 +6 ٠.‏ حيث 4 و ١‏ أعداد منطقة. بيّن أن 8 حقل 

تحت الجمع. والطرح, والضرب, 

والقسمة [ما عدا على الصفر]. بما أن 0=0+0۷3 ور 600/3 +11 , فإن ٥‏ و ! ينتميان كلاهما إلى 5. أيضاً 





8 تكون مجموعة 5, من أعداد حقيقية أو عقدية, حقلاً إذا كانت تحتوي 0 و ! وكانت 


{a + bY) + (c + 4V3) = (a + ط) + ن(‎ + 35 
-ھ) +ن -۔م) - (3 ۷ن +م) - ر3 /ط +م)‎ ۵۴ 
(a + bV3)(e + dV3) = (ac + 3bd) + (ad + be)V3 


وبالتالي» تكون 5 مغلقة تحت الجمع, والطرح» والضرب. نبين الآن أن 5 مغلقة تحت القسمة [مما يجعل كل عنصر غير صفري 
عنصر وحد8]: 
(a + bV3) _ (a + bVIY(e~ dV) _ ac 3d , be ad‏ 


GCF) CAVE) e Fg 








وهكذاء تكون 5 حقلا. 
5 لاکن ا حلقة المصفوفات الحقيقية 2×2 التي فى الشكز 20 ۳ بِيّن أن 2 متشاكلة تقابلياً مع مجموعة الأعداد العقدية 
a ¥ 5‏ 
©. وبذلك تكون 1 حقلاً. 
08 التكن 2+-©:,/ معرّفة بواسطة (75 0)-(04+60/. من الواضح أن ؟ واحد- لواحد وفوقية. لنفترض أن 
a + bi‏ = ,2 لك + ء ع 2 إذن 


2,2, & (ac ~ bd) + (ad + bei و‎ 2Z, +2, (a + ع‎ + (b + di 





16 


248.6 


249.6 


250.6 


251.6 


252.6 


253.6 


254.6 


255.6 


تا البنی الجبریة 
وبذلك. 
Ota O)‏ 4( پاححع +ممہ 


refes (4 UG 74 -) يلدي‎  )= ez) 


أخيراً 1= (0 + ۴)1 = (۴)1. المصفوفة المتطابقة. وبذلك تكون ۴ تماكلاً. 
المبرهنة 12.6: إن حلقة صحيحة منتهية © تكون حقلا. 
اثبت المبرهنة 12.6. 


ھا لنفترض أن 9 لها « عنصراً ولتكن (,ة.-..رة.,4) = 0 . لیکن ٥‏ أي عنصر غير صقري في 0 ولننظر في العناصر 
اله ,قف رة 44. بما أن ٢ھ‏ يكون لدينا ,هه > ,88 يقتضي ,8 > ,ة [المسالة 244.6]. وبذلك. تكون العناصر 





2 n 
أعلاه مختلفة» ولا بد أن تكون إعادة تنسيق لعناصر (1. أحدهاء وليكن ,44 لا بد أن یساوي عنصر المطابقة ا في 0؛ أي‎ ١ ال‎ 


أن 1= وبذلك» يكون ,3 معكوس 4. بما أن 8 عنصر غير صفري إختياري في 1ء ينتج من ذلك أن 12 حقل. 

بين آن ,2ء حیث ۶ عدد أولي؛ تكون حقلاً. 

1 م2 حلقة صحيحة [المسآلة 243.6] ومنتهية. 

بين أن المثالي الوحيد [ في حقل ۴ هو (0) أو الحقل 7 تفسه. 

ھ إذا (0) 1# إذن 1 تحتوي عنصراً غير صفري ۵. بما ان ۶ حقلء إذن 4 عنصر وحدة. إذن. > ل [مسالة 
6 (ب)]. 

لنفترض ان '٭ ۸ f:‏ تشاکل من حقل ٤ة‏ إلی حقل 'کا۔ بیّن أن 1 تطبيق متباين؛ أي أن ؛ وأحد - لوأحد. 

# إن ١= K۴‏ مثالى في , بواسطة الميرهنة 11.6. إذا 1 > 1 إذن '0 (4)1 ولكن, ویما ان ۴ تشاکل, تتطلب 
= () وبالتالي 3*2 وهكذا (0)-3 [المسألة 250.6]. لتفترض (ط - (56. إذن, 

0= (0) - (م * (ط - ه)۴. وبالتالي 2-8 تنتمي إلى ل وهكذا 0=ط-ه أو اكه 
لواحب 


ينتج من ذلك أن ؟ واحد ۔ 





ليكن © حلقة صحيحة. عرف «حقل خوارج القسمة, ل 8 
8# لتكن 8$ مجسوعة كل الأزواج المرتبة [خوارج القسمة] اله حيث 4060 و0*#ط عرّف 200 (له إذا 
أ 40. [هذه علاقة تكافق]. لتكن (8)0 صنف علاقات التكافؤ [/1]. بعمليتي الجمع والضرب المعرّفتين بواسطة: 
[a/b] + [c/d] = {(ad + be)/(bd)}‏ وى {alb]{c/d] = [(ac)/(bd)]‏ 
إذن. (۴)۳ هو الحقل المطلوب. 








ما هى حقل خوارج القسمة للحلقة الصحيحة 2 للأعداد الصحيحة؟» 

8 © > (5), حيث © حقل الأعداد المنطقة. 

لتكن [»] > 216 حلقة الحدوديات في بمعاملات حقيقية. ما هو حقل خوارج القسمة ل 12؟ 

۴)K( 8‏ هی حقل الدوال المنطقة من الشکل ©)1)2(0/8 حيث (1)2 و 0٭ (×)ج حدوديات. 

لتکن تا حلقة صحیحة. بیّن أنه يوجد تطبق متباین بحيث تكون صورة 7 في حقل خوارج القسمة (1)0. 

ھ لیکن (صم ٭-ط جم تطبيقاً معرّفاً بواسطة [1/ه] > (4)8. إذن, ؟ تطبیق متباین؛ اي ان ۶ تشاکل وآن ۶ واحد ‏ لواحد 
[مثلاً. تطابق عدداً صحيحاً « في 2 مع الكسر 5/1 في ©]. 


الفصل 6 تا 187 
6 عزف ءمثالیا اعظمیاء کا في حلقة ١‏ 
گلا یکون کا مثالیاً اعظمیاً في ۸ إذا 8 واذا لم يكن هناك أي مثالي 3 یقع فعلاً بین کا و381 آي إذا کان 
8ج۴ يقتضي [=× أو ےل 
6 لنفترض ان کا مثالي أعظمي في حلقة تبديلية ۸ بعنصر مطابقة 1. اثبت أن حلقة خوارج القسمة 8/6 تكون حقلا. 
# بماأن #۴ .K‏ لدينا €۸ 1 [المسالة 214.6 ()]. من المسالة 217.6 تكون المجموعة المصاحية 5 + 1 عنصر 
مطابقة من أجل 8/6. ومن المسألة 216.6 تكون 8/16 تبديلية. يبقى أن نبين أن أي مجموعة؛ مصاحبة أخرى غير × 
[العنصر الصضري لہ 8/1]. تمتلك معكوساً هسربياً فسي 8/1. لنفتسرض أن ع * 16+ ه. إذن. )€ لتكن 
.J = {ra + sk: r,s E R,k € K)}‏ ]ان 3 مثالي يحتوي 8 و 1 معاً. ہما أن ıa @K‏ يكون لدينا #3 .K‏ وبذلك. وبما أن 
اعظمي» فإن ۸ل إن 1€ وھکذا یوجد €۸ رکا و €٤‏ بحیٹ أن ركرة + قر =1. 





ينتج من ذلك 
أن 


9 +06 + ,© ع + م > 16 + ولیہ + 1+ 1 


آي آن ٤‏ + ر هو المعكوس الضربي ل + 8. وبذلك. تكون 8/5 حقلا. 


الفصل 7 


يتطلب تعريف فضاء متجهي حقلاً إختیاریاً (أنظر قسم 9.6) تسمى عناصره «سلميات». نتبنى الترميز التالي (إلا إذا ذكر أو 
فهم غير ذلك): 
1 حقل السلميات 
,تا +8 عناصر كا[ 
۷ الفضاء المتجهي 
۷٣۷‏ عناصر ۷۔ 
وكن يفقد الموضوع جوهريته إذا افترض القارىء أن کا ھو حقل الأعداد الحقيقية 8 أى حقل الأعداد العقدية ©. 


7 الفضاءات المتجهية 


1 


27 


37 


47 


188 


عرف «فضاءً متجهياً». 

8 لیکن گا حقلاً معلوماً, و لا مجموعة غير خالية بقواعد الجمع والضرب السلمي اللتين تعرّفان من أجل کل 6۷ ۷ 
مجموعاء ۷6۷+ وکل 2۷ن و1 عط جداء 6۷ نا إذن, نقول آن ۷ «فضاء متجهي فوق 056 (ونطلق على 
عناصر ۷ اسم «متجهات») إذا تحققت الموضوعات التالية: 

(u + Vv) + w = u + (vy + w) vw &V آ,۸]: من أجل أي متجهات‎ 

[ي8]: يوجد متجه في /9, نرمز له ب 0 ونسميه «المتجه الصفري», يحقق =u‏ 0+ ن من أجل أي متجه ۷ € نا 

[ی۸]: يوجد. من أجل كل متجه 6۷ ن متجه في ا نرمز له ب 7ء یحقق 0< ( -) + ناد 

[ہی۸): الديناء من أجل أي متجھین ۷ 8 ۷ہله أن نا + ۶×۷ ۷+ لا 

٤)0 +۷( > وأي متجھین 6۷ ۷ل ۷+ تا‎ ٤61٤ من اجل أي سلمی‎ ` :]M,[ 

8): من أجل أي سلميين 16 © طبه وأي متجه 7 © ل bı‏ + ناه > {a +b)u‏ 

[,3]: من أجل أي سلميين 12 © طبه وأي متجه ۷ 6 نہ (ناط)ه - «(طة). 

81,1 من أجل وحدة السلميات 616 1, لا 210 من أجل أي متجه 7 © نا 


بن انه في آي فضاء متجھي ۷ یکون لدینا: (1) أي مجموع متجهات ۷ + + ر۷ + ر۷ لا يتطلب أقواساً ولا يعتمد على 
ترتيب الحدود المجموعة. (ب) المتجه الصفري 0 وحيد. (ج) السالب 0- لاي متجه نا وحيد. (د) يتحقق قانون الاختصار, 
أي يكون لدينا من أجل أي متجهات 0-0 وس رد 

8 تبين الموضوعات الأربع الأولى للفضاء المتجھي ۷ بان ۷ زمرة تبدیلیة تحت الجمع. والخواص المذكورة أعلاه تنتج من 
هذه الحقيقة. 
كيف يعرّف الطرح في فضاء متجهي !5 

8 يعرف الطرح بواسطة (نات) + يرع براي 
في متطوق الموضوعة [,8]» (دط)ه = د(طة) ما هي العملية التي يمظها كل جداء؟ 

8 في ل(طة) يرمز الجداء طن للمسلمين 2. 5 إلى الضرب في الحقل 5, في حين أن الجداء بين السلمي 20 والمتجه لا 
يرمز إلى الضرب السلمي. 

في (ط) يرمز الجداء ثانا بين السلمي 0 والمتجه د إلى الضرب السلمي: أيضاً جداء السلمي © والمتجه ٥٦‏ يرمز إلى 
الشيري 'السلمي. 


67 


77 


87 


97 


107 


14.7 


اتفصل 7 1] 189 
لیکن ”۸= ۷ حيث 12 حقل إختياري. بين كيف نجعل ۷ فضاءً متجهياً فوق 12 


اھ تعوّف الجمع والضسرب السلمسي بسواسطة ا + .رط + ھت +۵) < لہا .حرط0 + لوه 
و بية كار بها) > پقحسری ھ) ما حيسث 6K‏ )را1 ويكون المتجه الصفري في لا هو نونية الأصفار. 
)0 0. إثبات أن ”۸= ۷ فضاء متجهي ممائل للبراهين في قسم 3.1 من أجل "8. 








0 





لتکن مجموعة الأعداد الصحيحة بمقاس 3 سم عدد العناصر الموجودة في الفضاء المتجھی “)= ۷ 
8 هناك ثلائة خیاراتہ 0 ! أو 2 لكل مركبات متجه في ۷. وبالتالي ۷ لھا |8 = 3= ,3,3,33 عنصراً. 
لتكن ۷ مجموعة كل المصفوفات 8< :5 التي مداخلها في حفل إختياري >. بين كيف تجعل ۷ فضاء متجهياً 
# إن ۷ فضاء متجهي فوق K‏ بالنسبة إلى عمليتي الجمع المصفوفي والضرب السلمي. إثباث هذه الحقيقة ممائل تماماً 
لإثبات مبرهنة 3.2 للمصفوفات "×١‏ فوق ۸. 
لتکن ۷ مجموعة کل الحدودیات "پ٥‏ +..+ ثايه + ۵,٤‏ + ,8 التي معاملاتها ,۾ من حقلٍ ٤ا۔‏ ہین کیف تجعل ۷ فضا٤‏ متجهياً. 
MM‏ إن ۷ فضاء متجهي فوق ! بالنسبة إلى العمليتين المعتادتين لجمع الحدوديات والضرب في ثابت۔ 
ین ان 8 = ۷ ليست فضاء متجهياً فسوق 76 بالنسبة للعمليتيين التاليتيين للجمع المتجهي والضرب السلمي 
(8 + ط )e,d( = (a ۰۴ ٥۰‏ + (ا) و .K)a,0( = )K#.0(‏ بين أن واحدة من موضوعات الفضاءات المتجهية لا تقحقق هنا 
# لتکن اے, 2=ي 34 <۷ إنن 
(r + s)v = 30,4) = (9,4)‏ 
rv + sv = (3,4) + 23,4) = (3,4) + (6,4) = )9,8(‏ 
بما أن بام + (r + s)v # Iv‏ فإن الموضوعة [رM]‏ لا تتحقق. 
بین ان ۸= ۷ ليست فضاءً متجهياً ۴ بالنسبة إلى العملبتين: (طية) > (قرء) + (طية) ا ا .k(a,b) = (ka,kb)‏ 
واحدة من موضوعات الفضاءات المتجهية لا تتحقق 
#8 لتكن (1,2) = ۷ء (3,4) > بد إذن 
(1,2ے (3,4) + )1,2( = v + w‏ 
w + v = (3,4) + (1,2) = (3,4)‏ 
بما أن ۷ + ۷ ۷+ ۷, فإن الموضوعة [ڕ۸] لا تتحقق. 


بین آن 


بين ان ”۸= ۷ ليست فضاءً متجهياً فوق ۸ بالنسبة للعمليتين: (4 + ط,ع + 4) > (ل,ء) + (طية) ر (طتابةة - زطية)م 
بین ان واحدة من موضوعات الفضاءات المتجهية لا تتحقق 
8 كن ا ےی 2= «3,4)- ». إذن 
(27,36) ے (300,4 ے وزو + ) 

(15,20) > (12,16) + (هرة) > (2)3,4 + )1(3,4 = rv + sv‏ 
وبذلك» 8۷+ ۷ ۷# (8 + ۲)» وهكذا لا تتحقق الموضوعة IM,‏ 
لنفترض أن 8 حقل يحتوي حقلاً جزئیاً . بيّن كيف يمكن النظر إلى 8 على أنه فضاء متجهي فوق . 
# ليكن الجمع المعتاد في 8 جمعاً متجهياً والجداء ا لمي ۷ڄ ل ۸K6۴‏ و 8 © 7 هو الجداء بين وء كعنصرين في 
الحقل 5. إذن؛ يكون 8 فضاءً متجهياً فوق ک1۔ 
هل الحقل الحقيقي 8 فضاء متجهي: (أا) فوق 0؟. (ب) فوق 57 (ج) فوق ©؟ 
8 () نعم. لآن © حقل جزئي في 8 (ب) لاء لان 7 ليس حقلاً. (ج) لا لان ٥‏ لیس حقلاً جزئياً في ۸, 


هل الحقل العقدي © فضاء متجهي: () فوق 18؟. (ب) فوق ©؟ (ج) فوق 2؟ (د) فوق €؟ 


190 


16.7 


17.7 


20.7 


217 


227 


1 الفضاءات والفضاءات الجزئية المتجهية 


8 () نعم لان ۸ حقل جزئي في ©. (ب) نعم لأن 0 حقل جزئي في ©. (ج) لا, لآن 2 ليست حقلاً. (د) نعم, كل 
حقل فضاء متجهي فوق نقسه. 


هل ,7 فضاء متجهي فوق ,7؟ 





8 لا (0,1,2,3,4) = 24 ليست حقلاً جزئیاً في (0,1,2,...6) = ا لان العمليات مختلفة مثلاً. 0= 2+3 في ي2 
ولكن #0 3 +2 في ر2. وبالتالي, ,2 ليست فضاء متجهياً فوق 2 
مبرهنة 17 ليكن ۷ فضاء منجهياً فوق حفل ). 
() من أجل لي سلّمى ٤6۴‏ و ٥ء٢‏ ٤۷٥۵۔‏ 
() من أجل 7 © 0 وأي متجه 0-0 إلا © ند 
400 إذا معط حيث کا٤‏ و لاعس إنن ۵ے أو u=0‏ 
40 من أجل أي «6K‏ وي k(u) = ku ı €V‏ = 0) 


اثبت () في المبرهنة 17: 0= K0‏ 
8# لديناء من الموضوعة [يه] ب 0 -لاء 00+ 0. وبالتالي. ومن الموضوعة [,31] 10++ 0 - (0 + 0 - 60 
نضيف ۸0~ إلى الطرفين. فنحصل على النتيجة المطلوبة. 
اثبت (1) في المبرهنة 1.7: 0< ن0. 
8 نحصل, من خاصية ل آ, على 0-0+ 0. وبالتالي. وبواسطة المرضوعة [,34]ء 00 + د > ب(0 + 0) > ن0. 
بإضافة 00- إلی الطرفین, نجد النتيجة المطلوية. 
اثبت (11) في المبرهنة 7.!: إذا 20 نل إذن 8-20 أي 0ل 
# انفتصسرض ٹن 20 اط و K#*0‏ يسوجسدعندثذ سلمسى کا بحیسٹ ان 78-1 #؛ وبالتالي 
u = lu = (k7 'kDu = k7 (ku) = k70 = 0‏ 
اثبت (۷آ) في المبرهنة 1.7 )س = k)(‏ س بال-) 
8 تستخدم 0 (ن-)+ ن, فتحصسل على (نا-)ط + نط - ((نا-) + 0ط - 0 = 0. نضيف 80- إلى الطرفين, 
فتحصل على (0-)) - 0)ا- ۔ 
نستخدم ‏ 0- (4-) +۴ فنحصل على لالغ-) + باط > نإ(!-) + غ) > 0 - 0. إضافة 4- إلى الطرفين تعطينا 
ku = (ku‏ وبذلك .(-ku = kı) = kı‏ 
بيّن أنه من أجل أي سلمى ‏ واي متجھین نا و ۷ لاط - لام > (- ا 
1# تستخدم تعسريسف الطرح. (۷-) + ن = ادن والنتيجسة «ل- = (۷-)» للحصسول على 
+(~v)) = ku + kv) = ku + (kv) = ku ~ kv‏ )ماد ( - ٤)‏ 
مبرهنة 2.7 ليكن ×K‏ حقلا إختيارياً ولتكن × أي مجموعة غير خالية. لتكن ۷ مجموعة كل الدوال من × إلى 1. نعرّف 
مجموع أي دالتين 7 © 58 بآنها الدالة 6۷ ع8 +۶ حيث 
Vx eX‏ جع + وم ے باع + ) 
[الرمز ¥ يعني «من أجل كل»]. إذن. ۷ فضاء متجهي فوق K؛‏ أي أن ۷ تحقق الموضوعات الثماني 
للفضاءات المتجهية. [۷ ليست فارغة لان × ليست فارغة]. 
اثبت آن ۷ في المبرهنة 27 تحقق الموضومة [ر۸]۔ 
8 لتکن 6۷ ۵ئ۶ لکن نبپین ان (ط+ع) +۶ - ط5 + (ع +]). يلزم تبيان أن الدالة ط+ (عي+/) والدالة 
(« + ع) +۶ تعطيان كلاهما نفس القيمة من أجل كل ×6 »× الآن. 
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24.7 


27 
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((f + g} + h(x) = (f + gH) + h(x) = (f) + gi + hla)  VIEX 
(f + (g + RJ) = f0) + (g + HUY = f) {BF h(t)  VIEX 


ولكن (1)۴, )ع (×)۸ سلمی أت فسسي الحقل K‏ حيسث جمع السلميسات عمليسة نجميعية؛ وبسالتا! 
(g00) + h(x)‏ + (ج) ٭ (طط + (ئع + (f+ g) +h= f + (g +b) «iil {FCD‏ 


ي“ 


اثبت آن ۷ء في المبرهنة 2.7 تحقق الموضوعة [4]. 
#1 لنكن 0 الدالة الصفرية: 0= (0)۸, ×€ ×¥. لدينا إذن. من أجل اي دالة ۶6۷ 
(f +00) = f() +0) = f) FO =f) ۰۰۰۴‏ 
وبذلك. ۴= 0+ ويكون 0 المتجه الصفري في ۷. 
اثبت آن ۷ء في المبرهنة 2.7 تحقق الموضوعة [ي8]. 
# من أجل أي دالة ۶6۷ لتكن ۴ - الدالة المعرفة بواسطة ()؟ = (060-). إذن 
(f+ YD =f) + (PD = f) = f(%)= 0= 0() VEX‏ 
ولك 0= 0 +£ 
اثبت أن ۷ء في المبرهنة 2.7 تحقق الموضوعة (,۸]. 
# لتكن ٤۷ئ۸‏ إذن 
f0) = (g + fJ)  VxEX‏ + رع ع راع + لاز ع مازع +١‏ 7) 


وبالتاليی. 7+ ع ع +4. [لاحظ أن 0): + 800 > (5)غ + (40 تتبع من حقيقة أن (108 و (8)8 سلميين في الحقل × 


حيث يكون الجمع تبديليا] 
آثبت ان ۷, في المبرهنة 2.7, تحقق الموضوعة [,31]. 
8 لاکن 6۷ ئ۶ و 8 إذن 


اط + اط < (ص)اج ٭ جما »ا - (ضمازع + / 4 = (k(F + gD)‏ 
۶۰۸ او ۰ ۷۶) - (م:)ڑ(ھا) + (-)(گا) - 


0-0 +0 [لاحظ أن 100+ 0ع - (80 +()1 تتبع من حقيقة أن 2 (80. (۴)ع سلمیات في 
الحقل 16 حيث الضرب توزيعي فوق الجمع]. 
اثبت أن ۷ء في المبرهنة 2.7, تحقق الموضوعة [,34] 
® لتکن ۲۷ ار .,061٤‏ إئن 
(وزط + ()(۲ھ) < اط ٭- (ازہ < زنوازط + و د جمازط(ط +م)) 
(af + bf)  VxEX‏ = 


وبالتالي ۴ط + گھ = ؟(ط + ۾) 
اثبت آن ۷, في المبرهنة 2.7. تحقق الموضوعة [ر١].‏ 
8 لككن ۲6۷٤‏ و 6 . إذن. 


((ab)fJ(®) = (ab)f(®) = a(bf()) = a(bf (0) = (bf)  VWxEX 
)aط(‎ = 4)0 وبالتائي,‎ 


أثبت أن ۷ في المبرهنة 2.7 تحقق الموضوعة [,1). 
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الفضاءات والفضاءات الجزئية المتجهية 


© لتكن ٦2۷‏ إذن. من أجل الوحدة >1 © 1 0( - 600! » (1200), >6كلا. وبالتالي ؟ ع 14. 


لتكن ۷ مجموعة متتالية لا نهائية (....ية.رة) ذات مداخل من حقل كل. بيّن كيف تجعل ۷ فضاء متجهياً. 
8# تعرّف عمليتا الجمع المتجهي والضرب السلمي على ۷ بواسطة: 

= a, ¥ ba, 4 by...) 

(Ka Kay,...) 

حيث 6 © عرط.,ة. ويكون البرهان أن ۷ فضاء متجهي مماثلاً للبراهين في القسم 3.1 من أجل *8. 





ما هى المتجه الصفري 0 وسالب متجه (..ررة.,4) = نا في الفضاء المتجهي ۷ للمسالة 30.7؟ 








8 هما (..,0.0) =0 متتالية الأصفار: و (... ره ,-)= د-٠‏ متتالية سوالب المداخل في لا 


لتكن ۷ مجموعة الأزواج المرتبة (8,0) للأعداد الحقيقية, حيث تعرّف عمليتا الجمع في ۷ والضرب السلمي على ۷ بواسطة: 
(ك + ےت + (a‏ = (4,) + (طر) و )ka,0(‏ = (ط,ه)). آي الموضوعات الثماني للفضاءات المتجهية تتحقق من أجل ۷؟ 
8 تحقق ۷ کل موضوعات الفضاءات المتجھیة باستثناء [رM]:‏ اد دا. 
بیّن آن ]M,[‏ لیست نتیجة للموضوعات الآخری من فضاء متجهي. 
# بما أن البيثة الجبرية ۷ في المسالة 32.7 تحقق كل الموضوعات ما عدا [,11]. فإنه لا يمكن اشتقاق [,31] من 
الموضوعات الآخری۔ 
لنفترض أن 8 حقل يحتوي حقلاً جزثياً 5. بيّن أنه يمكن اعتبار المجموعة "۴= ۷ فضاۃ متجھیاً فوق .1٤‏ 
عرّف الجمع المتجهي والضرب السلمي في كما يلي: 
لظ + يهنيو + بقرط +بھ) ٭ زط 
بپھا.یطہھگ) < لبھ... 
حيث 68 رار و €۸ .K‏ إذن. یکون ۷ فضاءً متجهياً فوق .K‏ [هذا الفضاء المتجهي يختلف عن الفضاء المتجهي "8 
باعتباره فضاءً فوق 8]. 





(û-4) * (bb, 





هل يمكن تعريف © [أزواج اعداد عقدیة] کفضاء متجھي: (ا) فوق ۴؟ (ب) فوق ©؟ (ج) فوق 0©؟ (د) فوق 52 
8 نستخدم المسألة 34.7: (ا) نعم (ب) نعم (ج) نعم. (د) ل لآن 2 ليست حقلاً. 

هل يمكن تعريف ۸ کفضاء متجهي: (ا) فوق ©؟ (ب) فوق 8؟ (ج) فوق 50 

# نستخدم المسالة 347: (ا) نعم. (ب) نعم. (ج) ل١‏ لآن © ليست حقلاً جزئياً في ۸. 

كيف نعزف «الجداء النقطي»: الطول, التعامد على فضاء متجهي مجرد؟ 


© الا يحتبر الجداء النقطي. والمفاهيم المتعلقة به مثل الطول والتعامدء جزءاً من البنية الأساسية للفضاءات المتجهية: ولكن 
يمكن اعتبارها كبنية إضافية قد تعرّف آو لا تعرّف. [سوف ندرس مثل هذه الفضاءات في الفصلين 14 و 20]. 


7 الفضاءات الجزئية للفضاءات المتجهية 


387 


عرّف فضاء جزثياً في فضاء متجهي. 
8 التكن ۷ مجموعة جزئية في فضاء متجهي فوق حقل ك!. نقول أن ١‏ «فضاء جزكي» في ۷ إذا كانت ۷ نفسها فضاء 
متجھیاً فوق کا بالنسبة لقانونٌي الجمع المتجهي والضرب السلمي علی ۷۔ 


مبرهنة  :37‏ تکون ا فضاء جزثیاً في ۷ إذا وفقط إذا 


37 
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(0) 9۷ مجموعة غیر خالیة (او: 62۷۷ 0)۔ 
(1) ۷ مغلفة تحت الجمع المنجهي: ۷ ۷ تفتضي ‏ 6۷ ۷ +۷ 
(011) ۷ مغلقة تحت الضرب السلمي: ۷۴۷ تقنضي ۴۷ ۷ من آجل کل €۸ » 


اثبت مبرهنة 3.7. 


8 لنفترض أن 19 نحقق (1) و (11) و (11). من () تكون ۷۷ غیر خالبة؛ ومن (1) و (111). نكون عملينا الجمع المتجهي والضرب 
السلمي معرفتين جيداً على /8. كما أن الموضوعات [/18. (ي8] ٠‏ ل1۷ [رM)‏ ل8 [0] تنحفق على ۷ لان المنجھات في 
7 تنتمي إلى '7. وبالتالي, نحتاج فقط إلى أن نببن آن [ی۸] و [۸] تنحققان أبضاً على ۷. من (). ۷۷ ليست فارغة. ليكن مثلاً 
۷. إئن, من (ان» يكون لدينا 10 © 00-0 و0 <0 +۷ من أجل كل €۷ »۷ وبالتاليء تحقق ۷ المرضوعة 
آی۸]. اخیره إنا 6۷۷ ۷. إذن 1 ©+--0(!-) و0 (0-) + ۷ وبالتالي, /لا يحقق [ي8]. إذن, بكون ۷ فضاء 








جزئیاً في ۷ 
وبالعكس, إذا كان /لا فضاءً جزئباً في لاء فمن الواضح تحقق () و (1) و (11). 
نتیجة 47: یکسون ۷ فضساء جسزئیساً فسي ۷ إذا وفقط اذا (1) 06۷۷ (لو 9س ۷۷) ر (۵) ۷,۷6۷۷ تقتضی 
۷ ۷+ ۷ھ من أجل كل ک6 0ھ 

اثبت نتیجة 4.7. 

# لنفتصرض ان ۷۷ تحقسق () و (1). إذن» مسن (). ۷ غیسر خسالیسة. کمسا انے إذا 6۷۷ ۷,۷: إذن, مسن (1, 
Fw EW‏ 1> ۷+۷ واذا ۷۷۷ و مھ ؛ إنن ومن (ق. 1 © 00 +60 > ا8. وهكذاء وبواسطة الميرهنة 
7 یکون ۷ فضاء جزدياً في 7 

وبالعکس, إذا كان ۷ فضاء جزثياً في ۷, غمن الواضح تحقق (1) و (آ) في ۱۷, 
لیکن ۷ أي فضاء متجھي عژف × اصغرہ و ہاکبرء فضاء جزئي في ۷ 

الا المجموعة (0) المكونة من المتجه الصفري وحده تكون فضاءً جزثياً في 7 منضمناً في كل فضاء جزثي آخر في ۷, 
والفضاء الكلي ۷ هو نفسه فضاء جزئي في ۷ يحتوي كل فضاء جزئي آخر في ۷. 

المسائل 46.7:42.7 تتعلق بالفضاء المنجهي (۸ € ))a.0,0(:4,‏ = ۷. 





برهن آن ۷ فضاء جزلي في ۴= ۷ حیث ۷۷ المستوی ×٢‏ المؤلف من المنجھات اللواني مركباتها الثالثة تساوي صفراً 
اي W = {(abOJ:ab,ER}‏ 

W ®‏ € (0,0,0) = 0 لان المركبة الثالثة في 0 هي 0. من أجل أي منجهبن (4,0,0) = ب (4,0,) =« في ۷ وأي 
سلمیین (عددین حقیقیین) ٤‏ و ٴ۴, لدینا 

lay kv +k'w EW وھکذا.‎ .kv + k'w = k(a,b,0) + K'(c,d,0) =(kn, kb,0) + (k'c,k‘d,0) = (ka + k'‘c,kb + k'd,0) 
۷ يعني آن ۷ فضاء جزٹي في‎ 
بين أن ۷ فضاء جزئي في 87 - لا حبث ا تتكون من تلك المتجهات التي مجموع مركباتها يساوي صفرأًء أي‎ 

.W = {(ab,c):a + b +e = 0} 

6W ®‏ (0=)00 لأن 0=0+ 0+0 لتفنرض أن (0 )=۷ (0',5',6) - « ينتميان إلسى ۷ أي أن 
a+b +=0‏ و 0= + +b'‏ . |إذن, من اجل آي سلمیین » و ')» 

ûl tS kv + k'w = k(a,b,e) + k'{a',b',0') = (ka,kb,ke) + {k'a'.K'b'.k'c} = (ka + k'a',kb + k'b',kc + k'c) 


(ka + k'a') + (kb + k'b') + (kc + k'c') = k(a + b + c) + K'(a’ + b' + c') = KO + k'0 =0 


بين أن ۷ ليست فضاءَ جزنياً في ۸= ۷ حبث تتكون 7 من تلك المتجهاث التي مركباتها الآولى غبر سالبة, أي 
(0چہ:(ء,طع)) > ۷۔ 








194. 


45.7 
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٦‏ الفضاءات والفضاءات الجزئية المتجهية 


18 نبين أن واحدة من الخواصء مثلاً. في المبرهنة 3.7 لا تتحقق. 6W‏ (1,2,3) ۷# و 631 5~ = ). ولكن. 
(15-,10-,ك-) ه (5)1,2,3- = ۷) لا تنتمي إلى ۷ لان 5- عدد سالب. وبالتالي, لا یکن ۷ فضاء جزئیاً في ۷ 
بن أن ا ليست فضاءً جزئياً فسي 0 »= ۷ ميث تتكون ا مسن تلك المتجهات التي لا يتجاوز طولها 1ء أي 
.W = {(a,b,e):a? + b +e? <1)‏ 

v= (1,00 EW E‏ و EW‏ (0,1,0) = «. ولكسن (1,1,0) = (0,1,0) + (1,0,0) * W‏ + ۷ الا ينتمي إلى لا لآن 
1 < 2 = 0+ 1 + 1. وبالتالي» لا يكون 1۷ فضاء جزئیاً في لا. 

بن أن ۷ لیست فضاة جزئیاً في 8 = ۷ حيث تتكون ۷ من تلك المتجهات التي مركباتها أعداد مُنُطقة, أي 
.W = ((ab.c):a,b,e € Q)‏ 

EW‏ ,1,2( =0 و k= VER‏ . ولكن (2,27/2,3/2/) - (40-7/2)1,2,3. لا ينتمي إلى ۷ لأن مركباته 
ليست أعداداً منطقة. وبالتالي» لا يكون ۷ فضاۃ جزئياً في ۷. 

المسالتان 48.7-47.7 تتعلقان بالفضاء المتجهي ۷ لکل المصفوفات المربعة ٦-‏ فوق حقل &. 
بين أن ۷ فضاء جزئي في ۷. حيث ۷ مكون من كل المصفوفات المتناظرة؛ أي كل المصفوفات (رة) > 4 حيث ايه * ره 
82 0 لآأن كل مداخل 0 أصفار وبالتالي متساوية. لنفترض الآن أن (ية) = ۸ ى (ر() - 8 تنتميان إلى ۷. أي 
أن ابه »به ى ط× و من آجل أي سلميين 6 © 5., تكون 68+ 248 المصفوفة التي مدخلها ال ز هو العنصر 
نا + يقه. ولكن راط + هه = ,طط + يهه. إذن؛ تكون 68+ 28 متناظرة هي الأخرى, وبذلك يكون 1١‏ فضاء ج 
في ۷. 





بين أن ۷ فضساء جزئي في ۷ حيث يتكون 77 من المصفوفات التسي تتبادل مع مصفوفة معطاة 7: أي, 
.W = (A E V:AT = TA}‏ 
0EW ©‏ لان 010 0. لنفترض الآن أن 6۷ ۸,8؛ آي آن 7۸= ۸ و 83-78 لديناء من أجل أي 
سلمیین × € 41 
 .)24 + BB) = (2A) + (DBT = (AT) + b(BT) = a(TA) + b(TB) = T(aA) + TB) = (aA + bB)‏ وبذكہ تتبادل 
8+ هه مع ؛ آي آننا ننتمي إلى ۷ وبالتالي, يكون 18 فضاءً جزئیأً في ۷. 
المسالتان 50.7-49.7 تتعلقان بالفضاء المتجهي ۷ لكل المصفوفات 2×2 فوق الحقل الحقيقي ۸. 





بین ان ۷ ليست فضاء جزئياً في ۷ء حيث تتكون ۷ من كل المصفوفات ذات المحددات الصفریة 


7 موت ]. الىسصفوفتان (0© )=4 و (؟ )=۸ یتان ہی ۷ لان 


e)4) =0‏ و 0= (4)8. ولکن (© 1) =8 + 4 لا تنتمي إلى ۷ لان 1= (8 + ۸)٤٥۵۔‏ وبالتالي۔ لا یکون ۷ فضا 
جزئياً في ۷. 


بيّن أن ۷ ليست فضاۃ جزثياً في 7, حيث ۷ تتكون من كل المصفوفات ۸ التي تحقق A 5A‏ 





ھ مصفوفة الوحدة (© ()-/ تنتمي إلى ۷ لان 
=0 0= 9 = 
ولكن ( ) =21 لا تنتمي إلى ۷ لان 


0 
518 





LE 


وبالتاليء لا يکون ۷ فضاءَ جزئياً في ۷. 
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المسائل 52.7-51.7 تتعلق بالفضاء المتجهي ۷ لكل الدوال من الحقل الحقيقي 8 إلى ۸. هذاء ترمز 0 إلى الدالة الصفرية: 
0 (٭)0. من أجل كل €8 ×۔ 
بن ان ۷ فضاء جزئي في ۷ء حیث (0 = (۴1)3) = ۷. أي تتكون ۷ من تلك الدوال التي تطبق 3 إلى 0. 

ھ ہ6 لان 0= (0)3 لنفترض أن 619 8 أي أن 3(=0؟ ر ٥ء‏ (3)ع. إذن یکسون لسدینسا 
60-0 + 0ه ز(ق3ایطا + (قالە < (3)(عط +۵۶). من أجل أي عددين حقيقيين 2 و 6. وبالتالي. للا © ع6 + 6ه وبذلك 
يكون 1 فضاءً جزثياً في . 
بين أن ۷ فضاء جزئي في ۷ حیث ((1)1 = )٤.۴)7(‏ = ۷ أي أن ۷ تتکون من کل الدوال التي تقرن نفس القيمة ب 7 و |. 
8 1 لان (0)0= 0= (0)07. لنفرض ان 26۷ئ۸ أي أن (۴0= ()۴ و 8)10 = (80. إذن. يكون لدينا 


(af + bg)() = af(0) + bg(7) = af(1) + bg(1) = (af + bg)(1)‏ من أجل كل عددين حقيقیین ۵ و 0. وبالتالي تنتمي 
3+8 إلى الا آي آن ۷ فضاء جزئي في ۷. 





بين أن ۷ فضاء جزثي في ۷ء حيث تتكون ۷ من کل الدوال الفردیةء أي تلك الدوال ۴ التي تحقق ()۴- = (), 

EW 8‏ لان (000- - 0- > 0- (0-)0. لنفترض أن © فك أي أن ج7 ے ے7 ا وهس د وماق 
لدينا إذن. ))gض‏ + ~{(af() + bg (0)) = ~(af‏ ده لمهط - لمكم = (f + beJ(-x) = nf(-x) + bg(=x%)‏ 

من أجل أي عددين حقيقيين 3 و ا. وبالتالي» b8 EW‏ + ۴ وبکون ۷ فضاء جزتياً في ۷۔ 

بين أن /لا ليست فضاء جزثياً في /ا حيث ‏ ((۴)1 +4 2= (۴۴)1) = ۷. ا 

® نفترض أن 26W‏ أي (10/+ 9790-2 و (ا)ع + 2 - (7)ع. إذن 

(1ارع + ) + 2ع (لازع + 6 + 4 > رتاع + رو + 4 > (ايع + 2 + (لل؟ + 2 - 7ع + 7 = 87 + f‏ وبالتالسيء 
E‏ + وبذك لا یکون 9۷ فضاء جزئیاً في ۷۔ 
بین ان ۷ ليست فضاء جزئیاً. حیث تتکون ۷۷ من کل الدوال غیر السالبةہ آي کل الدوال ٢‏ التي تحقق 0< 827.60 


“ل لیکن 2-۔ ولتكن ۶۴۷ معرفة ہواسطة ٭× > (7)0 إذنء ۶5۷۷ لأن 0< ×=( ت٢‏ ولکن 
(KÊK(S) = KF(S) = (2(5?) = — 50 <0‏ وبالتالي .)f € W‏ وبذلك لا يكون ۷۷ فضاء جزئیأً في ۷ 





بين أن ۷ فضاء جزئي في , حيث تتكون ۷ من كل الدوال المحدودة. [تكون دالة «۷ ۴6 «صحدودة» إذا وجد 68 MN‏ 
بحيث أن 84> 1001| من أجل كل ×6 ×]۔ 


# من الواضح أن © محدودة. لآن 0= (0)۸ من أجل كل €۴ ×. لتكن الآن 6W‏ 8 مع وجود حدین ,¥ و M1,‏ 
من أجسسل ؟ و 8 ملسى التسرتيب. إذن. يكسون لسديشسا مسن اجلل اي سلميين ۵ وط وكسل €۴ »× 
a) b80) < laf)! *F bg) = lal IfOO| + !bllg()1 sla lM, + IbIM,‏ = 8 + )ا اي أن 

,| + ,4۷ا يكون حدًا من أجل الدالة 8 + 37. وبذلكء يكون /ا فضاة جزتياً في ۷. 

ھل یکون ۷ فضاءَ جزئیاً ل لا حيث (أ) ۷۷ یٹکون من کل الدوال المستمرة؟ (ب) للا يتكون من كل الدوال القابلة للاشتقاق؟ 
لل نعرف من الحسبان أن الدالة الثابتة 0 مستمرة وإشتقاقية (قابلة للاشتقاق). نعرف من الحسبان أيضأ أنه إذا كانت ؟ و ع 
مستمرتين (إشتقاقيتين), فان وا + هة من أجل أي عددين حقيقيين 2 و 0 تکون دالة مستمرة (إشتقاقية). وبذلك, (0) نعم؛ 
(ب) نعم. 

لیکن ۷ الفضاء المتجھي للحدودیات ”ا۵ +... + ثاره + اة + ره بمعاملات حقيقيةء أي أن 6۴ ه. حدّد ما إذا كان للا 
فضاءً جزنياً في 7 آم لاء حيث 

(1) تتكون ۷ من کل الحدودیات ذات المعاملات الصحیحة۔ 

(ب) يتكون ۷۷ من کل الحدودیات ذات الدرجة الاقل من 3 أو التي تساويها 

(ج) ۷ یتکون من الحدودیات ",طا + .+ خارط + خابط + يط ثي الحدودیات بقوی زوجیة فقط ل٦‏ 
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60.7 


6i7 


62.7 


63.7 


64.7 
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mM‏ () لا. لآن المضاعفات السلمية لحسدوديات في ۷ ل تنتمي داثماً إلسى ۷. مشلا ۷ 50+72 + ٢3‏ لکن 
GW‏ تر ج/7 دع وزة + 3/2 د +1720 [لاحظ أن /لا «مغلقة» تحت الجمع المتجهي. أي أن مجموع عنصرين في ۷ ينتمي إلى 
/لا]. (ب)ى (ج) نعم. لانه» في كل حالة, 17 ليست فارغة. ومجموع عنصرين في ۷ ينتمي إلى ۷. والمضاعفات السلمية لاي 
عنصر في ۷ تنتمي إلى ۷. 

مبرهنة 5.7: إن تقاطع أي مدد من الفضاءات الجزئية في فضاء متجھي ۷ يكون فضاءً جزثياً فيه. 

اثبت مبرهنة 5.7. 

ھ لیکن (۷,61) تجمیعا لفضاءات جزثية في ۷, وليكن 60 0)۷1 = ۷. بما ان كل ,۷ فضاء جزئي. فإن 
0۷ من اجل کل 461 وبالتالي €۷ 0 لنفترض ان ۷6۷ إن ,1۷6۷ من اجل کل آ6 بما 
أن كل ,للا فضاء جزكي. فان 6۷۷ ۷+ نہ من أجل كل 61 1 وبالتالي. €۷ +6١‏ لاه. وبذلك يكون ۷ فضا 
جزتياً في ۷ 

بين أنه ليس من الضروري أن يكون الاتحاد ر۷ نا ۷۷ء لفضاءين جزثيين في فضاء متجهي ۷, فضاء جزئیأً في ۷۔ 

اھ لیکن ۷۶ وليكن (8 6 ))a.0(:‏ = ,۷ و 6R)‏ 5:(ط.0)) = ,۷. آي آن ,۷ هو محور -× و ۷ محور ۰ل 
في 8. إذن. ,۷ و ر۷ فضاءان جزئيان في ۷. لیکن (10)= ن و (0,1) > . إذن لاى ١‏ ينتميان كلاهما إلى الاتحاد 
Wy, UW,‏ ولكن (1,1) = ۷+ ن لا ينتمي إلى ۷ لا ,۷. وبالتالي لا یکون ر۷ لا ,۷ فضاء جزفياً في ۷. 
مبرهنة ٠:67‏ لتكن منظومة معادلات خطية متجانسة في عدد ۸ من المجاھیل ...بيد فوق حقل ك1: 

٠ء‏ وو ۴ص“ 


+ وھورھ“ + ,3 





nag FF aa 


6 7ہ“ 
إذن» إن مجموعة الحل /18 فضاء جزئي للفضاء المتجهي 17 

أثبت مبرهنة 6.7. 

8# المنظومة مكافثة للمعادلة المصفوفية 8-0. بما أن 0 480, فإن المتجه الصفري ينتمي إلى 17. لنفترض أن نا 
و۷ متجھتان في ۷۷, آي آن نا و ۷ حلآن للمنظومة إذن. ۵“ بھ ر٥“‏ الل. وبذلك يكون لديناء من أجل أي سلمیین ٥‏ و تا 
في 1 0= 0+ 0= b۷) = A + DAV = a0 + b0‏ + )۸. إذن: يكون ۷ فضاء جزئیأً في "۔. 
لتکن 8= A×‏ منظومة غير متجانسة لمعادلات خطية في عدد ١‏ من المجاهيل فوق حقل .K‏ بين أن حل المنظومة ليس فضاء 
جزثياً في 10 

© إذا 0* 8, إذن 8غ 480 وبالتالي, لا یکون 0 حلا ل 8= ×۸. وبذلك. فإن الحل ليس فضاء جزثياً. 
ناقش ما إذا كان 82 فضاء جزثياً في 787 

8 لاء فعلى الرغم من أنه يمكن «مطابقة» المتجه 82 © (طھ) مع (4.0.0) في المستوى -لر× في ۸ إلا انما عنصران 
مختلفان ينتميان إلى مجموعتين منفصلتين 

المسالتان 65.7-64.7 نتعلقان بالفضاء المتجهي 7 المتكون من المتتاليات اللانهائية (..رية.,8) غي حقل کا. [أنظر المسالة 
30.7[ 
بين أن ۷ فضاء جزئي في ۷. حيث يتكون ۷ من كل المتتاليات التي مدخلها الأول صفري۔ 

لا من الواضح أن (...0.0) = 0 تنتمي إلى ۷. لنفترض أن 17 © #رنا. إذن المدخلان الآولان ل دا و ۷ مساويان 
للصفر. وبذلك. يكون المدخل الأول ل 0+ لا هو 0+0=0 كما أنه من أجل أي سلمى .K ۸K‏ يكون المدخل الأول 
k.0=0 ya ku‏ وبالتالي. ينتمي 7 + نا و نط إلى ۷۷ وهذا يعني أن ۷ فضاء جزثي في ۷۔ 
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أن ۷ قضاء جزئي في ۷ء حيث ۷ مجموعة كل المثتالیات التي ليس لها إلا عدد منته من المداخل غير الصفرية. 

1 ليس ل (..,0,0) = 0 مداخل غیر صفریةہ وبالتالي 6۷ 6. لنقترض آن 6۷۷ ۷ل إذن, یکون لکل من ٴا و ۷ عدد 
منته من المداخل غير الصفرية. وبالتالي» يكون ل ۷ + نا و ۷اا من أجل أي سلمى 12 © ۴ء عدد منته من المداخل غير 
الصفریة إذنء ۷+ ا و ن ينتميان إلى ۷۷ء وبذلك يكون ١‏ قضاءٌ جز في ۷. 


7 التركيبات الخطية. البسطات الخطية 


66.7 عرّف التركيبات الخطية في فضاء متجهي. 


® ليكن لا فضساء متجهياً فسوق حقل ولتكن ۷ ود۷ إن آي متجسه في ۷ من الشكل 


1 
کپ کی +۔..+ بای ۶+ ,۷ حیث 616 پ٥‏ يسمى تركيبة خطية لس اراك 


67.7 لتكن 5 مجموعة جزئية في فضاه متجهي ل. عرّف «البسطة الخطية» ل 8 والتي پرمز لھا ب (8) 080 أو (1)8۔ 
8 إذا 5*2 فإن (0) > (20)5م8. في غير ذلك, تتكون (5) 8000 من كل التركيبات الخطية للمتجهات في 5. 
7 یف کس (5808040 حيث لا متجه غير صفري في 177 


8 المجموعة (د) 8088 تتكون من كل المضاعقات السلمية ل (؟ هندسياًٌ (۶80)0ء هو الخط المستقيم في 87 المار عير 
نقطة الأصل 0 والنقطة ناء كما موضح في الشكل 1-7. 


شکل 1-7 





span (4)‏ 
697 ضف سیا (9,نا) 5087 حیٹ دا و ۷ متجهان غير صفريين في ”8 وبحیث لا يكون أحدهما مضاعقا للآخر. 


گلا تتكون المجموعة (080)0,۷۲: من کل المتجھات التي في الشكل ۷+ ده حيث €۸ طبه هندسياً. یکون 
(0,۷) ٥مہ‏ المستوى في 87 عبر نقطة الأصل والنقطتين لا و “: كما هو موضح في الشكل 2-7. 


شکل 2-7 
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ميرهنة 7.7 لتكن 8 مجموعة جزئية في فضاء متجهي ۷. 
(4) تكون المجموعة (8) ٥080‏ فضاء جزتياً في ۷ یحتري 8. 


(1) إذا كان ا أي فضاء جزتي في لا يحتوي 5. فإن 77 © (5) 080 


اثبت (1) في المبرهنة 77: المجموعة الجزثية (5) 5837 فضاء جزثي في يحتوي 8. 


إذا ©2- 8, إذن (0) = (8) هص وهى فضاء جزثي في ۷ يحتوي المجموعة الخالية 2 لنفترض الآن أن © 8 5. 
إنا ۷۴۹ إذن (5) span‏ € ۷ = 1۷؛ وبالتالي تكون 5 مجموعة جزئية في .span (S)‏ أيضاء 2 #* -5) موی لأن 
22 5. لنفترض الآن أن (8) ۵مہ سب أي أن اليه خط رو = ۷ و ۷ط اج ,سا س _حیث 
5و j,‏ و 0 سلمیان. إذن ,٥ا‏ +...+ 5۷۱+ Fw ma, FF ag‏ ۷ وينتمي 
kv = Kav +. a = KA, FF KA,‏ إلى (5) الام من أجل أي سلمى م. لان کلاً منھا تركيبة خطية من 
متجهات في 5. وبذلك. يكون (5020)5 فضاءً متجهياً في 7 


أثبت (41) في المبرهنة 77: إذا كان ۷ فضاء جزثياً في 7 یحتوي 8, إذن 62٤۷‏ (080)8ہ۔ 


8 إذا 2 » 5, فإن أي فضاء جزئي ١7‏ يحتسوي 5, وتكسون (0) > (2005م5 محثواة في /1. لنفترض الآن أن 
22 5 ولنفترض ان 55-۷ إذنء كل المضاعفات 6۷۷ ,۷ ...,۷,ھ حيث ک اگ وبالتالي یکون 


المجموع ۷ € ,۷ة +...+ ,4۷. أي أن ۷ تحتوي كل التركيبات الخطية لعناصر ؟. وبالتاليء يكون ۷ © (4۸)8مء. كما 
هو مطلوب. 





لنفترض أن نا تركيبة خطية للمتجهات 


WISN O KARR 


9 وان كسسل ,۷ تسسركيبسسة خطية للمتجهسسات 
۷ ی ول ۷ط + لابرط > بلا بشن أن نا تركيبة خطية أيضاً للك ب« 
وبذلك. إذا .span(S) & span (I} jji $8 & spa (F)‏ 








# لدينا 


ay‏ + °° + وتوہ + رناره 
afb, FF Dg) + a (ba, +° + byw) + °°° + ap (Dna, + °°° ban)‏ 
F °°° + (a,b, + aba, + °°° + aba)‏ ۷(ر "ے2 (a,b, aba, +۶۰۰۰٠‏ 


801 


أى ببساطة 


اکتب المتجه ١  )1,-2,5(‏ كتركيبة خطية للمتجهات (1,1,1) > ره (1,28) > یھ ا (1,1-,2) د يه. 
4 نريد أن نعبّر عن ۷ في الشكل ,26 + يهلا + ,ع« ع ۷, حيث لا تزال ۴ لا و 2 سلميات مجهولة؛ لذلك؛ نتطلب 
x(1, 1, 1) + y(1, 2,3) + 2(2, -1,1(‏ = )5 ,2~ ,1( 


=), x, £) + )y, 2y, 3y) + (22, ~2, 2( 
=) + ر‎ +22, × + 2y - z,× +3 + 2( 


تكون منظومة المعادلات المكافتة بمساواة المركبات المتقابلة, ثم نختزلها إلى الشكل الدرجي: 


1 =22+ر x+y +2z= 1 x+ر+22= 1 x+‏ 
و سی نس ر2+»× ‏ لى 23ر أو 3= 32ر 
5 2ج تر 4 z=‏ ر2 10 = S2‏ 


لاحظ آن المنظومة اعلاه متوائمة ولها حل. نحل من أجل المجاهيل فتحصل على 6- >« 3=ل 2=2. وبالتالی 
Nm ~6e, + 3e + 2e,‏ 


74 


76.7 


78.7 
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أكتب المنجه (5,3-,2) = ۷ في 8 كتركيبة خطية للمتجهات (3,2-,1) = رھ (1-,4-,2) = ړم و (5,7-.1) = په 
88 نضع ۷ كتركيبة خطية لل e,‏ باستخدام المجأهيل × و لإ و 4: ,3 Xe, F yey F‏ * وى 


x(1, =3, 2) + y2, ~4, =1) + 2(1, ~5, 7)‏ = )3 ,5~ ,2( 
(72 + ر ¬ 2 ,57 ¬ رھ 3~ ,2 + 2+ ) = 
ثم نکژن منظومة المعادلات المکافئة ونختزلها إلى الشكل الدرجي: 
2 و 2 x+2y+ z=‏ 2 + 20+ ر 


كسس« وكا بره ديق او 1 22ر2 أو 22=1- ر2 
3 =72+ر سر ~= 52 + Sy‏ 0-3 





إن المنظومة غير متوائمة, وبذلك ليس لها حلول. إذن, لا بمكن كنابة ٠‏ على شكل تركيبة خطیة للمنجھات ں٥‏ و ره و ںہ 
ما هي قيم 5 التي تجعل المتجه (1,6-,1)< 0 في 27 تركيبة خطبة للمنجهين (2-,3,0) =۷ و (5-,1-,2 = Ww‏ 


گا نکتب ٘ر+ بے بد رو5 رترت ,2 + 3۸) س (کت(- ,2× +  .)1,-20  ×)3,0,-2(‏ ونكوّن منظومة المعادلات 
المکافتة: 


= ر5 = 2-- 2- = رس 1- 2+ ر3 


نحصل من المعادلتين الأولى والثانية على 2= ل 1- ×× نعوض في المعادلة الأخيرة, فنجد أن 8- = ) 








اکتب الحدودبة 4-3 7= ۷ فوق 8 كتركيبة خطية للحدوديات ‏ 5 +20 - اع بعر ۹4 27 = ړم 21+33 يه 
mH‏ نکتب ۷ کترکیبة خطیة لل e,‏ باستخدام × و لو 2 ي26 + رە + ,× = ۷, 
x(f 21+5) + y(2F — 31) + 2(1 + 3)‏ = 41-3 + 2 


x — 2x1 + 5y + 2y ~ 3y + عع‎ + 32 
بر3 ~ 2-) + 2(7 ے پر) سے‎ + 2(۲ + )5× + 32( 





نساوي بين معاملات القوى المشابهة. ثم نختزل المنظومة إلى الشكل الدرجي 


1- 20 +۴۰ 3ے x+2ay =1 x +2y‏ 
-2x -3y + z= 4‏ أآو ‏ 6 2 +ر آر 726جير 
Sx + 32 = 3‏ 8۔ سے ی3 + پر10۔۔ 52 = 132 


لاحظ أن المنظومة متوائمةء وبذلك يكون لها حل. نحل من أجل المجاهيل. فتحصل على 3 
يكون لدينا رع4 + ,26 + ,36 - = 








سب مسید (ل )اد سید جب سرت (م 2-01 (9 09م 2 )62. 


8ض نكتب التركيية الخطية 8 ل 8. 8, © باستخدام المجاهيل 2 ۷ز 2: 20 + 8ب + ۸× = E‏ 
)1 مدل ool‏ مدر Û‏ 
2 8 0 
ê = y-2)‏ 1 )- 
نكن منظومة المعادلات المكافئة بمساواة المداخل المتفابلة: 


ب 3 = × في المعادلتين الثانية والثالة فنحصل على 2- = لر و 
فإنها تشكل حلاً للمنظومة. وبالتالي؛ E = 3A "2B —C‏ 


لء«برجين =2 2ل وض 
بما أن هذه القيم تحقق أيضاً المعادلة الأخيرة. 








حدد ما إذا كان (2-,4-,3,9) <۷ في "8 تركيبة خطية ام لا للمتجهات: (2,0,3-,1) = ر (1-,23,0) = ر 


و (1,2,1-,2) = ره أي ما إذا كان ( لان p21)‏ € ۷ 
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80.7 


82.7 
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8 نكتب ١‏ كتركيبة خطية لل إلا باستخدام المجاھیل 5۷۶ا آي نضع ول2 + رلا + × = ۷ز 


(1,2,1-,2)2 +(1- 2,3,0 + (2,0,3- ,1)× - (2- ,4- ,3,9) 
(2 + برح مد ,22 به > پر3 + 22-2 + 2y‏ + )= 


نكوّن منظومة المعادلات المكافثة بمساواة المتقابلة. ثم نختزلها إلى الشكل الدرجي: 


x+2y+22= 3 +2+22 = 3‏ 3 عمجم + بر عر 3 x+2y+22=‏ 
و =2 روم موہ الى 15 ےج3 +ارر7 4 7y +32 = 15 1 Wy+3= 1S‏ 
4- 22 4~ =22 سس2 لے چٹ ساوت 


وسر پر -چ3ے 1س مه جو برقب 4 سا روہ 

لاحظ أن المنظومة اعلاہ متوائمة: وبذلك يكون لها حل؛ وبالتالي» تكون ١‏ تركيبة خطية لل ,لا. نحل من أجل المجاهيل؛ فنحصل 

على 1= قعدس 2-2 إن وا2“ ے3 + ا ۷ 
لاحظ أنه إذا كانت منظومة المعادلات الخطية غير متوائمة, آي ليس حلول, فإن المتجه ۷ لن يكون تركيبة خطية للك ,اء 
المسائل 82.7-79.7 تتطلق بالمتجهين (3,2-,1) * نا الى (1,|-,2) 7 في 87 

اكتب (4-,1,7) - ل كتركيبة خطية ل لاه . 

8 نكتب ۷+ ا× = س باستخدام المجهولين × و ل (+ع2,لا-3-,ئ2 + ») ت (1,1-,2) لز + (-۱-32)× ے (4-,17) 

نکون منظلومة المعادلات المکافٹة: 1= ل2+ » 7=ر-×3- , 4- - با + »2. نحل المنظومة. فنحصل على 3- = × 

ی 2= ل. وبالتالي, 2۷+ 30- ے۷ 

اکتب (5,4-,2) = ۷ کترکیبة خطیة لہ ا و ۷۔ 

8 نضع الاج نع با استخدم المجهولين × و لإ +y(‏ 25ر 2y, ~3x-‏ + ») = (1,1- ,2 + (فرقت, ليع د (54-,2). 
نكوّن المنظومة المكافتة ثم نختزل إلى الشكل الدرجي 


2 = 2+ 2م پر2 + پر 2= Xx +2y‏ 
0 صسص لو ادر أو ارد 
ye 4‏ +2 0 3۷- =0 


وتبين المعادلة الآخيرة أن المنظومة غير متوائمة. وبالتالي, ۷ ليست تركيبة خطية ل لا و ۷ 
آوجد ٤‏ لكي يكون (1,,5) < ۷ تركيبة خطية للا و ۷. 
8# ئنکتب ۲۷۰+ یر ۷: )+ 2 «(Ek,S) = x(1,-3,2) + y(2.-1,1) = (x + 2y, 3-y‏ 
نكرّن منظومة المعادلات المكافة: ا=ر2+ ي 8 - ن-38-, 5< ر+ ×2. نحصل من المعادلتين الا الثالثة 
منظو, التين الأولى وا على 
2= » 1- = ل بالتعویض في المعادلة الثانية نجد أن 8- = ). 
أوجد شرطا على 2, ٠٥‏ بحیث یکون (8,6,0) > 3 تركيبة خطية ل لاو , أي لكي يكون (2)0,7ة50 © لا. 
8 نكتب بام نع ع ٭ ہاستخدام المجھولین × و لا 
ورے مور - «ق-رنو2 + ») » (ل,|-,2)بر + (3,2-,1)» ع (عرطرة). نكوّن المنظومة المکافثة ثم نختزلها إلى شكل درجي: 
x+2y =a‏ ى = a x+y‏ 


ؤزعر -۔عدہ او 8+ه3 أو 6 +34 
دير +20۲ م .هه وات جد عوقو ~a + 3b + Sc‏ =0 





وتكون المنظومة متوائمة إذا وفقط إذا 50-0 2018-36 وبالتالي: يكون ‏ تركيبة خطية لكا ولا إذا وفقط إذا 
0ے 56-ماۃجھ 


ارجد شروطأاعلی ۵ھ ط ‏ بحيث أن 87 © (,طبة) ينتمي للفضاء المولّد بواسطة (2,1,0) = لاد (1,2-,ا) = ۷م 
(4-,0,3) ع بو 


897 


85,7 


867 


الفصل 7 © 201 


8 نكتب (كرارة) کترکیبة خطیة لہ نہ ۷, ۷ باستخدام المجامیل × لر 2 
(42 2 ,32 + باح y(1,=1,2) + 2(0,3,-4) = (2x + y, x‏ +- (2,1,0)× > (م,ط,ف)۔ نکؤن منظشومة المصادلات الخطیة 
المكافثة ثم نختزلها إلى شكل درجي 





و2 رات x+y‏ 
0ع 32ب ودع أن او 26 62 - 3y‏ 
2a ~ 4b -3¢ 2y ~42 =e‏ =0 





إن المتجه (,8,ھ) ينتمي إلى الفضاء المولد بواسطة لاء *. « إذ! وفقط إذا كانت المنظومة اعلاه متوائمة, وتکون المنظومة 
متوائمة إذا وفقط إذا 0= 36 - ط4 ~ 24. 
لنفترض أن ۷۷ فضاء جزتي في ۷۔ اثبت ن ۷ - (8030)۷۷. 

8 ہما ان ۷ فضاء جزئي في ۷ فإن ۷ يكون مغلقاً تحت التركيبات الخطية. وبالتالي. ۷ © (۸)۷ ولكن 
spn ¥(‏ € ۷. ينتج عن الاحتوانین أن ۷> (20)9۷مہ۔ 
بین آن (۹)مدد < ((8)م۸م٥)‏ ]7ص 

قله يما أن (۸۸)85مء فضاء جزئي فی ۷, فإن المسالة 84.7 تقتضي .span(span(S)) = span(S)‏ 

لنفترض أن 5 و7 مجموعتان جزئيتان في فضاءٍ متجھي ۷ بحیث أن 7 © 5. بين أن (7)ھ8(2509) 080 

لا لیکن (5)هدمة 76 إذن نار +...+ إلارة 77 حييث 8,612 و 68پ ولکن 86١‏ وبالتالي كل 
٣7س‏ إذن: :v € span(T)‏ ومنها (201)1م0)5(5هم5, 

بين أن (2008م8 هى تقاطع كل الفضاءات الجزئية في ١‏ التي تحتوي 8 

9 ليكن (,۷) تجميع كل الفضاءات الجزنية في ۷ التي تحتوي 8, ولیکن ,1۷۷ “ ۷. بما أن كل ,10 فضاء جزثي 
في ۷ء فإن المجموعة ۷ فضاء جزئي في .٠‏ أيضار وبما أن كل ,۷ تحتوي 9ء فإن التقاطع ۷۷ يحتوي 8. وبالتالي, 
/لا © (402005. من جهة أخرى. يكون (5) 5028 فضاء جزثياً في /لا يحتوي 5: وبذلك, ۷۷ - (2008م من أجل بعض 1 


إذن, (000)8: ع بللا © ۷. الاحتواءان يعطيان معأ W‏ = (0)5دم», 


بين أن ((0) ذا 2005م > (00)5م6. وبذلك. يمكن شطب المتجه الصفري من أي مجموعة مولّدة. 


8 السديناء بواسطة المسسسالة 867. أن ((0) 2۸80م © (2005م5 لنفنترض أن ((0)500)0مم 2 ١‏ أي أن 
1٤٤‏ + + + وهكذا, 





wma +AU ijij UES yg abEK حیت‎ v =a, +...+ a, 0 
لكل‎ nn 1 1 رف ی‎ 0n 


نجد أن (0((502505)لا 5)٥ەم:۔‏ بعطینا الاحتواءان 7 span(S) = span(SU{0})‏ 


7 المجموعات المولّدةء المولّدات 


89.7 


90.7 


عزف مجموعة مولّدة, أو مولّدات, لفضاء متجهي ۷. 

8 تقول أن المتجهات ...ردان تود ۷, أو نقول انھا تکن مجموعة مولّدة ل۷ إذا ‏ (0,...: ,)00ہ = ۷ ویشکل 

ہدیل. تول ,لازنالا الفضاء ۷ إذا کان یوجد, من أجل کل متجه €۷ ۷ سلميات 6K‏ ,۵...۹ بحیث آن 
پلاپ۵+...+ رلارة + )اة = ۱۷ أي أن ۷ تركيبة خطبة ل إلاب الا 

بن آن المتجهات (1,0,0) = ر8 (0,1,0) = ره و (0,0,1) = ره تولد الفضاء المتجھي 37 

# لیکن (8,0,6) ×۷ متجھاآً إختيارياً في 8. نضسع ,28 + رل + ,×= ۷ حيث *, ۷ 2 سلميسات مجهولة, 
(ص(,م) < (۵,0,1)ء + (0, ۷٥,1‏ + (۱,.۵,۵)× × (عطع)۔ ‏ وبذك: ۾ وبالتانی؛ کون ۷ ترکیبة خطية 








اطع بر ¢ 





aX 


4 کنا - 5 وو وق ہر 3 
کے زم ر ر تحدیداء ee,‏ + ,عط + 2e,‏ د وى يعني هذا أن رم وہ ے٭ تولد 3 


٢ 2‏ الفضاءات والفضاءات الجزئیة المتجھیة 


59 


927 


7 


947 


95.7 


1,161 مم 
8 نحتاج إلى أن نبين أن متجهاً اختيارياً تج( 5,ع) یکون ترکییة خطية ل لا ۷ ۷. نضم ‏ ۷+۷ل+ نابت (عرطية): 
(a,b,c) =x(1,2,3) + y(0, 1,2) + Z(0,0,1) # (x,2x + y,3x + 2y + 2)‏ ٹم نکؤن منظومة المعادلات 





2 +2y +3 =a x 
سر +20 لو ط=2+ر‎ 
پر + پر2 +30 سس پر‎ 


المنظومة أعلاه في شكل درجي ومتوائمة؛ فی الحقیقةہ يكون 2- م 6-28« ن, 0+ 20- ع 2 حلاً. إذن نا ۷ء ي ۷ 
تول 8. 

بین لن ۰ی0۵ × رہ 137 = ر و (- 1 ع يد لا تی 8° 

8 نكتب (عرارة) - « كتركيبة خطية ل رلا له ولا 

y + 2,2% + 3y ~25 + 7y -7(‏ + ىں سے (ا-,[-,2)1 + (3,3,71)لا + (1,2,5)* > (عرطرة). نكن منظومة المعادلات الخطية 
المكافثة ثم نختزلها إلى شكل درجي 


پر سر یو x+‏ 
۾ 2+3 او 
Sx+7y~z2=e‏ 


x+y+ z= م‎ 
دو ہر‎ b او‎ 
0= ~a-2b+e 





تبين المعادلة الأخيرة أن س لا تنتمي إلى (رلارردر )ا إلا إذا 0= ء- ط2 + ۾. وبالتالي هناك متجهات في ۴ ل تنتمي 
إلى (رتاررنا,,00هم8. إذنء ,ل يله نا توك 23 

المسائل 95.7-93.7 تتعثلق بائمستوی ز× (8,۵,0) < ۱۷, في 8 
بین أن (1,2.0) = ا و 010 =+ يونّدان /لا. بيّن أن متجها إختيارياً ۷ 6 (2,0,0) يكون تركيبة خطية ل نا 
کی 
8 تھے (x, + y0) a,b, 07) = xu + yv‏ ت (۵,1,0)× + (1,2,0)× = (0رطرة). ثم نکژن منظومة المعادلات: 


y+2xmb x =a 


ر+ب2 كدق هدي 
0=0 





المنظومة متوائمة؟ في الحقيقة؛ يكون =× 2- طا = و حلاً. وبالتالي ٭ و ۷ یولَدان ۷ 
بين أن (2-10=» و (130) v=‏ يوان ۷۔ 


© نضم 3y,0) :(a,b,0) = xo + yv‏ + عرس برج 2) = (1,3,0)لا + (1,0-,2)× < (8,,0). ٹم نكوّن المنلومة التالية 
ونختزلها إلى شكل درجي: 


2x+y=a 20+ yma 
Ty =a+2b قمدرتبرہ تی‎ 
0-0 


المنظومة متواثمة. وبذلك يكون لها حل. وبالتالي, يتولد ۷۷ بواسطة ٥‏ و ۷۔ (لاحظ أننا لا نحتاج.إلى الحل من أجل × و لا. يكفي 
آن نعرف أنه يوجد حل) 


بژن ان (3,2,0) ح هس و (1,1,2) =۷ يولدان 9 
8 المتجيان فاو * لا يمكنهما توليد ۷۷ لن ۷ لا ينتمي إلى 19#. بتعبين آخرء (لارن) هرد 6 /لا. 
المسالتان 97.7-96.7 تتعلقان بالفضاء المتجهي ۷ لکل الحدوديات (في 1). 


بین ان الحدودیات ...1,4,۴ تولّد ۷۔ 
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8 إن أي حدودية ()1 في لا نكون تركيبة خطية ل ! وفوى ؛. وبالتالي (....,۱,1,۴,۴)مەجہ < ۷ 


7 بيّن آنه لا يمكن لمجموعة منتهية 5 من الحدودیات في ۷ آن نولد ۷۔ 
للا إن أي مجموعة منتهية 5 من الحدوديات تحتوي واحدة ذات درجة فصوى, لتكن ". إذن, لا يمكن ل (4895)5 إحنواء 
حدوديات من درجة أعلى من 8. وبالتالي.  5005)5(‏ /إ. من أجل أي مجموعة منتھیة 5 
7 النفترض أن رل.....رناء,نا تولّد لا. بيّن أنه. من أجل أي منجه 6۷ ۷ تولد المتجھاث لات لالہ او ٭ الفضاء ۷ 
ھ طريقة 1. ليكن ۷ 6 ۷. ہما آن الہ ہلا تولّد ۷, فإنه توجد سلميات 
الا ہلا ى ۷ الفضاء ۷ 
طريقة 2. لديناء من المسالة 86.7 (للاى20)0م8 © (إنا)ضهمة. وبالتالي, 6۷ (۷ ,۸)1 ۹مہ € (ن)صەمہ ٭ ۷. وبذلك, لا 
يمكن لأي إحتواء أن يكون فعلياً؛ إذن, ۷ = (سمن) ١2م.‏ 


پ2 بحیٹ آن لا + ...+ نا3 ٣‏ 





5 
إذن 0۷+ ,3 +...+ بلاية + اة = با وبذلك, نولد ړا 


7 النفترض أن لا.....رلاء,نا شولد ۷۔ ولنفشرض سن آجل 4<1. ان المتجے ,ن تشركيبة خطية للمتجهات التي تسبقه 
لا ړلا رلا بین أن ال له بدون پل تولّد لاد أي أن ۷ = للا لااب )020 

گلا لیکن ۷6۷ بما أن الہ ,ا تولّد لا إذن توجد سلميات 

تركيبة خطیة لس ےل..... ,لہ إذن توجد سلميات 





٩,‏ بحيث أن 


1 
000 





بوطسيط بحيث أن ليلا 


U =A, + °° + لقره‎ °°° + Galle, 
9111 2" بب‎ ٦ث‎ 
= (a, + a,b Duy + ٠0١+ ممظووھ ۴ ےڈا( وطظيه خميه)‎ ۴۰۰۰٢ ہمقی“‎ 


وبالتالي ۷> لہلات پپہقاے قات. 0950ھ 


100.7 لتكن ‏ ۷۷,۱۷۰۰۰ فضاءات متجھیة في فضاء متجهي لا بحيث أن .ےت ی۷۷١‏ ,¥ لیکن ...نا _/لانا ۷ ء- ۷ بین آن 
۷ فضاء جزئٹی فی ۷۔ 

ل المتجه الصفري ,6۷ 0: وبالتالي ۷ 6 0. لنفترض أن ۷ئ پوجد إذن رز و یز بحیٹ آن ‏ ب۷٢٤۷‏ و 

۷ ۷6ء لیکن لر ×۵" - ل إذن, WCW,‏ و GW,‏ ¥ كنت 6۷ 0۷ ولکن ۷۷ فضاء جزئي! وبالتالي, 

بللا 0+ ند کما ان المضاعف ,6۷ .٥0‏ من أجل اي سلقی ‏ ہما ان 6۷ ,۷ يكون لدينا ۷٤۷۷‏ ,۷+ 

وبذلك. یکون ۷۷ فضاء جزفیاً في ۷۔ 





0 1 2 2 5 .9 
7 :نفترض, في المسالة السابقةء آن ,5 تولّد ,۷ من أجل .12 =1 . بين أن .لا ر8 ل ,6= 8 توثد 8 


8 لیکن 8۷ ۷. یوجد إذن ز بحیٹ أن ,6¥ ۷. إذن, (8)5مة> (8) sp4‏ € ۷ وبذلك (۹)ھەوہ ٤‏ للا ولكن 
۷ كما أن /لا فضاء جزثي: وبالتالي. /2 > (2005م5. الاحتواءان يعطيان معأ ۷۷ء (080)8. اي آن 5 یولّد ۷۷ 


7 الفضاء الصفي لمصفوفة 


7 عرّف الفضاء الصفي لمصفوفة ۸ وئرمز لھا بہ (۸) م٥۲0۷‏ 


گلا لتكن 4 مصغفوفة إختیاریة ×× ٣‏ فوق حقل ×: 





إن صفوف ۸ لیے( ^ ہا 4) = ,8 باعتبارها متجهات في کک وله فضاءً جزنياً في ۴ 
یسمی :الفضاء الصًَثّيء ل كه أي أن لي اميك 8911)8 = (0۷۹)۸؟ 


4 0 الفضاءات والفضاءات الجزئية المتجهية 


103.7 


104.7 


185.7 


عرّف فضاء الاعمدة لمصفوفة 4, وأرمز له ب (4)صءاهن. 

ھا إن الأعمدة ,©....رر©.,©. لمصفوفةٍ إختيارية 108 فوق حقل > باعتبارها متجهات في "56 تولّد فضاء جزثياً في 
"1 يسمى «فضاء الأعمدة» ل 4؛ أي أن (,2,... ر )اهمه » (خ)صوامء. أو بشكل بدیل, ۲٥W5p)۸(‏ = (۸)مء1هء. 
مبرهنة 87: إن للمصفوفات المتكافكة صفياً نفس الفضاء الصفي. 





أثبت ميرهنة 8.7. 
لنفتسرض أننا نطبق عملية صفية أوليسة علسى مصفوفة هد (0 8ج 8 gl K#*0 RkR, û)‏ 
(11) 8 + ,8< ونتحصل على مصفوفة 8. إذن» كل صف في 8 هو صف في 4 أو تركيبة خطية لصفوف في ۸. 
وبالتالي» يحتوي الفضاء الصفي ل8 الفضاءً الصفي ل 8. يمكنناء من جهة أخرى» نطبق العملية الصفية الأولية العكسية على 8 
ونتحصل على 8؛ وبالتالي. يحتوي الفضاء الصفي ل 8 الفضاء الصفي ل 6. ينتج عن ذلك أن ل ۸ و 8 نفس الفضاء الصفي. 
وهكذاء فإن أي متتالية من عمليات صفية آولیة تعطى مصفوفة لها نفس الفضاء الصفي. يعني ذلك أن للمصفوفات المتكافئة 
صفياً نفس الفضاء الصفي. 
حدّد ما إذا كان للمصفوفات التالیة نفس الفضاء الصفي: 

/1 -1 -1 

3 7 2ه 1~ 1 5 11)۔ 

1 3 6-4 و ٤‏ 0-م )3 ;=4 

3 1~ 3 
2 يكون لمصفوفات نفس الفضاء الصغی إذا وفقط إذا كان لأشكالها الصفیة القانونیة نفس الصفوف غير الصفرية؛ 
وبالتالي. نختزل صفياً كل مصفوفة إلى الشكل الصفي القانوني: 


ؤ) - 613 - a59)‏ 
53 811 8ے 
تق 1 هت و قت وه 4 کک 0 
Fe ( 1 0‏ ا 1 / عم | 1 ( ب 1 کے c=)‏ 
60 0 0 9 0 0 67 0 و وہب و 


ہما أن الصفوف غير الصفرية للشكل المختزل ل ۸ هي نفسها الصفوف غير الصفرية للشكل المختزل ل ©, فإنه يكون 
ل۸ و ٥‏ نقس الفضاء الصفي. من جهة أخرى, الصفوف غير الصفرية للشكل المختزل ل 8 ليست هي نفسها في المصفوفتين 
۸ و © وبذلك یکون ل 8 فضاء صفي مختلف 


7 حدّد ما إذا كان للمصفوفات التالية نفس الفضاء الصفي: 


a 3‏ 
١‏ ( 2 1-1 1- 2~ 1 
c=|2 -1 10‏ د a= 7 B=‏ 
کر لو 6 رو ڑا 
8 نختزل صفياً كل مصفوفة إلى الشكل الصفي القانوني: 
2k 107‏ 1- 2- 1 
01 ~ )4 7 0( - ۾ 2 )سه 
1 10 وہ رت رو 
ل 2 rl‏ ~ 5 4 )سم 
j 107‏ > ا 
٢ 1 2)‏ گ |4 1 ( : 1 1 وآ 
000 00 0 8 2- 0 
المصفوفتان 8 و © لهما نفس الفضاء الصفي لأن لهما نفس الشكل الصفي القانوني (بعد استبعاد الصفوف الصفرية) 


ولكن 8 ليس لها نفس الفضاء الصفي كما 4 و ©. 
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7 حدّد ما إذا كان للمصفوفتين التاليتين تفس فضاء الأعمدة: 


13 5 2 3 

A1 4 3 -3 5 

7 ھ03 
كا لاحط أنه يكون ل4 و 8 نفس فضاء الأعمدة إذا وفقط إذا كان للمنقولتين "4 و "8 نفس الفضاء الصفي. وهكذاء 
نختزل "4 و "8 إلى الشكل الصفي القانوني: 


BTM 3 1 1-0‏ 1 
٢ 1 3‏ - اف 1 ( 3 |4 1 ( 3 0 
3 :0 0 0 0 4 2- 0 9 
3 0 1 7 1-2 7 1-2 7 1-2 
ا 1 0( 0 4 1 ( 3 او 1 ٢‏ اه | 3- تو 
0 0 0 9 0 4~ 2 0 7 4س 3 


بما أن "۸ و "8 لهما نفس الفضاء الصفي, يكون ل 4 و 8 فضاء الأعمدة نفسه 





2 
سب 

حم 
سر اھ دی 


7 لیکن قار لار )54۸ = 1 او (يلا,,7)ههمة = ۷ فضائيين جزئيين في “18 حيث (1,3-,1,2) = بلا (2-,2,4,1) ع رلا 
(7-,3,6,3) ع يس _((1ر4-م2ا) عپہ )24,514( بین ان ۷۷ = ت0ا 





الا _ طريقة 1: نبين أن كل ,لا تركيبة خطية ل ر۷ و ۷ء ونبین أن کل ,۷ تركيبة خطیة لم ,ا۵ يلا رد لاحظ ان علہنا تبيان أن 
المنظومات الست للمعادلات الخطية متوائمة. 


طريقة 2: نكوّن المصفوفة ۸ التي صفوفها ال ,ل. ونختزل ۸ صفياً إلى الشكل الصفي القانوني 

ار کور وف ے1 3 1= 12 

4-2 4 1 -2( 32 ٢ 0 3 5 ~ (0 01 3 

3603-7 00 6 16 

الآن» نكوّن المصفوفة 8 التي صفاها ,۷ ى ر۷. ونختزلها صفياً إلى الشکل الصفي القانوني: 

1 2 -4 11 12 -4 1 120 4 

0o 3) - ٤٢ 01 3‏ )4 5 4 =8 
ہما أن الصفوف غير الصفرية في المصفوفتين المختزلنين متطابقةء فإن الفضائين الصفيين ل 8 و 8 متساويان, وبذلك 
۷ھ ا 


7 .لیکن (یتیلا 0) 000 = لا و (_۷,,۷۷)ھەمہ - ۷ فضائین جزئیین فی 3817 حيث ‏ (1-.1.أ)ع بلا 23-0 = 
(5-,3,1) + (3-,1-1) ےس ز۷ہ (2-8-,3 





رل و (3-,2,1) > يك بین ن ۷= 0ا 


8# نکون المصفوفة ۸ التي صفوفها ال ,نا ثم نختزلها إلى الشكل الصفي القانوني: 


کس کا 1 21 1 1 =F‏ 1 
8 :06 ب 0 I‏ 0 - 3 3 4-2 
60 0 0 وت و 5 3 


ثم نكن المصفوفة 8 التي صفوفھا الہ ۷ ثم نخنزلها إلى الشكل الصفي القانوني: 
وت 10 پوس {aj‏ نے ا ےو 
٢ 1 1‏ -‫ 1 $ 0 يد 5 2- 3 اإھھ 
07 0 0 3 و 09 3ت + 2 
بما آن ۸ و 8 لهما نفس الشكل الصفي القانوني؛ فإن الفضاءين ل ۸ و 8 متساربان, وبذلك /لا > لا 
7 لتكن (,4) = ۸ مصفوفة إختيارية. لنفترض أن 0,,....50) > دا تركيبة خطية للصفوف 8.2 ل 6 لتكه 
E 51‏ 3 و لمن 


۸ ا حیث ۵ه مداخل العمود ¡ في‎ = ٤4 + ۔ بين أن لاد پیش کا ++ رورا‎ 1k ۸, + EER, 


6 تا الفضاءات والفضاءات الجزئية المتجهية 


00 س۹ 
aa) = (Kia, +° + Kgs << KiB, FF Kann)‏ یی Oye... bp) Rane, FF kf‏ 
بمسساواة المسركبات' المتداخلة نتحصل على النتيجة المرغوبة. 

7 لتكن (ره) = ۸4 مصفوفة درجية ذات مداخل رئيسية غير صفرية ٩,‏ ۰۰۰۰ ررد ر۵٠‏ ولتكن (,#) = 8 مصفوفة درجية ذات 


مداخل رئيسية غير صفرية ,ا ٠٠.‏ يبد بيرة 


شاج ماج > * خخ يرق * * * * a,‏ 
a‏ 

2 Dax, RRO + 

رجیم م ل ا جين و Aaj OER‏ 

bq, * *‏ گر سڈ 


لنفترض أن ل 4 و 8 نفس الفضاء الصفي. بين أن المداخل الرئيسية غير الصفرية له و 8 تقع في نفس المواضع. أي 
j, =k‏ ايلع ول پا 
r 2 2 0 1‏ 





ڑا و9 


: 


18 من الواضح أن ٥۵ھ‏ إذا وفقط إذا 0= 8. ونحتاج فقط إلى إثبات المبرهنة عندما ۲<1 ى 5<1. نبين أولاً أن 
,= إز. لنفترض أن ,>,ل إذن, العمود إؤ في 8 يكون صفرياً بما أن الصف الأول في 8 يكون في الفضاء الصفي 
ل 8, فيكون لدينا من المسألة السابقة, 070,ع + ..١‏ + 0ره + 0,ع - 6 من أجل سلميات ,0. ولكن هذا يناقض الحقيقة بأن 
العنصر 0 ر4 . وبالتالي. ,۸= رأ وبالمثل رز منا۔ وبذلك بنا <بؤ ٍ 
لتكن الآن ۸ المصفوفة الجزئية في 4 المتحصل عليها بشطب الصف الأول في 8, ولتکن 'ظ المصفوفة الجزثیة في 8 
المتحصل عليها بشطب الصف الأول في 8. سنثبت أن ل '۸ و '8 نفس الفضاء الصفي. وسوف تتبع المبرهنة عندثذ بواسطة 
الاستقراء؛ لان '۸ و '8 مصفوفتان درجيتان أيضا. 
لیکن لبے.....ی8,,٥)‏ > 1 أي صف في ۸ ولتکن ۸...۴ صفوف 8. بما آن ۸ في الصف الفضاتي ل 8 فإنه يوجد 
سلميات ٩...۵‏ بحیث آن ےےل +..+ رل + ,۸ل = ۸. بما آن ۸ في شكل درجي, و 8 ليست الصف الأول في 8, 
فإن المدخل ,زل ۴ صفري: 0= ,4 من أجل ,بات [- 1 
إضافة إلى ذلك. وبما أن 8 في شكل درجي, تكون كل المداخل في العمود ,× صفرية. باستثتاء المدخل الآول: 20 ,6 » 
ولكن 0= ,ظط ,...,0= 5. وبذلك؛ فإن ,يرطرك هيك + ٠٠١‏ + 0ي4 خريرطب4ك حريه -0 . الآن 0 # يرط وبالتالي» تكون 
0= 4. إذن. تكرن ۸ تركيبة خطية ل ...ہ8 وبذلك تكون في الفضاء الصفي ل '8. بما أن 2 صف إختياري في '۸. 
فإن الفضاء الصفي ل. '8 يحتوي الفضاء الصفي ل '۸. بالمثل. يحتوي الفضاء الصفي ل 'ث الفضاء الصفي ل '8. ينتج عن 
ذلك أن ل ۸ و '8 الفضاء الصفي نقسه. 
مبرھنة 97: لتكن (ه) = 4 و (0) = 8 مصفوفتین درجیتین في شكل صفي قانوني. إذن» یکون ل ۸ و 8 نفس 
الفضاء الصفي إذاً وفقط إذا كان لهما نفس الصفوف غير الصفرية. 












7 أثبت مبرهنة 9.7. 


لا من الواضح أنه إذا كان ل ۸ و 8 نفس الصفوف غير الصفرية. فإنه يكون لهما نفس الفضاء الصفي. علينا فقط إذن أن 





نثبت العكس. 
لنفترض أن ل ۸ ى 8 نفس الفضاء الصفيء ولنفترض أن 90 هى الصف 1 في 4. توجد عندئذ سلمیات , 
بحيث أن 


دو رڈ ہی د دی دش )0 





حيث ,۴ صفوف 8 غير الصفرية. سوف يتم إثبات المبرهنة إذا بينا أن ,8ع 8. أي أن اح ولكن 0ے من 
آجل #1 
لیکن ر٥‏ المدخل غير الصفري الرئيسي في 8. من (1) والمسالة 1107ء يكون لدينا 


22 = eb, cabs, 





117 


1147 


115.7 


116.7 


117.7 
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ويكون ,,,( ٠‏ وبواسطة المسألة 111.7ء هو المدخل غير الصفري الرئيسي في 8 وبما أن 8 مختزلة صقا فهو المدخل غير 
الصقري الوحيد في العمود رز في 8. وهكذاء نحصل من (2) على بر <پوھ. ولکن 1 یھو تخطررف لان ھ وھ 


مختزلتان صفيا؛ وبالتالي.» =١‏ ,> 
لنفترض الآن أن 61 ك2 وأن ,»6 العنصر المميز في ,۸. من (1) والمسالة 110.7. نجد أن 
يوط بی Py * c22,‏ 7 )3 
ہما آن 8 مختزلة صفباً فإن ,يرط هو المدخل غبر الصفري الوحيد في العمود يز ل 8!؛ وبالتاني» وبواسطة (3). 


ہووطی ۵ ۰ ویکوت ریف قبراسية المسالة 111.7 المدخل غ RO:‏ الوحيد في 4؛ وكذلك. ۵< رھ لان ۸ 


مختزلة صفباً وبذللاہ 0+ رما ان 1= رط ٥0ء‏ ي۔ ينتج عن ذلك أن ,۸۴-۴ وهذا يثبت المبرهنة 


مبرهنة 10.7: لتکن ۸ أي مصفوفة. إذن, تکون ۸ مصفوفة مكافثة صفياً لمصفوفة وحيدة في الشكل الصفي القانوني۔ 

اثبت مبرهنة 10.7 

8 لنفنرض ان ۸ مکافثة صفیاً لمصغوفتین لل وی۵ حيث ,۸ و ر4 في الشكل الصفي القائوني. من المبرهنة 8.7, 

srowsp(A) = rowsp (A) gy rowsp(A) = rowsp(A‏ وبالتضالی: (ی۸) ۶۶٠۵‏ - (8۷۵)۸,۰٥د ‏ بسا ان پ۸ وی۸ في 

الشكل الصفي القانونيء فإن ره = ,4 بواسطة المبرهنة 9.7. 

مبرهنة 11:7: المصفوفتان ۸ و 8 يكون لهما نفس الفضاء الصفي إذا وفقط إذا كان لشكليهما الصفيين القانونيين نفس 
الصفوف غير الصفرية. 

أثبت مبرهنة 11.7 

# ليكن ,4 و ,8 الشكلين الصفيين القانونيين ل ۸ و 8 على الترنيب. لنفترض أن ل 8 ى 8 نفس الفضاء الصفي. إذن 

rowsp(B J‏ = (۵ ۷۶× < (۸) 8ہ < ).من المبرهنة 97 يكون ل ,4 و ,8 نفس الصفوف غير الصفرية. 

وبالعکس, لنفترض آن ل9ھ و ,8 نفس الصفوف غير الصفرية. إذن. rowsp(B ,) = rowsp(B)‏ = ل .fowsp(A) = rowsp(A‏ 

وغذا يقبت اليرت 

لیکن 88 متجھیاً صفياً. ولتكن 8 مصفوفة بحيث نكون ۸8 معرفا۔ بِن ان 88 ترکییة خطیة من صفوف ظ. 

mi‏ لنفترض أن ...ررر )= ۴ ی (رط) ٭ 8. ولترمز بہ ...رظ لصفوف 8, وب ”8!....,8 الأعمدتها. إذن 


RB”) 


RB = (R‘ BYR. B?, 
يوطيه + برطره) د‎ + ١١ + brs Da F ووڈاوثھ‎ + °°° F abs <<< bq, F aba, F °°° * abe) 
BB BEDS O aa ۷ء‎ + An (Puss Baas Pn) 


= a, Bı F a,B; +۰٠۰٠ ظيھ‎ 








وهكذاء تکون 818 ترکیبة خطیة لصفوف 8 كما افترضنا. 
مبرهنة 12.7: لتكن ۸ و 8 مصفوفتين بحيث تكون 48 معرّفة. إذن, الفضاء الصفي ل 8 يحتوي الفضاء الصفى ل 88. 


أثبت المبرهنة 12.7. 
0 إن صفوف ۸8 هي 8,8 حيث ,2 الصف ذ في ۸ وبالتاليء وبواسطة النتيجة أعلاه. يكون كل صف ل 48 في الفضاء 
الصفي ل 8. إذن؛ يكون الفضاء الصفي ل 8 محتوياً الفضاء الصفي ل 88. 

.coisp(AB) C colsp(A) jÎ بین‎ 

8 لديناء باستخدام 127. 


rowsp(BTAT) G rowsp{A") = colsp(A)‏ - 7 (طیم)ممہہہ ے (ق۸) موی 


8 تا الفضاءات والفضاءات الجزئية المتجهية 


7 فترض ان ۶ مصفوفة غير شاذة (عكوسة). اثبت أن (ش)د »م ع (۲0۷۹9)۶۸ 
8 لاینا. باستخدام مبرهنة 12.7 أن (۷0)۸٭٥مء ٤‏ (۳۸)ہ٭ہ rows) = rowsp(P ^'^) ٤‏ < (۵)۸×ہ۳ لالہ لن 
يكون هناك إحتواء فعلي» وبالتالي روہ < (۶۸)و٭ہ؟ _[بشکل بدیل. تکون ۶۸ مكافئة صفياً ل ۸ وبالتالي يكون 
ل 7۸ و ۸ نفس الفضاء الصفي» بواسطة المبرهنة 8.7] 


7 المجاميع والمجاميع المباشرة 
7 لتکن ا و ۷ فضاءيين جزئيين في فضاء متجهي ۷. عرف ۷ + لاء 
اھ تتكرون ۷+ لا من كل المجاميع ۷+“ حيث ا16 ي 8۷۷ ۷: 
U + W = {u + w:u € Uw EW}‏ 
7 نلنفترض أن 17 و ۷ فضاءان جزئیان للفضاء المتجهي ۷. آثبت آن ۷+ لا فضاء جزئي في ۷ 
8 بما آن لا و ۷ قضاءان جزثيان فإن [0©1 فى 0€۷. وبالتالي» ۷+ 061+ 0=0. لنفترض أن 
U + W‏ € ۷۲د إننەیوجسد لا6 اك و 6W‏ ۷,۷ بحيث أن + لاع ل و ۷+ =u‏ بمساآن۔لاو ۷۷ 
فضاءان جزئیان. فان 61 ۵+ د و 6۷۷ ۷۶+ ۶۷ ولدينا من أجل أي سلّمى عط. لا © ku‏ و ۷ 6 k۷‏ ینتج عن ذلك أن 
kv = k(u + Ww) = ku + kw EÛ + W iy rv Fv = (u + w) + (u + w9) = (u + u) + (w + w) € U + W‏ مسن 
أجل أي سلمی .K‏ وبذلك. یکون ۷۷+ لا فضاء جزئیاً 





في ۷. 
7 ليكن ۷ الفضاء المتجهي للمصفوفات 2×2 فوق ۴. ولتكن لا متكونة من تلك المصفوفات في 7 التي صفها الثاني صفري, 
ولتكن ۷ منكونة من تلك المصفوفات في 7 التي عمودها الثاني صفري: 


u=(( لععده نز‎ w={( 0): acer) 


صف ۷۷+ تا و UNW‏ 
# تتكون 13+۷۷ من تلك المصفوفات التي مداخلها السفلية الیمنی صفریقہ وتتكون 10۷ من تلك المصفوفات التي 
صفوفها وأعمدتها الثانية صفرية: 


5 ؟) ۷+" 82 ۸ءء( ع)أعسمن 


a,b, cek}‏ :) و 


المساتل 124.7-122.7 تتعلق بالفضاءين الجزئيين لا و ۷ في فضاء متجهي ۷ 
7 ائبت آن تا و ۷ محتویان في ۷ + ا. 3 
ھ لیکن لاج ھ یکون ۷ء فرضا, فضاءٌ جزئياً في ۷, وبذلك 6۷۷ 0. وبالتالي 58+ (] © 0 + نا > ل. ينتج عن 
ذلك أن ۷۷+ نا یحتوي لا. وبالمثل» ۷+ 1 يحتوي للا. 
77 بين أن ۷+ ا أصغر فضاء جزئي في ۷ يحتوي لا و ¥ آي بين أن (1,۷ا) جدمہ < ۷۷+ لا۔ 
ابما أن U+W‏ فضاء جزثي في ۷ يحتوي لا و ۷ معا فإنه لا بد أن يحتوي البسطة الخطية ل لا و ۷؛ آي 
U +4 W‏ & (۷,(ا) جم 


من جهة آخری إنا ۷+ ۷€ إذن س1 + لالع بس + نع »ا حيث [1©نا ى 18 © «؛ بالتالي» یکون ۷ ترکیبة 
خطية لعناصر في ۷ لا ل وبذلك ينتمي إلى 0,۷۷ موجی ‏ إنن. (ا,لا)صدمة > ۷۷+ لا.۔ يعطينا التضمينان معأ النتيجة 


المطلوية 


.W + W = W بین ان‎ 7 


125.7 


1267 


127.7 


128.7 


129.7 


130.7 


131.7 


الفصل 7 0 209 
88 بما أن 18 فضاء جزئي في ۷. فإن ۷ یکون مغلقاً تحت الجمع المتجھي, وبالتالي, ۷ © ۷ + ۷. لديناء من المسالة 
7ء ان ۷+ 2۷۷ج ۷ إزن ۷“ ۱۷+ بن 
أعط مثالاً لمجموعة 5 في 22 بحيث أن 8 5+ 5 (إحتواء فعلي). 
8 التكن ... (0.5(40.6(,)0.7)) = 8 إذن» 88+ 5 
أعط مثالاً لمجموعة جزتية 5 في #7 بحيث أن 5+ 5© 5 (إحتراء فعلي). 
© لتكن  ))0,0(.)0,1((‏ 5. إذن 8+ 5ح 5,. 
أعط مثالا لمجموهة جزئية 8 في ۸ لا تكون فضاءً جزثياً في 8 ولكنها تحقق ‏ 8 - 8 + 5. 
18 لتكن (...,(0.0(.)0.1(40.2(,)0,3)) = 8. إذن. 25 8ه +5 
لنفرض أن لا و ۷ فضساءان جزتيان في فضاءٍ متجهسي ل ١١‏ بحييث أن (5) 8همدع لا و (1) مهمه - للا. بيسن أن 
.U + W = span (SUT)‏ , . 


8 بماآن 7۷+ ل2 8٤0‏ و ۷+ 0ء ۲٤۷۷‏ يكون لىدينا ۷۷+ 610 ۴ا9 وبالتسالسی, فإن 
span )SU1( >0 ۷‏ لنفترض الآن أن ۷۷+ لا × إذن 16+ ناد حيك اعد والاع#«» بساآن 
spam (T) g U = span{$)‏ = ۷۷ اقيمع ...>> سور ا + ٢...‏ ارط د« حیسٹ 8۴٥ھ‏ 65 لا 
۷ وبذلك. ز٦‏ ما 5008م ١‏ ۱۷۷+ لا. الاحتواءان 





۰۷ إذن +a, + DW, ۹+... + DAW,‏ + تارق ع ۷+ نا 
یعطیاننا U + W = span(S Û T)‏ 

نفترض أن 11 و ۷۷ فضاءان جزثيان. بین ان ۷ + لا = ۷ إذا أمكن كتابة كل ۷6۷ في الشكل س + لاتب حيث 
لاعن و للاع اس 





# لیکن لدینا ۷+ “<۷ من تجل کل ۷۴۷ حيث لاعن و /6۷٭. إ!إذن. /لال+ناعن وبذلك .۷٤٣+۷‏ ہما ان 
ا و ۷ فضاءان جزئیان في ۷ء فيكون لدينا ۷ ۷۷+/ا. یعطینا الاحتواءان 10+۷ = ۷ 
عرّف المجموع المباشر 8۷[ - ۷ 
8 تقال عن الفضاء المتجهي ۷ أنه مجموع مباشر لفضاءيه الجزئیین لا و ۷ والذي نرمز له ب 0©۷ = ۷ إذا أمكن 
كتابة كل متجه ۷ بطريقة واحدة وفقط واحدة في الشكل ٣‏ کا ے ۷ حیٹ 610 .wEWgy‏ 
ميرهئة 13.7: يكون الفضاء المتجهي ۷ مجموعاً مباشراً لفضاءيه الجزثيين لا و /لا إذا وفقط إذا (([) ۷۷ء زا > ۷ 
ر (1) (0) ع 1۷۷ 17. 
أثبت مبرهنة 13.7. 
گلا لنفترض ۷® 1= ۷. إذن يمكن كتابة أي 6۷ ۷ في الشكل الوحيد ۷+ <۷ حيث لاعن ولاس 
إذنء ۷ + لا = ۷. لنفترض الآن أن ۱۷۷ 60 ۷. إذن 
0 ےئ ٢۲۷,٥۴۷ ıs‏ لك 
9+ 0-» حیٹث ۷۴۷۷ء0 )۵ 
لأن مجموعا مثل هذاء من أجل . يجب أن يكون وحيداًٌ 0-0 إنن, (0) = 00۷ل 
من جهة أخرى» نفذرض أن 1+۷ = ۷ و (0)= .00W‏ لتكن .۷٢۷۷‏ ہما ۷۷+ نا-۷ 
و ۷۴۷ بحیث آن س+ا=۷. يلزمنا أن نبين أن هذا المجموع وحيد. لنفتسرض أيضاً أن “+ “ں ۴ 
ناج "و ۷ 6 ۶ إذن +w‏ uدسw+ص‏ وبذلك بياس اسان ولکن ww Wg uu EU‏ 








وبالتالي وبسبب (0) = 0۷لا 0= اسسا و0= ۷اس إذن. اص وسک وبذللدہ فإن مثل هذا 
المجموع. من أجل 6۷ ۷. يكون وحيداً و ۷© 1= ۷. 


0 © الفضاءات والفضاءات الجزئية المتجهية 


7 ليكن, في الفضاء المتجهي 87 لا المستوى -ل× و ۷ المستوى ۷8: 
( € طية:(0,طية)) ع نآ 5 W = {(O,b,c):b,e € R)‏ 
إذن» ۷+ 1= 8 لان کل متجه في ۴ هو مجموع متجه في لا ومتجه في /لا. بين أن 8 ليست المجموع المباشر ل و ۷ 
ھ بين أله يمكن كتابة ۷68 باكثر من طريقة كمجموع لمتجه في لا ومتجه في ۷ مثلاً, 
(0,4,7) + (3,1,0) = (3,5,7)» وأيضاً (0,9,7) + (4,0-,3) = (3,5,7). من جهة أخرى, لدینا 01۷۷ تا > (0,1,0): إذن 
.R* U @W adlı, .U NW  )0(‏ 


7 لیکن, فی ٭38. ٹا !لمستوی ۷× ولیکن ۷ محور -2 
W = ((0,0,c):e € R) 2 U = {(a,b,0):a,b € R}‏ 





.R=U@W ùi 
يمكن كتابة أي متجه ۸ € (ء,ط,4) كمجموع لمتجه في لا ومتجه في ¥. وذلك بطريقة واحدة وواحدة فقط:‎ 8 
{a,b,c) = (a,b,0) + (0,0,c)' 
.R* = U0 @ ۷ وبالتالي» يكون 8 المجموع المباشر لد لا و ۷ آي أن‎ 
یکن تا و 77 الفضاءين الجزئيين ل *1 المعرّفين بواسطة‎ 7 
۷ < ))0,5,( 5 U «= {(ab,c):a = b = c} 
(لاحظ أن ۷ هو المستوى -۷2). بين أن ۷ @ نا-7‎ 
لان 610۷( ,)=۷ تقتضي >=ط=ة و0‎ ,1 0W =)0( ھ لامظ آولاً أن‎ 
۷ = )0,0,0( 0=ط 0= آي آن‎ =0 





وهذا يقول إلى 





ونقول ایضاً بان W‏ + 1ا = 8R‏ لانه إا ıv = (a,b,c) € RÎ‏ فإن ‏ لمسعره-0,0) + لفرقية) 
و ۷ .)0,b-,-)‏ الشرطان, (0) = U ^ W‏ و R7 =U + W‏ يقتضيان معاً R =U @W‏ 


۷ حيیث ت62 لدرهرة) 


7 لیکن ۷ الفضاء المتجھي للمصفوفات المربعة -0 فوق حقل ۸. وليكن لا و ۷ الفضاءين الجزئيين للمصفوفات المتناظرة 
وتخالفیة التناظر: على الترتیب بین آن 6۷۷ لا“ ۷. (تكون المصفوفة N‏ متناظرة إذا وفقط إذا 205 ع 24 وتخالفية ‏ 
التناظر إذا وفقط إذا 1 = .)M"‏ 
*# نبينأولا أن ۷+ 1= ۷. لتكسن ۸أي مصفوفة بعة 6 إغتيارية. لاحظ ان 
(A + AT) + 1/2 (A — AF‏ 1/2 عم تفم هنا أن لات د + 1/2)A‏ وان ۷ت آھ-۵) 1/2. من اجل 
A") = 1/2 )a + A(‏ + "۸) 2/] = "(۸ + ۸)) ۱/2 = "((۸ ۰ ۸) ۱/2). آي آن (۸7 + 1/2)8 مصفرفة متناظرة. كما أن 
تم - )A‏ 1/2- = (۸ - ۸) ۱/2 = "(۸ - ۸) ۱/2 = "((۸ - 4) ۱/2), اي آن (آ۸ - ۸) 1/2 تخالفية ‏ التناظر. 






بعد ذلك أن (0) = 0W‏ 0. لنفترض أن /613 1 81. إذن,. 1-3۸ و M" =-M‏ وهذا يقتضي 
>6 لى 84-0 بالتالي. (0) ٭ 00۷۷ا إنن. /10© 1ع /ا 





23 


7 بین آن 5 +57 + 5 من أجل أي مجموعتين جز 





ن 8 و 7 في فضاء متجهي ۷۔ 
8 بما أن نا+ ماع با+ نا من أجل أي متجهين نا و ٠"‏ في ¥ يكون لدينا - 1 6 658,0۷ و:× + ن) - 17 + 85 
(w+u:uES,wET) =T+S‏ . 


7 بين أن +S +S, =8, + (S, +S)‏ ,$( من أجل أي مجموعات جزثية ,8 8ء و5 في فضاء متجهي ۷. 


8# ہماآن v( + w = u ٣ )۷ + w(‏ + ا) من أجل آي متجهات 6۷ 0.۷,۷,ء يكون لدينا 
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(, + S,) +S )0+۷( + (ر5 6 5.۷ 6 بر5 گ.×‎ 
={u + (v + wu E SV E SW ES,} =8, + (S, +S, 





7 بین آن 5۷+ ۷= ۷+ 5 من أجل أي مجموعة جزثية 8 في فضاء متجهي ۷. 
# بماان 82۷ و ۷٢۷‏ يكون لدينا 5+۷6۷. لننظر الآن في أي متجه ۷٥۷‏ ولیکن 5©5. إذن ۷-٢٥۴۷‏ ہما 
أن (وس سم ودر یکون لدینا ۷68+۷. وبالتالي. ۹+۷ك۷. الاحنواءان يقتضيان معأ 5+۷=۷. ونعرفه من المسالة 
7 5+۷-۷- 5+ ۷ 

7 بين أن 5ع 5+ (0) (0) + 5 من أجل أي مجموعة جزنية 8 في فضاء متجهي 7 
# لديناء من أجل أي 85 ندنا+0+0-0. وبالتالي, 8 = (8 6لانن) - (68ن:0 + دغ - (0) + 5. وبذلك, 
5-(0)+5. نجد من المسألة 136.7 أن 0(>8)+8-8+(0) 

140.7 


لنفترض آن لاء ۷ء و 17 فضاءات جزئية في فضاء متجهي. أثبت أن (۱۷+ ۱)۷ ٥10‏ )6۷۷ تا) + (۷ 0) 

® ليكسن u e)0 0 ۷( + 0 0 W(‏ إنذن ولا+ إلاء لا حيث 017لا © رن و6610 ين وبالتالسي 
پا رار بما أن لا فضاء جزكيء إذن ا6 رت + را=ه. ایض ۵,6۷ و6۷ ره ولسذلك فان 
UNV) +(UNWGUN(V +W) lia, uEUNV +W) «jij u=u, Fu ۷ ٣۷‏ 





7 أوجد فضاءات جزئية لاء ۷, ۷ في 2 بحيث أن (U NV) + (Û AW) # Û 0(V + W)‏ 
اوج ي في : 


0 لیکن (تطا> و:(ط٥))‏ - لا (المستقيسم ×= ر4 ((0,ھ)) - ۷ (محور ۴)ء ((,0)) > ۷ (مصور -ل). إذن. 
(0) = 00¥ و(W=)0‏ 0 1 وبالتالي  .00۷(+)00W۷(=)0(‏ لينا من بجهة أخرى. 
UN(V +W) = U NR? =U # (0} = (U NV) + (U NW)‏ 
7 ليكن ۷ الفضاء المتجهي للمصفرفات المربعة ٠٠‏ فوق حقل .K‏ وليكن لا الفضاء الجزئي للمصفوفات المثلثبة الطلياء و ۷ 
الفضاء الجزكي للمصفرفات المثثية السفلية. لاحظ أن ۷۷+ تا ے لا. بين أن ۷4106۷ 
® (0) # 0۷ل لان 0۷ لا تتكون من كل المصفوفات القطرية. لذلك. لا يمكن للمجموع أن يكون مباشراً 
7 ليكن ۷ الفضاء المنجهي لكل الدوال من الحقل الحفيقي ۴ إلى ۸. ليكن ا الفضاء الجزئي للدوال الزوجیة و ۷ الفضاء الجزئي 
للدوال الفردية. بين أن 9378 10< ۷. [تذكر ان ۴ تكون زوجية إذا وفقط إذا 100 (-)م 


وفردية إذا وفقط إذا 
(1)0- ے -))]. 


- ((دتئ - (م6) ۱2+ f)‏ +( 2 = («) حیث ((×) + 100) 1/2 زرجية و ((-0)-100) 1/2 فردية 
إذن 0+۷۷ء-۷. لنفترض ان .1٥08۷‏ إنن (×-)؟=(×-)؟ ومنها 0-(2-)1. وبذلك لدینه من أجل كل 6۴× 
00-0 إذن, يكون 0= الدالة الصفرية وبذلك. (0)= 116¥ ومنها ۷09۷۷ 





7 لنفصترض آن ۰۷۷ ۷۷...:۷۷ فضاءات جزئية لفضاء متجهي لا. ناقش الفرق بين V=W FW te TW,‏ 


ود 6...9۷۷ ,9۷۷ ۷۷۷- ۷۔ 
# افترض أنه يمكن كتابة كل ۷&۷ كمجموع في الشكل ۷ل ٣... ٠‏ ۷+۷“ ۷ء حیث ۷۷ج ,۷۰ ا 
,13 ...+ پ۷ + ۱۷ء ۷ إذا کان مثل هذا المجموع وحيداً فإنه يكون مباشراً اي ان ,91۷ .. ۷۷,0۷۷9 - ۷ 
7 لتكن ,۷ ر ۷۷ محاور کہ ۷ علی النرتیب, ٭3. بین ان ۷۷ ,6۷۷ 7-۷۷ 
گلا يمكن كتابة أي متجه 87 © (م,ط۵). وبشکل وحید. کمجموع تجه في ,۷ ومتجه في ,۷ ومتجه في ۷۷ء كما يلي 
(0,0,0) + (0,ط.٥)‏ + (۸,۵,0) > (عصطم) 
وبنلك ,6۷۷,9۷۷ ۷۰ء تچ 





2 ا الفضاءات والفضاءات الجزئية المتجهية 


7 النفترض أن ,ا.....,18/,.90 فضاءات جزئية في , بحيث أن ,۷+...+ ر۷ + ,۷= 9. ولنفترض أنه يمكن كتابه 
۷ وبشکل وحید كمجموع 889+ رلا+ ب«اع 0 حيث ,6۷ ,«. بقن أن 0..9۷۷ 07۷ ,۷< 20 أي أن 
المجموع مباشر. 

88 ہما آن .0+..+ ٥٥0,‏ حيث ,0 الصفر المتجهي في ,۷ وهو مجموع وحيد من أجل 7 © 0. لیکن ۷۷ء 
وافترض أن إلا *..,+ يلاغ ,ا > ,37 وأن 4:0۷ va wy FW‏ حیث Ww EW,‏ إذنء 

(- 2)+...+ (٭ -ر-) + (٭- ۵) < 0-۷-۷ حیٹ پ۷۷ ۷,6 - پلا۔ بما أن مجمرعاً مثل هذا وحيد من أجل 0) فإن 
۵س۷ - له من أجل أء وبالتالي ,2خ بنا من أجل 1. وهكذاء فإن مجمرعاً مثل هذا يكون أيضاً وحيداً. وكذلك 
V=W OW, @..@W,‏ 

7 النفترض أن ,۷ ر ,۷ هسي المصوريسن × و از والمستقيم ×= لر على التسرتيبء في المستوى 82. بين أن 
OW,‏ ۷۷“ ۷۱ے گل رغم أن ۴۷+۷۷ ۷ث و WW, = (O)‏ من آجل [* ). 

8 ہین ان متجھاً 82 © وليكن (0.0) = «. يمكن كتابته بأكثر من طريقة كمجموع لمتجه في 9۷ء ومتجہ في ۷ء 
ومتجه في ,۷: 

(0,0) = (0,0) ~F (0,0) + (0,0) = (1,0) + (0,1) + (~1,—1) 
RF? * W@W, @ ¥, وبذلك,‎ 

7 بیکن ا و ۷ فضاءين جزئيين فوق حقل کا. عرّف المجموع المباشر الخارجي لہ لا و ۷۔ 
# ليكن ۷ مجموعة الأزواج المرتبة (لا,نا) حيث نا تنتمي إلى لآ و 8 إلى /لا: EW)‏ بورلا عس :سه ) ع ۷. إذن؛ يكون 
۷ فضاة متجھیاً فوق کا بالجمع في ۷ والضرب السلمی علی ۷ معرّفين بواسطة 

k(u.w) = (ku,kw) 3 (uw) + (uw) = (u + uw + w') 
.)۷۷ (يعرف هذا الفضاء ۷ باسم «المجموع المباشر الخارجي» ل لا و‎ ٤٤ و‎ ×۷ 6۷٢ حیث ناج لیت‎ 
تتعلق المسائل 52.7-149.7 بفضاء متجهي ۷ یکون المجموع المباشر الخارجي (انظر المسألة 148.7) لفضاءین متجھین ا‎ 
.۷ و الا فوق حقل . افترضء أيضاًء أن ,0 و ر0 هما على الترتيب المتجهان الصفريان ل لا و‎ 

7 بین ان (,0,,0) 20 هى المتجه الصفري ل ۷۔ 
# ليكن €۷ أي (لاءن) ع 7 حیٹ لآ 6ن فى 6۷ »س. إذن 
(uw) =v‏ (ي9 + بسر 0 + لم > (رهى 0) + (سددم ع 0 + ». وبالمثل 0+۷=۷. إذن 0 المتجه الصفري في ۷۔ 

7 أوجد السالب ۷- لمتجه ۷ € ۷. 
# إفترض أن (9,ا) عه ×۷ حيث لا © نا وى لا© «. إذنء (بوسين-) ع ۷- لأن لدينا 
(~u,—w) + (uw) * (0,40,‏ = 0 . 

7 یکن ((0,0) = ۷:۷ 6 Û = )v‏ و ((سی۵) < ۷:۷ئ۷) 7آ . بین آن © و 0 فضاءان جزتيان ل ۷۔ 
© لينا أو 0 0,,0,(6)= 6 . إفترض أن 2 © وت ,ر8؛ لیکن (0 ,)= ,ن و (ہ0 ,»)= ره . إذن 

(ua. O,) = (u, + u, 02)‏ ¥ )4,0( رن u,‏ 
ku, = k(t. 0,) = (ku, KO,) = (ku, , 0,)‏ 
حیٹ ۴ € .K‏ وبذلك: ر۷ + |۷ و K۷‏ ینتمیان إلى 0 ٠‏ اي ان © فضاء جزثي في ۷. بالمنل» يكون 17 فضاء جزئياً في 9. 

. Y= Û0@ Ww بين أن‎ 7 

ھ لیکن ۷/6۷ إنن. )u۷(‏ =۷ حيث €0 1 و €۷ ». وبالتالي» ¥ + 0 ت (س,,0) + (,0,ع) - ت. ‏ وھکذاء 

¥ + 0 =۷ . من جهة آخری» إفترض أن ۱+ ات (س ,»)= ن. إذن. ر0=س. لان 0 ©س بي ,0ح ن. وبذلك, 

8-+؟ أي أن (() ل بنك ةا 





الفصل 8 
المماشرة 





إن الترميز في هذا الفصل هو نفسه كما الفصل السابق؛ آي آن ۷ ترمز إلی فضاء متجھی۔ ٤ا‏ !لی حقل السلّمبات, ا وہ و ۷× 
ات في 8۷ و ٹا و٤‏ و سلّمیات في کا [بادلة سفلية أو بدونها]. 





8 الخواص الابتدائية للترابط والاسنقلال الخطيين 


18 


38 


48 


عرّف الترابط الخطي والاستقلال الخطي. 
گلا لیکن ۷ فضاءَ خطياً فوق حقل .K‏ نقول أن €۷ ,۷...۷ مترابطة خطیاً فوق کا, آو منرابطة فحسبء إذا وجدت 
سلّمیات K‏ € 4...4 لبست جميعها أصفاراً بحبث أن 








(0) aU, + aU + *** 


ونقول» في غير ذلك, أنها مستقلة خطياً فوق × أو مستقلة فحسب 

ملاحظة: لاحظ أن العلاقة (1) ننحقق دائماً إذأ كانت كل ال 3 صفرية. إذأ كانت هذه العلاقة تتحفق في هذه الحالة فقطء آى أن 
0 ×2۷ +۴۰.۰+ رلاية + ٩۷,‏ تقتضي 0= ...۵× ںہ 

فإن المتجهات تكون مستقلة خطباً: من جهة آخرى, إذا نحققت العلاقة (1) أيضاً عندما واحد من ال ة مختلف عن 0 فإن 

المتجهات تكون مندئذ مترابطة خطياً. 

بِيّن أنه إذا كان 0 واحد من المتجهات ۷ ولیکن 0 2 إلى فإن المتجهات بجب أن تكون مترابطة خطباً. 

8 لدینا 0-60+...+ 0 + 1.0 > 009 +...+ ,00 © ,1۷ حيث معامل ,7 لبس صفراً. 

بِيّن أن أي متجه غير صفري ١‏ یکون, لوحده, مستقل خطياً. 


88 لنفترض آن ٥ء‏ ۷ . ولكن 0 * », إذن 0= » وبذلك يكون ۷ مسنقلاً خطياً. 





لنفترض 1< 6. بيّن أن المتجهات ESR‏ نكون مترابطة خطياً إذا وفقط إذا كان أحدهما تركيبة خطية من المتجهات 
الأخرى. 
8 لنفترض ان احدهماء ليكن ,۷ مثلاً. تركيبة خطية للمنجهات الاخرى: 


uj = aU, 55 + بجر جيك 4 برقا ره‎ F °°° F Cue 


إذن» بإضافة ,7 - إلى الطرفين؛ تحصل على 2۷-0 +...+ ۷ة +۷ - رے ۷ے ٠...+9‏ ۵۷ حيث معامل ,7 لیس 
9؛ وبالتالي, تكون المتجهات منرابطة خطيا. وبالعكس. نفنرض أن المتجهات مترابطة خطباًء ولتكن 
+b; +... =0‏ + ,۷ حيث 0ع 8 إذن, 
E Bj Da‏ 


وبذلك, بكون ,2 تركيبة خطیة للمتجھات الاخری۔ 


u, = برط رط اسح سر قم‎ bj Bp 


عرّف مجموعة مترابطة إى مستفلة من المتجهان. 
# نقول عن مجموعة (ي"..... 117 آنھا مجموعة مترابطة او مسنقلة وفقاً لکون المتجھات ي".....,؛ مترابطة أي مستقلة 


خطياً. وتكون مجموعة لانهائية 8 من المتجهات مترابطة خطياً إذا وجدت ,0...0 في 8 تكون مترابطة خطياً 
وتكون 5 مستقلة خطياً في غير ذلك. وتعزف المجموعة الخالية © بأنها مسنفلة خطياً. 
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4 0 الترابط الخطيء القاعدة, البّخْد 


68 


78 


58 


98 


10.8 


118 


128 





بيّن أنه إذا تساوى إثنان من المتجهات يل.....,7: مثلاً ۷< ۷ء فإن المتجهات تكون مترابطة خطياً. 

ھ الدينا 0۷-0 +..+ ,0۷ + ۷-۷ حيث معامل ,7 ليس 0. 

737س و ر۷ يكونان مترابطين إذا وفقط إذا كان أحدهما مضاعفاً للآخر. 

8 نفترض آن م۷ و ب۷ عترابطان. يوجد إذن سلّمیان ٥‏ و ا ليسا صفريين معأ بحيث أن 0= راط + ۷د ليكن 0 * م 
إذن رل(واط-) > ,0. وبالعكس إذا فرضنا أن تاس۷ انن 0< ۷-0۷ حیث 1 معامل ں۷ وبالتالي یکون ؛۷ و یا 
مترابطين. [لاحظ أن هذه حالة خاصة من مسالة 4.8] 

صف هندسياً الترابط الخطي لمتجهين ولثلاثة متجهات في الفضاء الحقيقي *8. 

8 يكون متجهان ,۷ و ر۷ في 8 مترابطين إذا وفقط إذا كانا يقعان على نفس المستقيم عبر نقطة الأصل. وتكون ثلاثة 
متجهات ۷ ۷. ا في 8 مترابطة إذا وفقط إذا كانت تقع في نفس المستوى عبر نقطة الأصل. 

بين آنه إذا كانت المجموعة (,ن ,...,,0) مترابطة؛ فإن أي تنسيق جديد للمتجهات (.,0,,,0,....,8) يكون مترابط أيضاً. 
[وبالتالي. إذا كانت .ل ...., مستقلة, فإن الآمر يكون كذلك بالنسبة لأي تنسيق جديد]. 

8 لنفترض أن,رن ,....و .رن مترابطة. توجد عندئذ سلمیات .ر3۵ ليست أصفاراً كلهاء بحيث أن 


۵ص لا ۳ ۰۰۰+ رار + ,تھ۔ إنن 0ع رن نيه + ٠‏ 0ھ + رق يه بعض ١‏ 0 ايه وبذلق ہنا ۰ ۰ ۰ 0 0 ۰ 
لنفترض أن (ن0,.....0) = 8 تحتوي مجموعة جزثية مترابطة. ولتكن (,....10). بين أن 5 تكون أيضاً مترابطة 
وبالتاليء كل مجموعة جزئية في مجموعة مستقلة تكون مستقلة. 


© بماآن (0,.....0) مترابطة؛ فإنه توجد سلّميات 8,0,...0....,رة ليست صفرية كلهساء بحيسث أن 
Fa, +... Fav, + 0۷,.,0۰..+0۷ -0۵‏ ۷ 8. إذنء 58 مترابطة. 
لنفترض أن ر 


بماآن (٣۷...م ]۷‏ مترابطسة, تسوجد عضدئڈ سلمیسات «بي3,....,3. ليسست صفرية كلهاء بحيبث أن 


...419 مستقلة, ولكن (۷ص۷...۷) مترابطة. بين آن ۷ تركيبة خطية في ال ,7. 





A) Ft A FW =0‏ اذا 8-0 فإن واحداً من ال ,2 ئيس صفراً ى 0 لان2+...+ رلاره. ولكن هذا يناقض 
الفرضیة بان ‏ لي۷(...۷) مستقلة. إذن, 20 اء وہذلك ‏ 7'۷ ط-...- ,۷ےا“ = -..- )ا = ۷ 
أي أن 8 تركيبة خطیة في الہ ۷ 


لنفترض أن (...ر8.ره) مجموعات مستقلة خطياً من المتجهات؛ وآن ...©ي8,©8. بين أن الاتحاد .لار ۸ ل۸ = ۸ 
مجموعة مستقلة خطياً ايضاً. 
48 لنفترض أن 8 مترابطة خطياً. إذن» توجد متجهات 8 © .«....., وسلّميات 61 ,3,.....2, ليست صفریة کلھا, 


بحيث أن 


(2 @,0, + al, + ٠:١ + a, 0, =0 


ہما آن ,4لا =۸ و۷6۸ فإنه توجد مجموعة ۸ ...4 بحیث أن 


EA, a u E A4,‏ هبه 


ليكن غ1 الدليل الأعظم للمجموعات (ىة , . . . , ,)۳3۸ = ۾ ۸4ء ینتج عندثذء وبما أن ....© ۸ ٥‏ ,۸ أن كل ,4 محتواة في ,4 . 
وبالتالي» پ۸ ۷۷ئ۷ وبذلك وبسبب (1) تکون ۸ مترابطة خطياً. وهذا بناقض فرضيتنا: إذن: تكون 4 مستقفلة خطياً. 


8 الترابط الخطي للمتجھات 


13.8 


حدّد ما إذا كان المتجهان تا و ۷ مترابطين خطياً أم لا حيث: (آ) (34) = دہ (3-,۷)1؛ (ب) (3-,2) = ہہ (9-,6)= ۷ہ 


14.8 


18 


18 


18 


188 


18 
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یکون متجھان لا و ٭ مترابطين إذا وفقط إذا کان أحدهما مضاعفاً للآخر. (ا) ل؛ فلیس اي منھما مضاعفاً للآخر. (ب) نعم: 
لان ۲٠30‏ 
حسفّد مسا إذا کسان ٹا و ۷ متسرابطبسن خطبا ام لاہ حبٹ: () (2-.3, 
(3,1-,2) >۲ 





(6.7-,2) سے پر (ب) (2-,4,6-) > ار 


8 (ا) لا, فليس أي منهما مضاعفاً للآخر. (ب) نعم: لان 2۷- سے 
حدّد ما إذا كانت المصفوفتبن 8 و 8 مترابطتين أم لاء حيث 


° 0 6 رخ 46 داري 7 )2 3 7 a)‏ 


8 (آ) نعم؛ لأن 28 > 8, (ب) لا! فليست إحداهما مضاعفة للأخرى. 

حدّد ما إذا كانت الحدوديتان ناى “ مترابطتین آم لا حيث 

u =2 ~5 + 6 ~ F (|)‏ 5+ ۵ - يج + 3د م v= 349+9 um | = 3+ 2 — 30 (o)‏ 
# (أ) لاء فليست إحداهما مضاعفة للآخرى. (ب) نعم ۷-3۷ 

تتعلق المسائل 20.8-17.8 بمتجهات في الفضاء الحقيقي *10. 

حدّد ما إذا كانت المتجهات (2,1-,1), (1-,2,1). (4,1-,7) مترابطة خطيأ أم لا 

گل طريقة 1: كوّن نركيبة خطية من المتجهات مساوية للصفر باسنخدام سلمبات مجهولة ۸ ل 2 


(0.0,9) > (4,1-.2)7 + (تےت2,1)ر+(2,11-.۶)1 








إذن 

(x, 2%, x) + 2y. د 427.-72) + زر- ےس‎ )0,0.0( 5 

( +2y +72, “2x Fy = 42, x — y + 2) = (0, 0.0) أو‎ 

ساي بين المركبات المتقابلة للحصول على منظومة متجانسة مكافئة. وإختزلها إلى شكل درجي: 
2y + 72-0 x + 2y +720‏ ++ 7+ :2+ پر 
420 -ر +2- او 1020+ر أو 27+ y‏ 
0م عبر سير 62-0 سيوك 


المنظومة, في شكلها الدرجي, بكون لها فقط معادلتان غبر صفرينين في ثلاثة مجاهيل؛ وبالتالي» يكون للمنظومة حلّ غير 
صفري. إذن, المتجهات الأصلية منرابطة خطياً. 

طر 
الضفو 






ة 2. كوّن المصفوفة التي صفوفها المتجهات المعطاة. ثم اختزلها إلى شكل درجي مستخدماً العمليات الابتدائیة 


1 2- 1 1 1-2 1 1-2 
3 1 2) إلى ان 5 ٢‏ إلى [(3- 5 0 
1 4~ 7 6- 10 0 0 0 0 

ہما آن في المصفوفة الدرجیة فيها صف صفري» فإن المنجهات تكون منرابطة. 

حدّد ما إذا كانت (3,1-,1), (6-,2,0), (1-,1-,3)ء (5-,24) مترابطة خطیاً آم لاہ 

8 نعم لان اي ۸+۱ (أى أكثر) متجهاً في "5 تكون آلباً مترابطة 

حدّد ما إذا كانت (3-,1,2). (3,2-,1), (1,5-,2) منرابطة خطياً آم لا 

8 كوّن المصفوفة التي صفوفها المتجهات المعطاذ ثم اختزلها صفياً إلى شكل درجي: 


31- 2 1 3- 2 1 3- 2 1 
2 3- 0 إلى الو 57ح 0 إلى 3 5- 0 
5 2-1 11 5- 0 6 008 


6 0 الترابط الخطيء القاعدة, اليّعْد 
بما أن المصفوفة الدرجية ليس فيها صفوف صفرية؛ فإن المتجهات تكون مستقلة. 
08 حدّد ما إذا كانت (3,7-,2), (0,0,0), (4-,1-,3) مترابطة خطياً أم لا. 
8 نعم لان (0,0,0) = 0 أحد هذه المتجهات. 
8 لیکن ۷ الفضاء المتجهي للمصفوفات 2*2 فوق 8. حدّد ما إذا كانت المصفوفات ۸.8.065۷ مترابطة آم لاء حيث 
1 1( 0 اين 4 او 
620 7 پامدھ )1 a=)‏ 
ل كن تركيبة خطية من المصفوفات ۸, 8ء و © مساوية للمصفوفة الصفریة مستخدماً سلّميات مجهولة ×. لب 2 أيء اكتب 
XA +B +2 = 0‏ إذن 


(=)0 1*0 1*0 1( 
)-(ؤ 6)+(7 +2 ( 


ھا ری (E‏ 
0 2 


) 
ا ) 
د ) 


ساو بين المداخل المتقاباۃ للحصول علی منظومة متجانسة مکافثة من المعادلات: 


هه هه 


ده 


x+ty+z =0 
اراس‎ 220 
۴ =0 
x+y =0 


بحل المنظومة اعلاہ نحصل على الحل الصفري فقط 0= »× 0= 2=0. لقد بينا أن 0= +2٥‏ 8ر+ 4× يقتضي 
أن 0=» 0= 0= وبالتالي, تكون المصفوفات ۸, 8, © مستقلة خطیاً 
8 حلدد کا إذا كانت المصفوفات 4, 8, ٥‏ مترابطة أم لاء حيث 
وھ 1 إى 1“ قري E‏ 
رو یا“ ( ڑا )=3 2 جاعم 
8 کن ترکییڈ خطیة من المصفوفات ۵ 8, © مساوية للمصفوفة الصفرية مستخدماً سلّميات مجهولة » ل ٭ آي نضع 
XA +B + 2C =0‏ إذن 
0 5)0“ 1 1- 3 ,2 1 
0 0 0 4+( 1 )× 


( 
( + e 0)0 0 أد‎ 


0 0( یت و وو 


i 
3+ +2 42 ×+ 2y 0 0 7 


ساو بین المداخل المتقابلة لتحصل علی منظومة متجانسة مکافثة لمعادلات خطیةء واختزلها إلى شكل درجي: 


x +3 + 0ج + 3+ 0ےج‎ 
7y 0س ڑے‎ 1 2r y—5z=0 
7y ~72 =0 3x +2y 4z =0 
پر‎ z=0 x + 2y =0 
وا‎ 
پر3 + پر‎ + 2 =0 


0 ً2 + و 
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لهذه المنظومة في شكلها الدرجي منغبر حرّء وبالتالي لها حلّ غير صفري مثلا 2<« اس دس 1 
20-0 + 8ن + 4× الا تفتضي 0ع * و 0= ل ٥ءء‏ وبالتالي, تكون المصفوفات مترابطة خطياً. 





لقد بينا أن 


8 لیکن ۷ الفضاء المنجهسي للحسدوديات من الدرجة 3 ضوق 2. حدّد عما إذا كانت 56+11 + 32 ٹوس ور 
2+ +2 ةعدب 5 + یو 42+ ثب داس 
® كوّن تركيبة .خطبة من الحدوديات لاء *, لا مساوية للحدودبة الصفرية مستخدماً سلّميات مجهولة × لہ 4 أي كوّن 
0= ج + yv‏ + وى إذن 
4f +91 + 5) =0‏ ~ تر + رح برع تر تر 1 + رول نرق ع قير 
أو 0- بی + zt‏ + اھ اوج + برج + بروج + خور۔ شور + بر ویر + ٹور - تیر 
آو 0= (x + y +22) + (3x ~ y — 42) + (5x + 8y +92) + (x + 2y + 5z)‏ 


بجب أن تكون معاملات قوى ١‏ مساوبة للصفر 





2-0 + پر2 + پر 


بحل المنظومة المنجانسة أعلاه نحصل فقط علی الحل الصفری: ۷-0 0= ل 2=0؛ وبالتالي تكون نه ۷, ۷× مسنقلۂ۔ 
8 حدد مسا إذا كانت الحدوديات ۸ ۷, ۷ متسرابطة آم لاہ حيث 2+3 -4)2 + ٹر سو w= +62 —t+4‏ 
7+ تق + 300 د بل 
8 کن تركيبة خطية من هذه الحدوديات وساوها بالحدودية الصفربة مستخدماً سلميات مجهولة » ل ± أي كوّن 
0ع سر ۷ر + س». إذن 


و )7 + 8~ 8° + 2(3 + )4 £ ~ 4f — 21+ 3) + y(f + 6F‏ + تم )یر 
أو 0= 821+72 — 6y ~ yf + 4y + 32 + Sz‏ د تابر + برق + رد ۔ Ê + 4x‏ 
أو 0= )72 + (xt y + 3z) + (4x + 6y + 82) + (2x — y — 82) + (3x + 4y‏ 


ساو کل معاملات قوی ! بالصغر وإختزل المنظومة إلى شكل درجي: 





7 
أو أخيرا 50 


المنظومة في شكلها الدرجي لها متغبر حر وبالتالي حل غير صفري. إذن» 0= ۷ط + ۷+ × الا تقتضي ‏ 0= ». 
0= ل 0= 2؛ وبالتاليء تكون الحدوديات مترابطة خطياً. 





8 لبكن ۷ الفضاء المتجهي للدوال من ۸ إلى ۸. بین ان 7 © 5,8,8 مستقلة خطياً حيث “توت )م 2 





hE) =#t gD 
كوّن تركيبة خطية للدوال مساوية للدالة الصفرية 0 مستخدماً سلميات « ل 2 0= 21+ عر+ ا ثم بين أن‎ 8 
نبرز هنا أن 20-0 + هلا+ #». تعني أنه. من أجل كل قيمة ل ), 0 > رکب + جیچر + ر۶×‎ 0 y=0 مسج‎ 
في المعادلة 0= 2 + ار + 62« عوض‎ 

× >0 آو‎ x" + لتحصل على 0= 0 + 0ر‎ t=0 

کت لتحصل على 0= 2+ + عير 

62 لتحصل على 0 تس ج2 + بچھ ےکر 





8 تا الترابط الخطيء القاعدة, الجّقْد 


268 


27.8 


28.8 


x =0‏ 
حل المنظومة 2-0 + ر + "زا فتحصل فقط على الحل الصفري 0= 0= 0=+. وبالتاليء تكون ء » و١‏ 
xe + 4y +22 =0‏ 
تقلة. 
بين ان الدوال )> ()ط ؛ذمه- 0)ع, :دام > 0 مستقلة خطياً 
کن المعادلة الدّالية 0= 2۸+ عر+ f‏ أي أن 0 = 2+ sin + y cos]‏ مستخدماً المجاهیل × ل ٤‏ ثم بیّن 
معن مدن 2=0. 
طريقة 1. في المعادلة 0 - )ب + )همه +8618 عوّض 


×0 آ2‎ x0 + y.1 +2.0 =0 لتصبح‎ t=0 
xX + (7F/2)z = 0 او‎ X.1 + y.0 + (17/2) = Û لتصبح‎ t= 7/2 
-y + F2 =0 او‎ x.0 + y(=1) +2.7 =0 ہس لتصبح‎ 
Fe 
ندل المنظومة ۳/2(2=0) +× للحصل فقط على الحل الصفري: 0=» 0ن 2-0. وبالتالي» تکون ؟» ئ؛ و ظط‎ 
ریچ + پر-‎ ۵ 


مستقلة. 


طريقة 2. خذ المشتقات الأولى والثانية والثالثة ل 0 ح 6 + ؛ ووه (و + 5181« بالنسبة ل 4 فتحصل على 


0و +) ملا یر د نوو بر رع 
0ء ممہ پر ول - 22 
—x cos ¢+ y sin f Û‏ )3( 


أضف (1) إلى (3). فتحصل على 0= 2. 





إضرب (2) في ملم (6 في ۲ ثم إجمع: 
sin t xX (2): = sin? f~ y sin {cos f‏ 








cos f xX (3): xX COS £+ yy sin teg: 
—x(sin” {+ cos? 1) =0 آي‎ x=0 
أخيراً أضرب (2) في 2051 - » و (3) في ) 818 ثم أجمع؛ فتحصل على:‎ 
y=0 آو‎ y(cos* t + sin” t) = O 
يقتضي اع ين معدن مدع‎ x sin [Fy cost + at = 0 بما أن‎ 


إذن» الدوال ۶ ج 5 تكون مستقلة. 


بن لن المتجھین (زوز+ یىی - م (+ ی۷ فی 2“ مترابطان خطياً فوق الحقل العقدي ©, ولكنهما مستقلان خطياً 
في ق ي ي 


فوق الحقل الحقيقي 8. 


8 تذكر أن متجهين يكونان مترابطين إذا وفقط إذا کان أحدهما مضاعفاً للآخر. بما أن الإحداثي الأول ل ۷ هو اء فإن ۷ 
يمكن أن تكون مضاحفاً ل « إذا وفقط إذا مز + !)> +. ولكن #8 © 1+ 1؛ وبالتالي تکون ۷. ۷ مستقلتین فوق 31. ہما 
أن ع (2,ز + 1) ع (ز+ 1,1)ز1+ 1) ع بورز+ 1) و 0 16+ 21 فإن المتجهين مترابطان فوق 6. 





لتكن ناء ۷ ۷٢‏ متجهات مستقلة أن 7+ ان لاض ونا + 29 دن تكون أيضاً مستقلة. 

#8 ئنفترض ان 0ع زوج و2 )+ زد يعبر +( + )× حيث © لو 2 سلّمیات. إذن 

xu + Xv yu — yv + 2u — 22V + Zw = 0Û‏ أى 0 = y + 2(1 + )X ¬ y ¬ 22V + 2w‏ + %). ولکسن د لاء ۷ مستقلسة 
خطبة؛ وبالتالي تكون المعاملات في العلاقة أعلاه صفرية 





سو پا رھ پر 
22 پر ر 





الحل الوحيد لهذة المنظومة هى: #0 





وبالتاليء فإن المتجهات ۷+ الى و W‏ +20 نا 
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8 مبرهنات على القواعد والأبعاد 


29.8 


308 


توطكة  :1.8‏ تكون المتجهات غير الصفرية 


328 


338 


34.8 


عرّف قاعدةٌ لفضاء متجهي ۷ 
8 تكون متتالیة متجھات (ينا....ررلا,,0) قاعدة ل ل إذا (1) كانت ,لا.....رلا,ربن0 مستقلة خطياٌ وإذا (2) .0 


7 و ولا لا 
ولد ۷ 


عرّف بعد فضاء متجهي ۷ 

ا تقول أن فضاءً متجهياً لا ذا بعد منتهِ 5 أ أنه نوني - البعد ونکتب 58> ۷ ال اذا کان ۷ يحتوي قاعدةٌ عدد 
عناصرها 5. [أن هذا التعريف للبعد محدد جيداً بواسطة مبرهنة 4.8 والتي تنص على أن أي قاعدتين تحتويان على نفس العدد 
من العناصر] 

ويعرّف بعد الفضاء المتجهي (0) بأنه 0. [يتفق هذاء في بعض جوانبه, مع التعريف أعلاه لأن © مستقل. تعريفا ويول 
(0) ]. عندما لا يكون الفضاء المتجهي منتهياً نقول أنه ذو بعد لا نهائي 


۷ 


,۷ مترابطة خطیاً إذا وفقط إذا کان احدھاء ولیکن ں۷ء تركيبة خطية للمتجهات 





السابقة له: 
واس ره ١ط u, ® aU,‏ 
أثبت توطتة 1.8. 


8 لنفترض أن ETE‏ الو و 
ليس صغفراً. وبالتالي» تكون ال ,؛ مترابطة خطياً 


إذن 0 ی0۷+...+ ر08 +۷ - ے۷ ۶.۰۶ لابه حيث مصامل ‏ ۷ 





وبالعکس, إفشرض ان الہ ن۷ مترابطة خطياً. توجد عندكذ سلميات 
20 مامه +...+ رلابة. ليكن ١‏ أكبر عدد صحيح يحقق 0 #8 يه. إذن؛ 





٠‏ ليست صفرية كلهاء بحيث أن 


m 


av, °°° + a, =0 آو‎ a, + °° + رہ‎ + 00+۰۰۰٠ 0000 





نفترض آن 1 
کت اج 


إذن 0= ۷ه #0 ,۵ آي أن 0-“. ولكن ال ٠‏ متجهات غير صفرية؛ وبالتالي <١‏ » 
أي أن ,7 تركيبة خطية للمتجهات السابقة لها 





مبرهنة 2.8: إن الصفوف غير الصفرية ,8,.....8 في مصفوفة في شكلها الدرجي تكون مستقلة خطياً. 
آثبت مبرهنة 2.8. 
8 لنفترض أن ٠...۴‏ _,۸۴) مترابطة. إذن أحد هذه الصفوفء وليكن ,,8؛ تركيبة خطية للصفوف السابقة له: 


(٢) Ry = daxi Rms * Ansa ۴۰٠٠+ مقر“‎ 


لنفترض الآن أن المركبة الكائية (رقم 6) في ,۴ هي أول مداخلها غير الصفرية. إذن. وبما أن المصفوفة في شكل درجي. 
تكون المركبات الكائية ل ي8....., م8 صفرية كلهاء وبذلك تكون المركبة الكاقية ل (1) 0= ٠0‏ م ٠0+ ٠٠٠+‏ رر +00 ر 
ولكن هذا يناقض الافتراض بأن المركبة الكائية ل ۴ ليست صفرية. وبذلك. تكون ,#,...,:8 مستقلة. 


لنفرض أن ۷....,۷) تولّد فضاءً متجهياً ۷ وآن 6۷ ". بيّن أن (۷,..ء,۷۷۷) عترابطة خطياً وتولّد ۷. 


8# المتجه ۷ تركيبة خطية في ال ,۷ لان (۷) تولّد ۷. لذلك. تكون ۷د  )#۷‏ مترابطة خطياً من الواضح أن با 
مع ال ۷× توّد ۷ لان ال۷ تولّد ۷ لوحدها. أي أن (ي؛ )w‏ تول ۷۔ 





لنفترض أن ل(ي۷....م۷) تولّد فضاءً متجهياً ۷ ولنفترض أن ,۷ تركيبسة خطية للمتجهات السابقة له. بين أن 
لیس 0 تول ۷ 





0 0 الترايط الخطيء القاعدة, البّغْد 





© لکن إلى كال رايا «. وليكن 1 ©ل. بما أن (۷) تولّد ۷ فإن لا تكون تركيبة خطية في ال ,٠ء‏ مثلاً 


۷ے ٠۰٠۶‏ لابق > نا. نعوض من أجل ۷: فنحصل على 


u aU, +۰۰۰٠ نہگ۷ا“ +ے_رے[‎ +۰۰۰٠ رمرلتی,“ +( نے‎ +۰۰٠۰+ كى2‎ 


ہر 7 


= (a, + ونا( عليه‎ 2١+ راہ پگگرھ © ديه)‎ F برق برھ‎ ۴۰۰۰۰٠۴ Barn, 


ومقناهان  :‏ 7 ار یا ی1۷ تولّد 7. بمعنى آخر. يمكننا شطب ,ا من المجموعة المولّدة وتظل لدينا مجموعة 


مولدق 

توطتة 3.8 (توطئة «الاستبدال»): لنفترض أن لي۷۰.۰۷) تولّد فضاة متجهياً 9 وأن (ی9....۷م۷) مستقلة خطياً. 
إذن. > « وُولَكُ لا بواسطة مجموعة في الشكل (ي_ ,إل .)W‏ وهکداء وبشكل خاص: أي 
عدد (1+ (N‏ آو اکثر من المتجهات في ۷ نكون مترابطة خطياً 


8 اثبت توطثة 3.8 
18 يكفي أن نثبت المبرهنة في الحالة التي تكون فيها كل ال ,لا غير صفرية. (أثبت!). ہما ان الہ (۷) تولّد ۷ء فيكون لدينا 
بواسطةالمسألة 33.8 أن 
إن ررك برل (D‏ 
مترابطة خطياً وتولّد /ا أيضاً. من توطئة 1.8ء واحد من المتجهات في (1) يكون تركيبة خطية للمتجهات السابقة له. هذا المتجه 
لا يمكن أن يكون ,« لذلك يجب أن يكون واحداً من ال «, وليكن ,0. هكذاء وبواسطة المسالة السابقة يمكننا شطب ر۷ من 
المجموعة المولّدة (!). وتتحصل على المجموعة المولدة 
N‏ ور وتو @ 
الآن؛ نكرر الحجة مع المتجه ر». بما أن (2) تولّد ۷ء فإن المجموعة 
(Wy Was Ds cc r js Ba <ra)‏ @ 
تكون مترابطة وتولّد / أيضاً. مرة أخرى, وبواسطة توطئة 1.8 يكون أحد المتجهات في (3) تركيبة خطية للمتجهات السابقة له. 
نؤكد هنا أن هذا المتجه لا يمكن أن يكون ,۷ أو رس لأن ٠)۷,‏ مستقلة؛ وبالتالي؛ يجب أن يكون واحداً من ال 9 
وليكن پ۷. لذلكء وبواسطة المسالة السابقة: يمكن أن نشطب ي" من المجموعة المولدة (3) ونحصل على المجموعة المولّدة 
a)‏ رح eas‏ سوا o (Wye Was Be pat Pes‏ 
نكر الحجة مع ۷ وغيرها. ونتمكن في كل خطوة من إضافة واحد من ال ا وشطب واحد من ال » في المجموعة المولّدة 
إذا >١‏ ص فإننا تتحصل أخيراً على مجموعة مولّدة في الشكل المطلوب: 


ارا عع ولف ا جع 


أخيراً, نين أن 8< 18 غير ممكنة. لانناء بخلاف ذلك سوف نحصل بعد « من الخطوات أعلاه على المجموعة المولدة 
(للارىى ) . يقتضي هذا أن یکین ر۷ تركيبة خطية ل ,۷...۷ وهذا يناقض الفرضية أن (,۷) مستقلة خطياً. 
مبرهذة 4.8: ليكن / فضاءً متجهياً منته ‏ البعد. إذن؛ كل قاعدة ل ۷ يكون لها نفس البعد. 

8 اثبت مبرهنة 4.8 (وهي نتيجة أساسية في الجبر الخطي) 
8 لتکن (بعسرعن) قاعدة لے ۷ و (...ی؟م؟) قاعدة لخرى له. بما أن )٩(‏ كلد ۷, فإن القاعدة ‏ (ررآان2) 
لا يمكن لها أن تحتوي أكثر من « متجھا: وإلا فسوف تكون مترابطة إستناداً إلى المسألة السابقة. من جهة أخرىء إذا كانت 
(....ن4) تحتوي أقل من 8« متجهاً فإن (رع....,©) يجب أن تكون مترابطة بحكم المسالة السابقة أيضاً وبذلك. تضم 
(...ر5,,) عدد 3 تماماً من المتجهات, وهكذا تكون المبرهنة صحيحة. 


8 عزف مجموعة جزثیة مستقلة أعظمية في مجموعة 58 من المتجهات في ۷ 


39.8 


40.8 


418 
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8 تكون مجموعة جزئية (ي'.....,7) في 8 مجموعة جزئية أعظمية في 5 إذا كانت مستقلةء وإذا كانت المجموعة 
(,۷..ص )۷‏ مترابطة. من أجل أي 5 © 8 
مبرهنة 5.8: لنفترض إن ( ۷ مجموعة جزئية مستقلة أعظمية في مجموعة 5, حيث 8 تولّد فضاءً منجياً 9. إذن 
(۷.ص۷) تول ۷ 





اقب مر 5:8 
۳٠‏ إفترض لن 8©5. إذنء وہما ان ۷) مجموعة جزثئیة مستقلۂ اعظمیة في 8 تکون (۷٣ي۷,.....۷)‏ عترابطة. وبذلك, 

يكسون ا تسركيبة خطبسة فسي الد ,۷ء آي أن (680800۷ ۷۔ _ وبسالتسالسي (5080)۷ 8. يقود هذا إلى 
۷ھ 2 (ق)مەوہ < ۷۔ ‏ إذن» (,۷) تولّد ۷ وبما أنها مستقلة فهي قاعدة ل ۷ 


لنفترض آن ۷ مولدة ہواسطة مجموعة منتھیة ۹۔ بین ان ۷ ذو بعد منته. وأن مجموعة جزئية في 5 تكون قاعدة ل ۷۔ 

8 طريقة 1. من بين كل المجموعات الجزئية المسنقلة في 8, وھناك عدد منته منھا لان 5 منتھبةء توجد واحدة منها تكون 
أعظمية. إستناداً إلى المسألة السابقة: فإن هذه المجموعة الجزئية 5 تكون قاعدة ل ۷ 

طريقة 2. إذا كانت 5 مستقلة, فهي قاعدة لہ ۷. وإذا کانت 8 مترابطةء فان اس سن المتجهات يكون تركبية خطية 
للمتجهات السابفة له. يمكننا شطب هذا المتجه وتظل لدينا مجموعة مولّدة. نواصل هذا الاسلوب حتى نصل إلى مجموعة جزئية 
تكون مستقلة وتولّد ۷, أي تكون قاعدة ل ۷. 


لننظر في متتالية مننهية من متجهات (ي"ا.....,؛,,) - 5. ولتكن 7 متتالية متجهات تحصل عليها من 5 بواسطة واحدة من 
«العمليات الابتدائية التالية»: (1) مبادلة متجھین, (1) ضرب متجه في عدد سلّمي غير صفري؛ (111) إضافة مضاعف متجه إلى 
متجه آخر. ميّن أن 5 و ۳ نولّدان نفس الفضاء /لآ. بيّن أيضاً أن '7 تكون مستقلة إذا وفقط إذا كانت 5 مستقلة. 
8 الاحظ أنه. في كل عملية, تكون المتجهات في '7 نركيبات خطية لمتجهات في 8. من جهة أخرى. يكون لكل عملية معكوس 
من نفس النوع (أثبت!)! وبالتالي» فإن المتجهات في 5 تكون تركبيات خطبة لمتجهات في 5. إذن 5 و 7 بولّدان نفس الفضاء 
/لا. ايضاً. تكون "7 مستقلة إذا وففط إذا 8- 07ء وھذا یکون صحیحاً إذا وفقط إذا كانت 5 مستقلة ايضاً. 





لتكن (4) = ۸ و () = 8 مصفوفنبن ۷٢‏ متکافثنین صفياً فوق حقل >1 ولتكن ۷ اي منجهات في فضاء 
منجھي ۷ فوق .1٤‏ ولتکن 
















tT Gq + ja + °°° + Aa, Wy = byl, + Dya ٠:١ + Dl, 
ار + + رناورت + قار © متا‎ 
Uy = Gay ٦ لت تا نازی تا ٠ص ٭ س4 +006 + وٹاووںۃ‎ + °°° ¥ Daan 


بِيّن أن (,لا) اى (,4 تولَّدان نفس الفضاء 

88 إن نطببق «عملبة ابتدائية» من المسآلة السابقة على (,0) مكافىء لتطبيق عملية صفية إبتدائية على المصفوفة 4. بما أن 
8 ى 8 متكافئنين صفیأ, فإنه يمكن الحصول على 8 من 4 بواسطة منتالية من عمليات صفية إبتدائية؛ وبالتالي. يمكن الحصول 
على () من (0ا) بواسطة المتتالية المفابلة من العملبات. وبذلك, نولد (,نا) و (,) نفس الفضاء, 

مبرهنة 6.8: لنكن ,".....,7 منتمية إلى فضاء متجهي /ا فوق حقل . ولتكن 


Wy = al, وني 4 ل‎ + 
Wa a2, ٢ aza + 











۰ + ولاو + لا 


ام6 - پر 


حیث 61٤‏ پ٥.‏ ولتکن ۶ المصفوفة المريعة -8 للمعاملات. أي أن لية) > 5 
(3) اف ٠‏ إذن () او (,7) تولدان نفس الغطاء؛ وبالنالي؛ تكون (,0) مستفلة إذا 
وفقط إذا كانت ((۷) مستقلة 
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42.8 


44.8 


45.8 


تا الترابط الخطيء القاعدة, اليُغد 
(11) افترض أن 8 ليست عكوسة. إذن؛ تكون (,۷) مترابطة. 
(011 إفترض أن (,8) مستقلة. إذن, تكون 5 عكوسة. 
أثبت (1) في مبرهنة 6.8: إفترض أن ۴ عكوسة. إذن (5)0دمة ع (/0009م؟ وبالتالي. تکون (۷) مستقلة إذا وفقط إذا 
كانت (7) مستقلة. 
08 بما أن 8 عكوسة. فهي مكافثة صفياً للمصفوفة المتطابقة 1. إذن, استناداً إلى المسالة السابقةہ (۷۷) و (م۷) تولّدان 
نفس الفضاء. إذن» تكون الواحدة مستقلة إذا وفقط إذا كانت الأخرى كذلك. 





إثبت (11) في مبرهنة 6.8: إفترض أن ٣‏ ليست عكوسة. إذن. (۷) تكون مترابطة. 
8 بما أن 8 ليست عكوسة. فهي مكافثة صفياً لمصفوفة بصف صفري يعني هذا أن (,) تولّد فضاءً تكون له مجموعة 
مُوَلّدة عدد عناصرها أقل من 5. وبذلك, تكون (,۷) مترابطة. 





إنن: تون الاعكوطة. 
8 هذه القضية هي المكافىء الحكسي للقضية (61: وبذلك, تكون (11ة) ضحيحة. 


أثبت (111) في مبرهنة 6.8: إفترض أن (,۷) مستقلة 


ليكن > حقل جزئي لحقل 1 و سآ حقل جزئي لحقل 8: أي أن 8 © ا © 5. [وبالتالي» يكون 12 حقل جزئي ل 8]. لنفترض أن 
E‏ بعدہ 0 فوق ا وأن سآ بعده 10 فوق ظ. بين أن 23 هى بعد 8 فوق ۸۔ 

8 لفصرض آن (۰..۰۷ك۷) قاعدة ل ٤‏ فسوق با وأن (48,,....8 قاعدة ل ا فوق .K‏ سوف نبيسن أن 
ly...)‏ 


لیکن ٭ اي عنصر إختیاري في 5 ہما ان ل۷,..,۷) تولّد تا فوق ب1 فإن ‏ تركيبة خطية للد ,۷ بمعاملات في 





 )9‏ قاعدة ل 8 فوق 5. لاحظ أن (,/8) يحتوي 118 عنصراً. 





ا 





اط we bu, + bl) + °+ bU,‏ )1( 
بما أن (يه,....به) تولّد سا فوق کلہ فإن كل ا6 ,ا تركيبة خطية لل به بمعاملات في :K‏ 
b= kud, F Kad F °°° F Kinûn,‏ 


F Kad F °°° F Kan,‏ فرما > وط 





ka + kg + o + Kann, 
حيث € 4 (1» فتحصل على‎ 


(kya, F °°° F Kanûn),‏ ¥ °°° + ينا( ھی 


“+ Kap F °° F kuj F °° °F Kaan, 








'F (Ka, ¥‏ تال ھی ما We (Kia, +۰۰۰۰٠‏ 
Ka ۰‏ + سیےھ ہلا +۰۰۰٠۶‏ تصرص ما < 
k, (a)‏ 2 = 
7 
حیث .k, € K‏ وبذلك. تكون تركيبة خطية لل ,لابه بمعاملات في K؛‏ وبالتاليء ((۷ب8) تولّہ ۴ فوق .1٤‏ 
سوف يكون البرهان تاا إذا نحن بينًا أن ر4۷) مستقلة خطياً فوق ٤ا.‏ لنفترض ان لدینا 0> (رترم) ×5 ٠‏ من أجل 
سلّميات © بن اي أن 2 


(rly F X00 FF Xl) F ×× + مقرھیو× + مت ھصم5)‎ +۰۰۰٠+ (,ممھی×‎ 0 





آو 0 نال هيرك 4د + (xy) + Xa f °°° + Xa A), F °°° F (F8, F Xa‏ 
ہما ان لي۷,....۷) مستقلة خطياً فوق .1, ويما أن معاملات ال ں۷ أعلاه تنتمي إلى أء فإن کل معامل يجب أن يكون 0: 
٭ ,ھے× ٢‏ ۰ وھومڈ © فرظ بینم 0ے ص× + ۰۰۰+ ل الا 


ولكن (,د....,8) مستقلة فوق 5: وبالتالي» فإن 
0= 


مت باب 0× یی ,0< یی بے راحہئڈ بل 0 یھ ,30 xy‏ 


لان کک بد نتیجة لذلدہ تکون (۷ب٥) ‏ مستقلة فوق , وهذا يثبت المبرهنة. 
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8 قواعد وآبعاد 


46.8 


478 


48.8 


498 


508 


528 


538 


ما المقصود بالقاعدة المعتادة للفضاء المتجهي "1؟ 
8 نفرض عدد 8 من المتجهات في ”8: 
(0,0,...,0,1) کے ہت (0,1,0...0,0) ا ,)1,0,0,...,0,0{ e‏ 
هذه المتجهات مستقلة خطياً وتولّد . [انظر المسالة 49.8]. وبذلك, تكوّن هذه المتجهات قاعدة ل ”2 تسقى «القاعدة 
المعتادق ل 8*5 
بين أن "= dim ۸R“‏ 
8 إن القاعدة المعتادة أعلاه ل “8 تحتوي عدد ١‏ من المتجهات؛ وبالتالي =١‏ ”۸ ڑ۵ 
ليكن ذا الفضاء المتجهي لكل المصفوفات 23 فوق حقل . بین ان 6= ل صز 
8 المصفوفات الست التالية 
000 000 00 0 001 010 01 0 1 
(o 0 3 ( 0 00 ۲ 1 0 ۳۰ 60 9‏ 3 8 ۲ 0 0 0( 
مستقلة خطياً وتولّد تا؛ وبالتاليء فهي تشكل قاعدة ل لا. [انظر مسالة 49.8]. وبذلكہ 6> تا 4100 
لیکن ۷ الفضاء المتجهي للمصفوفات ×8 فرق حقل .K‏ ولتكن B, EV‏ المصفوفة التي مدخلها -زا يساوي |ء وبقية 
العناصر صفرية. بین أن (ر8) قاعدة لہ ۷۔ وبذلكء ٥٢‏ > ۵1:1۷. [هذه القامد تسمى القاعدة المعتادة ل 9] 
8 نحتاج إلى أن نبين أن (ي8) تولد لا. وأنها مستفلة. لتكن (يه) ‏ 8 أي مصفوفة في لا. إذن, رظرہ (2 <۸ 
3 ۳7 
وبالتالي» (ظ) نولّد ۷ 
نفترض الآن آن 0< ×٤‏ ر2 حیث × سلميات. إن المدضل - × دآ ر٤×‏ ر2 هی ر والمدخل ۔ ز ل0 هو 0 إذن, 
0× ,1ق وبالتالي» تكون المصفوفات ۴ مستقلة إن (,۴) هي قاعدة ل ۷. 
ملاحظة: اذا إعتبرنا متجھاً في "5 على أنه مصفوفة ×٣‏ 1ء فإنه یمکننا تبیان. وبواسطة النتیجة اعلاہ, أن القاعدة المعتادة 
ل"8 المعرّفة في المسائة 46.8, هي قاعدة ل 8. 

مبرهنة 7.8: لنفترض أن =١‏ ۷ صن ران لرع۔-7ئمر٤) ‏ قاعدة ل لا. إذن: 

() أي مجموعة من (1 + 80) متجهاً أى أكثر تكون مترابطة خطیاً 

(1) أي مجموعة مستقلة خطياً تكرن جزءأً من قاعدة 

411 إن مجموعة مستقلة خطياً ذات 0 عنصراً تشكل قاعدة 
أثبت () في مبرهنة 7.8: أي مجموعة من (! + 0) متجھاً لو اکثر تکون مترابطة (بواسطة توطتة 3.8) 
ھ ہما ان (یسرہ) تولّد ۷, أي مجموعة 8+1 من المتجهات أى أكثر تكون مترابطة خطياً من توطتة 3.8 





أثبت (11) في مبرهنة 7.8: أي مجموعة مستقلة خطیاً تکون ج٤‏ من قاعدة 

# لتكن (7,.....8) مستقلة. نجسد.ء من توطئة 3.8 إن ۷ وة بواسطسة مجموعة في الشكل 
لوسر ...,) > 8. وباستخدام المسألة السابقة, تكون مجموعة «جزثية ل $ قاعدةٌ. ولكن 5 تحتوي 5 عنصرا وکل 

قاعدة ل ۷ تحتوي ۸ عنصراً. أذن» تكرن 5 قاعدة ل /ا وتحتوي (,۷,....۷) كمجموعة جزئية 

أثبت (111) في مبرهنة 7.8: إن مجموعة مستقلة خطياً ذات « عنصراً تشكل قاعدةٌ. 


8 من (1). تکون مجموعة مستقلة "7 ذات ٥‏ عنصراً جزءاً من قاعدة. ولكن كل قاعدة ل ۷ تحتوي ۸ عنصراً إذن, تكون 7 


قاعدة. 


بن آن المتجھات الأربعة التالية تشكل قاعدة ل “28 (1,ل,1,1). (0,!.1,1), (0,0,1,1), (0,0,0,1). 


224 


548 


558 


568 


59.8 


تا الترابط الخطيء القاعدة, الجُفد 
گلا تكوّن المتجهات مصفوفاً في شكل درجي, وبذلك تكون المتجهات مستقلة خطياً. بالإضافة إلى ذلك وبما أن 
4 > گل dim‏ فهي تكوّن قاعدة ئ “۸. 


حدّد ما إذا كان كل مما يلي يشكل قاعدة ل*2 لم لاد () (1,1,1) ي (1,5-,1) (ب) (1,2,3) 1:0-1): (10-,3 
(2-,2,1). 





8 إن قاعدة في 87 يجب أن تحتوي على ثلاثة عناصر تماماً: لآن 
المتجهات في (ب) لا تشكل قاعدة ل 87. 


> 83 «ذل. لذلك, فإن المتجهات في () وكذلك 


حدّد ما إذا كانت المتجهات (1,1,ا). (1,2,3). (1,1-,2) تشكل قاعدة ل 83 أم لاء 


ا تشكل المتجهات قاعدة إذا وفقط إذا كانت مستقلة. ذلك ذكوّن المصفوفة التي صفوفها المتجهات المعطاة ونختزلها ضفيآ 


إلى شكل درجي: 
3 8 ملق و 
0 2 0 إلى 3 1 ( إلى |2 1 
1 2-1 1- 0-3 5 0 0 


وليس للمصفوفة الدرجية صفوف صفرية! وبالتالي, فإن المتجهات تكون مستقلة خطياً؛ وبالتالي: تشكل قاعدة من أجل ۸. 
حدّد ما إذا كانت 1,1,2). (1,2,5). (5,3,4) تشكل قاعدة ل 17 آم لا. 


8 كوّن المصفوفة التي صفوفها المتجهات المعطاة ثم إختزلها إلى الشكل الدرجي: 


N #2‏ 2 1 1 2 1 1 
٢ 2 |‏ إلى 1 1 ( إلى ( 1 ( 
7 57 رق می ھا 8 00 


المصفوفة الدرجية لها صف صفري! أي لها صفان فقط غير صفريين. وبالتالي» فإن المتجهات الثلاث مترابطة ولا تشكل 
بالتالي قاعدة من أجل 87. 

تتعلق المسائل 59.8-57.8 بالفضاء المتجهي للحدوديات في ۲ التي لا تتجاوز درجتها 8 
بيّن أن (“اى...,ة),,1) قاعدة ل ۷: وبالتالي, 1 +2 - 0 015. 
8 من الواضح أن كل حدودية في ۷ تكون تركيبة خطية ل !“"!,....ا.! و ". وأيضاً مستقلة لان أيّا منها ليس تركيبة خطية 
للحدوديات السابقة لها. وبذلك, تكون (":....,,1) قاعدة ل ۷. 
بین ان ("(1 - )ر ,(1 -ا) ,1 )1٤-‏ قاعدة ف ۷. 
ھ إبما أن 1+ «= ۷صنكف. فإن أي عدد (ا +6) من الحدودیات المستقلة تشکل قاعدة ا ۷]. الآن, كل حدودية في 
المتتالية "ڑا - 1)...ہا- |,ا ذات درجة أعلى من درجات الحدوديات السابقة لها وبذلك فهي ليست تركيبة خطية لهذه 
الحدوديات. إذن. الحدوديات "0 - 1)....,ا - 1,1 تكون مستقلة وتشكل قاعدة ل ۷۔ 





بين ما إذا كانت (۳ +۳۷۰۱...ت + 2 + ارا + 1) قاعدة ل / آم لاء 
گلا الحدوديات مستقلة خطباً لان كل واحدة منها من درجة أعلى من درجات الحدودية السابقة لها ومع ذلك, فهي مجموعة 


تحتوي ۸ عنصراً فقط! وما أن 1 + « > 011077 فإنها ليست قاعدة ل ۷. 





لیکن ۷ الفضاء المتجهي للمصفوفات المتناظرة 2×2 فوق &. بين أن 
إذا وفقط إذا 5ه » 28 أو بشكل مكافىء 


۷ صن [تذکر أن (يه) ‏ ۸ تكون متناظرة. 


[4 = 2 


8# إن مصفرفة متناظرة 2×2 إختيارية تكون في الشکل 5 )»م حيث €۸ ,۵,5 _[لاحظ اوجود ثلائة 


«متغيرات»]. نضع () اسه 0=ط 0= (01 2-0 (عط 6-0 ([زن 4-0 0«ط, ۱< فتحصل 
على المصفوفات التالية: 


618 


62.8 


63.8 


64,8 


الفصل 8 تا 225 





0ھ 0) 0 حم 


قاعدة ل ۷. آې انها (1) تولّد ۷ ي (2) أنها مستفلة. (1) لدينا. من أجل المصفوفة الاخنيارية 





4= %) = aE, + bE, + CE, 


وېذلك ر8 8) نول ۷: 
(2) لنفترض أن 0 > ,285 + غار + ,۴× حيث کہ ل 2 سلّميات مجهولة. اي أن 


69-60 A ol o) =0 o) 
0 ٭ ۸م 0= ل 0= بمعلی آخرۃ‎ ٥0 بمساواة المداخل المنقابلة فيما بیٹھاء نحصل على‎ 


x=0‏ 0ل 20 وبذلك. کون (رظاریظم,5) مستقلة. 
إذن» ۴ر8 ۴) قاعدة ل ۷ وبذلك فإِن بعد ۷ يساوي 3. 





٣‏ گر + ,× يقتضي 





ليكن ۷ الفضاء المتجهي للمصفوفات المتناظرة 3×3 فوق .K‏ بين أن 6= ۷ "أك وذلك بنكوين قاعدة ل ۷. إتذكر أن 
(يه) - 8 تكون متناظرة إذا وفقط إذا ,4= ه] 


8 المصفوفات الست النالبة تشكل قاعدة ل ۷: 
٥ 0 0 1 0 4 0‏ 1 0 90 0 0 
0١‏ ۲ 0 0 ( )0 0 1 ( 0 0 0 
1١ 0‏ 0 0 0 0 0 0021 


00 0 
٢ 1 ۶‏ 
0 0 0 
ما هو بعد الفضاء المتجهي لا للمصفوفات المنناظرة ۵۶ فوق حقل &؟ 


8 كما يتضح من المسالة 61.8: فإن كل عنصر على القطر أو فوقه يقابله عنصر في القاعدة؛ وبالتالي, 
(ا+ مم 12ج | + 2+...+ )1 ~ lim U = n + (n‏ 





لبكن /7 الفضاء المتجهي للمصفوفة تخالفبة ‏ التناظر 33 فو .K‏ أثبت آن 


[تذكر أن (رية) - 4 نکون نخالفبة ‏ التناظر إذا وفقط إذا ره > 
® المصفوفات الثلاث التالية تشكل قاعدة ل ۷: 


0 F0 001 0 0 0 

(1 6 ( (٦8۳4 0... 1 

0 1- 0 0 0 1- 0 0 0 
ما هو بعد الفضاء المتجهي 13 للمصفوفات تخالطية ‏ التناظر ١×١‏ فون حقل ٩۸‏ 


8 كسا بنضح مسن المسالة 8 فان كل عنصسر فسون القطر بقابله عنصسر في قاعدة! وبسالنسالسي. 
dim U = (n — 1) + (n ~ 2) +...+ 2 +1 = 1/2 n(n ~ 1)‏ 


in ۷‏ وذلك باستخراج قاعدة ل۔ ۷ 





بين أن الحفل العفدي € فضاء منجهي بعده 2 فوق الحقل الحفيقي ۸. 

8# اننا نزعم بان (14) بشکل قاعدۂ ل € فون 2. لانه. إذا 6€ ۷ فإن بط + او ے زط +ھے ۷ .حیتث گے طہ: 
أي أن (11) تولّد € فوق 8. بالإضافة إلى ذلك إذا 20 تبر+ 1.م أى 0= ار+ × حيث 6۴ ل إذن 20م 
و0 ل آي أن (ذا) مسفقلة خطیاً فوق 8. إذنە. (ذ١)‏ قاهدة ل © فوق ۸ء ويكون 2 بعد € فوق ۸ 





بيّن أن الحفل الحقبقي ۸ فضاء متجهي لا نهائي البعد فوق الحقل المنطق ) 


8 ندسزعسسم آن ھ (85,82....87,ا) مسنفلسة خطیسساً فسسوق 0, مسسن آجسسل أي ٦‏ لأنسه إذا 


6 0 الترابط الخطيء القاعدۃ, البْحْد 


228 


68.8 


٥د‏ ٣چ‏ +.+ +٣2‏ بھ+ آہھ حيث 60 4 وبعض اله ليس صفرياً. إذن, يكون 7 جذراً للحدودية غير 
الصفرية التالية فوق @: "عر +...+ رھ + بب + يد ولكن يمكن تبيان أن 7 عدد متساي أي أن 7 ليس جذراً لاي 
حدودية غير صغرية فوق ©. لذلك. فإن الأعداد الحقيقية تو تچ چ,! ال (1 +6) نکون مستقلة خطیاً فوق 0. إذن, لا 
يمكن ل 8 أن يكون ذا بعد « فوق 0, من أجل أي عدد منته 7: أي أن 76 ذو بعد لا نهائي فوق 0. 


ن ۷ الفضاء المتجھی فوق الحقل الحقیقی 1[. للأزواج المرتبة من الأعداد العقدیة بین أن ۷ بعدہ 4. 
ليكن المتجهي فوق الحقيقي واج 3 ية ب 





8 سوف نبين أن ما يلي قاعدة ل لاد ((,1.0(,0,9(,)0,1(,0) ) = 8. نفترض أن 6۷ ۷. إلنء (2,8) © ٠‏ حيث 
2۷ عددان عقديان, وبذلك (ال + ,اط + ۾) = ۷: أي أن 8 تولّد ۷. 
يكتمل البرهسان عندما نييّن أن 8 مستقلة. لنفتسرض أن 0 = (ا,0),× + (0,1)× + (0,)ر× + (1,0),× حيسث 


8 © ”5 إذن 


(0,0) ع (فرع + وع رفو + ١),‏ وبذلك 





ام 
x, + xy =‏ 





ينتج عن ذلك أن 0= ,× 0= 0= × 0= ,× أي أن 8 مستقلة. 





لنفترض آن =١‏ ۷ «ال. بين أن مجموعة مولّدة ذات ٥‏ عنصراً تشکل قاعدة. 
# لنفترض آن انارت تولّد ۷ وأن المتجهات مستقلة خطباً. إذن, واحد منها يكون تركيبة خطية للمتجهات الأخرى, 
وبذلك يمكن شطبه من المجموعة المولّدة. وبالتالي, تُوَلَدُ ۷ بواسطة (1 - )١‏ متجهاً. وهذا مستحيل, لأن ۸= 7 0150. وبذلك, 
فإن ال بلا تكون مستقلة خطياً وتشكل بالتالي قاعدة ل ۷ 





8 أبعاد وفضاءات جزئية 


698 


20 


مبرهنة 8.8: ليكن ۷ فضاء جزئياً في فضاء متجهي ذوني ‏ البعد ل١.‏ إذن. > /01878. وفي الحالة الخاصة, إذا 


W=V gij dimW =n 


ثبت مبرهنة 8.8 وهي التي تعطي العلاقة الأساسية بين بعد فضاء متجهي وبعد فضاء جزئي في ۷ 

ا ہما ان ۷ بعده 8, فإن أي (1 + 8) متجهاً أو أكثر تكون مترابطة خطياً. إضافة إلى ذلك؛ بما أن قاعدةٌ ل ۷ تتكون من 
متجھات مستقلة خطیاً. فهي لا يمكن أن يحتري علی اکٹر من 8 عنصراً. إذن, > ۷۷ dim‏ 

وعلی الخصوص, إذا كانت لل۷,.....۷) قاعدة ل ۷ ويما آن مجموعة مستفلة ذات ١‏ علصراًء فإنها تكون أيضاً قاعدة 
لہ ۷¥. وبذللكء ۷ =¥ عندما ”= .dim W‏ 





ليكن ۷ فضاء جزئیاً للفضاء الحقيقي ۸. أعط وصفاً هندسياً ل ١۷‏ بدلالة بعده. 


8 ہماان 





> آ8ا ہ(ٴا, فإنه بعد ۷ یمکن ان پکون فقط 0ء 1, 2, أو 3۔ ویکون لدینا الحالات التالية 

(ق 0ح للا ونل, إذن (0) = ,W‏ نقطة. 

(نق) dim W =١‏ إذن ۷ مستقيم عبر نقطة الأصل. 

(ا) 2= ۷ صنل إذن 787 مستي عبر نقطة الأصل. 

0 3 - لا صثل, إذن ۷ هي الفضاء ۸ بأكمله 

أوجد بعد الفضاء الجزئي ۷۷ 84 الموَلّد بواسطة: (1) (1-,2,3-,1) و (2,3-,1,1) (ب) (9-,6,3-:3)|و (2,6-,24-). 


8# یولّد متجھان غیر صفریین فضاءٌ 78 بعده 2 إذا كانا مستقلين» وبعده ۱ إذا كانا مترابطين. تذكر آن متجهين يكونان 
مترابطين إذا وفقط إذا كان أحدهما مضاعفاً للآخر. إذن, ()2 > لا ملك (ب) 1 - W۷‏ صنل 


528 


73,8 


74.8 


76.8 


78.8 


الفصل 8 تا 227 


لبكن ۷ القضاء الجزني في *25 الموَلّد بواسطة المتجهات (3-,2,5-,1), (4-,2,3,1), و (5-,3-,3,8)۔ آوجد قاعدة ل ۷ 
وکذلك بعدہ 


0 نكوّن المصفرفة 6 التي صفوفها المتجهات المعطاة. ثم نختزلها إلى شكل درجي: 
3- 5 1-2 3- 5 12 3- 5 1-20 
2 3 3 إلى 2 9 7 0 إلى 31 9- 7 0 
5- 3- 8 3 


اھ 18 14 0 ےآ و و ا 
المتجھان غیر الصفریین (3-.2,5-,1) و (9,2-,0,7) للمصفرفة الدرجية يشكلان قاعدة للفضاء الصفي ل 4 وهو . إذن. 
dim W = 2‏ 





وسّع قاعدة ۷ء في مسالة 72.8, إلى قاعدة لكل الفضاء 84 

8 نبحث عن أربع متجهات مستقلة نتضمن المتجهين اعلاه. أن المتجهات (3-,2,5-,1), (9,2-,0,7). (0,0,1,0). 
(0,0,0.1) مستقلة (لانھا تكوّن مصفوفة درجية). وبذلك فهي تكوّن قاعدة ل “8, وهي توسيع للقاعدة في 0 

ليكن ۷ الفضاء الجزئي ل 87 المعرّف بواسطة (0 = +٠‏ 8 + ٥:(م,6,۵))‏ < '9ا. أوجد قاعدة ل 7 وكذلك بعده 

گلا لاحظ ان گے ۷, لانہ مثلاً 80 (1,2,3). وہذلك 3> ۷ نل لاحظ أن (1-,1,0) = نا ى (1-,0,1) × را 
متجهين مستقلين في للا. إذن. 2 - 01818 وبشگل ,لا و ردا قاعدة ف ۷. 

ليكن ۷ الفضاء الجزئي ل ۸° المعرّف بواسطة (ء <= تا < 8:(م,ھ)) - ۷۷. أوجد قاعدة ل ۷ وكذلك بعده. 

® المتجه 6۷۷ (۱,۱,ا) >۵ أي متجه €۷ ۷ يكون في الشكل 6,.) > *. إذن, نط ع «. وبالتالي؛ نا يولد 
۷ ویکون ۱ × 010۷۷۔ 

لیکن ۷ الفضاء الجزئي ل 27 المعرّف بواسطة (38 - 6ن(ه,طرة)) - ۷ أوجد قاعدة ل ۷ وكذلك بعدہ۔ 


ھ #۴ لان مشلا 8۷۷ (1.1,1). إذن. 3> ۷ 41:01. كما أن المتجهيسن غير الصفريين (1,0,3) ع إن 
و (0,1,0) > ينا بننميان إلى /لا ومستقلان خطباً. لذلك. فهما يشكلان قاعدة ل ۷ ويكون 2= W‏ ز4 


أوجد قاعدة للفضاء الجزئي ا ل *8, وكذلك بعده. والمولّد بواسطة (1,3-,1,4), (1- 


8 اختزل إلى شكل درجي المصفوفة صفوفها المتجهات المعطاة: 
3 1- 4 1 4-1 1 3 1 4 1 
1 کیا کے 0 إلى ) وس 7~ ( إلى 3 1- 7~ ( 
ہے 32 0 


1 2 9 روھ- 5 0 0 
الصفوف غبر الصفرية في المصفوفة الدرجية تشكل قاعدة ل ۷: وبالتاليء 3= ۷ «ال. يعني هذاء على الخصوص,؛ أن 
المتجهات الثلاثة الأصلية مستقلة خطياً, وأنها تشكل قاعدة ل ۷. 





.)0,2,1:-5( At, 





أوجد قاعدة للفضاء الجزئي ۷ ل “۴ وكذلك بعده, والمولد بواسطة (2,1-,4-,1), (1,2-,3-,1), و (2,7-,8-,0. 
"8 نختزل إلى شكل درجي المصفوفة الني صفوفھا المتجھات المعطاۃ 
1 2- 4~ 1 1 و 4~ 1 1 2~ 4- 1 
Gia 6 11 Ya (32)‏ 
7 2- 8-- 3 4 4 4 0 /0 0 اک FT‏ 
الصقان غير الصفريين في المصفوفة الدرجبةء (2,1-,4-,1) ى (0,1,!.1), يشكلان قاهدة ل ۷ ويذلك 2= W‏ صا 
يعني هذا. علی الخصوص: ان المتجھات الثلاثة الاصلیة مستقلة خطياً. 


لیکن ١77‏ الفضاء الجزئي في 85 الموَئّد بواسطة 1,3,4-,1,2) > ب (2,6,8-.2,4 = رل 3,2,26( 
(4.5.1,8,!) > رلا (2,7,3,3,9) > بلا أوجد مجموعة جزئية من متجھات نشکل قاعدۃ ا_ ۷۷ 








8 0 الترابط الخطيء القاعدة, الجُّقد 


8 طريقة 1. أوجد أول متجه في المتتالية لہ را ر رنہ پا الذي يكون تركيبة خطية للمتجهات السابقة له ثم إحذف 
هذا المتجه من المجموعة المولدة. كرر هذا الاسلوب حتى تبقى مجموعة مستقلة من المتجهات. هذه المجموعة المستقلة من 
المتجهات هي عندثذ قأعدة ل 19. 

طريقة 2. كرّن المصفوفة التي صفوفها المتجهات المعطاة ثم إختزلها إلى شكل «درجي» ولكن بدون مبادلة عن صفوف 


صفریة: 
y4‏ 1ت 22 1 4 3 2-1 1 4 3 1~ 2 1 
204-2068 60 ور رر رھ و 0 0 0 
و کون لو کی او وپ او حر و De POL‏ و 0263 07 
8ہ FE‏ .3 4 1 4 2 6 2 0 0 0 86 0 0 
٦ 0 3 5 -3 [1 2.773 9‏ 4- 0 0 


الصفوف غير الصفرية هي الأول والثالث والخامس؛ وبالتالي؛ تشكل ,0 رناء ,نا قاعدة ل /لا. 
تشير المسائل 81.8-80.8 إلى الفضاء المتجهي ۷ للحدوديات فوق ۴. 

8 اوجد بعد الفضاء الجزئي ۷ في 7 الذي تولدە: () 1+ 38+ (o) 2F +4 +6+42 gy F422‏ 5+ 0-28 
4- 0+3 
i" W 8‏ يساوي | أو 2, وفقاً لکون المتجهات مترابطة أو مستقلة ويكون متجهان مترابطين إذا وفقط إذا كان أحدهما 
مضاعفاً تلآخر. 7ہ ۷ئ 

8 أوجد قاعدة للفضاء الجزثي /لاء وكذلك بعده. في الفضاء ۷ء والذي تولده الحدوديات 4+1 + 22 - تدم 
ا سيو + تو Vy = 2F‏ وے ےجو ب ٹرےہں 7+5 توك 20 سيد 
# إن المتجهات الإحداثية (أنظر القسم 9.8) للحدوديات المعطاة بالنسبة للقاعدة (4),28,1 هي على الترتيب 

(لرشرقت,1) > ل (لحرقرق-,2) ع يدا (5-,1,0,6) > ر۷ (5,75-,2) > إر۷]. كن المصفوفة التي صفوفها 

المتجهات الإحداثية أعلاه ثم اختزلها صفياً إلى شكل درجي: 


A‏ 4ه" ١‏ وب و وو می و ےھ وت را 
ان ہے ھا 2 1 9= 01-1 Ec HFSS‏ 
OS‏ إلى 6- 2 0 إلى 0 00 0 
رو 77 2-47 5-1-1-3 0 00 0 


يشكل الصقان غير الصفريين (2,4,1-,1) و (3-,0,1,1). في المصفوفة الدرجية؛ قاعدة للفضاء المولد بواسطة المتجهات 
الإحداثية؛ وہذلك. تشكل الحدرديتان العقابلتان 1+ 4+ 2۳" ي ۱3+ قاعدة ل ۷. وبذلك 2= W‏ صنل 
8 ليكن 7 الفضاء المتجهي للدّوال من 1 إلى 8. أوجد قاعدة للفضاء الجذئي ۷ ل ۷. وكذلك بعده. المولد بواسطة الدوال 
f(D = siqt‏ ۱ء ھ (ا)ج, |= KD‏ 





8 من المسالة 268 تکون ۶ ع. ۸ مستقلة خطياً وبذلك تكون (۵.۵؟) قاعدة ل ¥ ويكون 3 < 010۷۷ 


تشير المسائل 84.8-83.8 إلى الفضاء المتجهي ۷ للمصفوفات الحقيقية 2×2. 
838 أوجد بعد الفضاء الجزثي ۷ في ۷ المولّه بواسطة: 
2 1 11 4 3- 3~ 
1 5 
0 1( 1 2 0 0 2 0 7 3 و7( ¢ 
ل () 2 > ۷ صنل لأن أيّا من المصفوفتين غير مضاعف للأخری؛ )ب( 1 = dim W‏ لان کل مصفوفة مضاعف للآخری 


8 اوجد بعد الفضاء الجزئي ۷ ل ۷, وکذلك قاعدة له, والمولد بواسطة: 


ؤ بّاھ و عم 7( 20م نا 
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® المتجهات الإحدائية [أذظر القسم 9.8] المصفوفات المعطاة بالنسبة للقاعدة المعتادة ل ۷: 


0 o) (o) #00 





هي كما يلي: 
[2,5- ,3:,4] >[0] [5.12:1:1] ٭[ع] (1-:2,5,1] > [ھ] [1.3-,1,2] > [۸] 


نختزل إلى شكل درجي المصفرفة الني صفوفها هذه المتجهات الإحدائیة: 


3 2 1 و 24 1 3 21 1 
1~ 1 5 2 ڑےے ٹک تد 01 7~ 3 1 0 
وا دی وو ان نہ ریہ ون ک7 ٢‏ لك له 86 60 ه06 
5 4-2 3 4- 1 2- 0 8- 7 0 0 


إن الصفوف غير الصفرية مستقلة خطياً؛ وبالنالي» فإن المصفوفات المقابلة: 7 3 گا (و۔ ) تشکل فاعدۃ 


ل 9ا. ويكون 3- 1 «أل. [لاحظ ايضاً أن المصفوفات 8. 8, © تشكل قاعدة ۷]. 


8 رتبة مصفوفة 
858 عرّف رتبة مصفوفة ۸ 


88 إن الرتبة, أو الرتبة الصفية. للمصفوفة 4 والتي نرمز لها ب (8) 2١‏ هي العدد الأعظمي للصفوف المستقلة خطيا أ, 
بشكل مكافىء, بعد الفضاء الصفي ل ۸. 


= 0 2 1 
68 أوجد رتية 3 3- 6 42 
5 6 0| 3 
8 إخنزل 8 صفياً إلى شكل درجي 
ہے 0 2 1 اک ل ب 
م إلى (د 2-3 0 إلى 3 3- 2 ( 
O0 0 4 ~6 -2‏ 0 0 


الصفان غبر الصفريين للمصفوفة الدرجية يشكلان قاعدة للفضاء الصفي ل ۸؛ وبالتالي فإن بعد الفضاء الصفي ل ۸ يساوي 
rank (A) =2 j .2‏ 


إ3- 2- 1 3 1 
8 اوجدرتة أ4 1- 3 4 إلى 
بت 1 - 7- 4- 3 2ا87 
لوہ وہ رد 8 3 
# إختزل 8 صفيا إلى شكل درجي: 
قد 0 .0 رو و ا 
وک ری 12 :0 رج کے و ر0 
8 إلى 1 وہ یہ وہ |٦‏ لضف إ0 0 000 
14 ےی وت ہے 0 0 0 0:08 


بما أن للمصفوفة الدرجبة صفين غبر صفريين. فإن 2 - (8) 1م 

8 عزف الرنبۂ العمودیة لمصفوفڈ ۸ 
ل نساوي الرتبة العمودية لمصفوفة ۸ العدد الأعظمي للأممدة المستقلة خطباً في ۸ أو بشكل مکافیء بعد الفضاء الحمودي 
A‏ 


0 .تا الترابط الخطيء القاعدة, البّقْد 


مبرهنة 9.8: الرتبة الصفية والرتبة الحمودية لأي مصفوفة متساويتان. 
8 اثبت مبرهنة 9.8 [والتي تبرز استخدام كلمة رتبة لوحدها]. 


## لنکن ۸ مصفوفة "×١‏ إختيارية: 








8,8 صفوفھا: 


“)60 6-۰ mn) 





وھ بات وھ ر0)- Ry‏ 
لنفترض أن الرتبة الصفية + وأن المتجهات ال التالية تشكل قاعدة للفضاء الصفي: 


Sy = (Dy Dyas. <<, Psa), Sa = (Dan, Dass... , Dan. ..,S,* (Bas Bra... وف‎ 





حيث ال ر سلميات. تساوي بين المركبات المتقابلة لكل واحدة من المعادلات المتجهية أعلاه, فتحصل على المنظومة التالية من 








المعادلات, 
kb,‏ + °°° + وطیطا +‌طو ظ× ہھ 
An = kab, F kaba, + °°° + kb,‏ 
من آجل لا 
ka ki,‏ بط 41 
e e ©‏ إو || 2 
Km kn Ku‏ 7 


بمعنى آخر» كل وأحد من أعمدة ۸ تركيبة خطية للمتجهات ال ۲ 


ked {ka ki, 
ka | ka, 


4 سكا لوط 
وبذلك, فإن الفضاء العمودي ل 6 يكون بعده : على الأكثر, أي أن ۲ > )ة۲ 2٣ات‏ 
بالمثل, (أى بالنظر إلى المصفوفة المنقولة ۸7)ء نحصل على الرتبة العمودية اه #مساوء) > للمه: «0) الرتبة الصفية 
وبذلك» فإن الرتبة الصفية والرتبة العمودية متساويتان. 





3- 2 1 
8 اوجدرتبة |9 1 2 | 
E‏ وی وی او 
و 3 


8 ہما أن الرتبة الصفية تساوي الرتبة العمودية, فإنه يسهل تكوين المصفوفة المنقولة ل ۸ ثم نختزلها إلى شكل درجي: 


92.8 


93.8 


95.8 
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1- 2- 2 1 1 2- 2 1 1 2 1 
4 و 21) لى 6 3 3- 0 ف ( 5 د( 
0 3- 5- 6- 6 0 7 3 0 0 

وبذلك تکون 3 = (۸) )1۹۸ 
3 1 
ارجد رتبة |7 ؟ 


3 - وت 





# العمودان مستقلان خطياً. لان الواحد ليس مضاعفاً للآخر. وبذلك. 2 = (8) )0ة 

لتكن 8 و 8 مصفوفتان إختياريتان بحيث يكون الجداء 88 معرّفاً اقبت أن (8) )صم > (۸8) )مم 
رو rank (AB) < rank (A)‏ 

8 إن الفضاء الصفي ل ۸8 يحتويه الفضاء الصفي ل 8؛ ربالتالي (8) علهه: > (88) 001:. كما أن الفضاء العمودي 
ل ۸8 يحتويه الفضاء العمودي ل ۸؛ وبالتالي (8) لامد > (ظة) عمد 

لتكن 8 مصفوفة مربعة 8٠‏ إختيارية. بين أن 4 تكون عكوسة إذا وفقط إذا =١‏ (4) صر 

# لاحظ أن صفوف المتطابقة المربعة «١‏ مستقلة خطياء لأن ,1 في شكل درجي؛ وبالتالي» 5 * (,1) ٥٥۴‏ الآن إذا كانت 
8 عكوسة فهي مكافثة صفياً ل ,أ؛ وبالتالي « » (8) عاهه:. ولكن, إذا لم تكن 4 عكوسة فإنها تكون مكافئة صفياً لمصفوفة 
ذات صف غير صفري؛ وبالتالي' « > (8) ۲90 أي آن 4 تكون قيوسة إذا وفقط إذا ۸= (۸) انه 

عرّف الرتبة المحدّدية لمصفوفة ۸۔ 

8 إن الرقبة المحددية ل ۸ هي مرتبة أوسع مصفوفة مربعة جزئية في 8 [نحصل عليها بشطب صفوف واعمدة في ۸ م 
والتي محددتها مختلفة عن الصفر 

بين أن الرتبة المحددية لمصفوفة 8 تساوي رتبة 8 

8 لتكن 4 الرتبة المحددية ل ۸. وبالتالي» توجد مصفوفة جزثية مربعة -ل في 8 ذات محددة غير صفرية. وبذلك. تكون 
الصفوف ال ك في المصفوفة ١‏ خطیاً وبالتالي. (8) 7208 > 4. من جهة أخرى, لتكن 8 مصفوفة درجية 
مكافئة صفياً ل 8. إختر المصغوفة الجزئیة في 8. التي تحتوي الصفوف غير الصفرية في 8 والأعمدة المحنوية على المداخل 
المقدمة غير الصفرية في الصفوف. يعطينا هذا مصفوفة جزثية مثشية عليا مربعة ‏ رتبة 8 محددتها مختلفة عن الصفر 
وبالتالي, 4 > (۸) 51م. وبذلك 4 d= rank‏ 





8 تطبيقات على المعادلات الخطية 


568 


978 


لنفترض منظومة متجانسة ‏ 0= ×۸ ي شكل درجي. لنفترض كذلك أن المنظومة تمتلك 8 مجھولا و٢‏ معادلة خطية (غير 
صفرية)» أعط طريقة للحصول على قاعدة من اجل الفضاء الحلّي ۷ للمنظومة, 

8 للمنظومة عدد (8-7) من المتغيرات الحرة , ,× ۰۰۰ نوجد الحل المتحصل علبه بوضع کے (أى أي 
ثابت غير صفري) وجعل المتغیرات الحرة الاخرى مساوية للصفر. إذن الحلول ...٠ر۷۷‏ تشكل قاعدة ل ۷ ويكون 
dim W se pr‏ 





أوجد قاعدة للفضاء الحلّيء وكذلك بعد من أجل المنظومة 


30 - 2س پر2 یر 
9۵ حطر + یڑ ر2+ پر 
5-0+ر + 82+ 30+06 








2 0 الترابط الخطيء القاعدة. البُغْد 


98.8 


998 


100.8 


8# نختزل المنظومة إلى شكل درجي 
X+2y+22— s+3=0‏ 
27-0 28 +ج 2 3-0 +ى چ2 + پر2 + پر 
4-0 - ی4۸ + 22 29-2-0 +2 
المنظومة في شكليا الدرجي لها معادلتان (غير صفريتين) في خمسة مجاھیل؛ وبالتالي» يكون المنظومة 5-23 متغيرات 
حرة وهي ,رل وبذلك, 3= 01878. للحصول على قاعدة ل /ل, نضع 
0 ادر ےی 620 فتحصل على الحل ‏ (2,1,0,0,0-) = ,۷. 
40 0عل ےی 0 فنحصل على الحل ‏ (2,1,0-,5,0) 
4 0ع«سى 0ي ١كا‏ فنحصل على الحل (/,7,0,2,0-) 








فتکون المجموعة (إلابي.,0) قاعدة للفضاء الحلّي ۷. 
اوجد بعد الفضاء الحلّيء وكذلك قاعدة له, للمنظومة: 
x+2y+ 2-3-0‏ 
0={ ج4 + ر4 + 2ے 
ےر + ج72 + برق + ع3 
8 نخئزل المنظومة إلى شكل درجي: 
30 ہر +ورھ+× 


۵ء 5۲ +22 إلى 
0- 101 + 4 


x+2y+ 2-3=0 
2+ 56 0 

المتغيرات الحرة هي لا و ويكون 2= dim W‏ نضع 

=I @‏ ±0 تحصل على الجحل ‏ (2,1,0,0-) = راء 

{ii}‏ لا 2 لنحصل علی الحل (5,2-,11,0) اڈ ا 








إذن: تكون ارلا ن) قاعدة ل /لا. [كان يمكن اختيار 0= ل ٤1‏ في (1): ولكن مثل هذا الاختيار كان سيدخل كسوراً 
في الحل] 
أوجد بعد الفضاء الحلّي ۷ وكذلك قاعدة لهء للمنظومة: 


x +2y ر3 چھ۔‎ — g0 
0ی +2 +2 پر + ر‎ 
0ع و4 +ع3 + 22 - و4 + بره‎ 
نختزل المنظلومة إلى شكل درجي‎ © 


7 Ee x+2y “42+37 =0 
xXF2y—4z + 3r ~ sa0 8 32 20 


66-0 +م3- 62 E 2ES‏ 
هناك خمسة مجاهيل ومعادلتان (غير صفريتين) في الشكل الدرجي؛ وبالتالي» يوجد 5-23 متغيرات حرة لإ 4 
وبذلك, 3= ۷ ”اف نضع 
)0 
{i‏ 0 


0= 8-0 لتحصل على الحل (2.1,0.0,0-) = ر۷ 
وت 2= 0= لتحصل على الحل ‏ (2,0,1,2,0-) = ر۷ 
رئش مدن 0+ |= لنحصل على (,1,0-,3,0-) 








8 





وبذلكہ تکون المجموعة _(۷ي٢.۷(,۷)‏ قاعدة للفضاء الحلّي ۷, 


أوجد بعد الفضاء الحنّي ۷ وكذلك قاعدة له, للمنظومة 32-0 - 2+ »ر 0ع + بر5 + و 22-0 + ردير 


101.8 


1028 


103.8 


1048 


الفصل 8 [] 233 


8 نختزل المنظومة إلى شكل درجي 





× + 2y ~32 =0 
y +72 =0 پر ثم‎ +77 0 
262 -0 ~3y +52 =0 


المنظرمة الدرجية في شكل مثلثي, وبالنالي لیس لھا منغبرات حرة. وبذلك. فإن 0 هو الحل الوحبد. أي أن }0{ = W‏ ینتج 
عن ذلك أن 0= dim W‏ 





أوجد منظومة متجانسة يكون مجموعتها الحلّية الا مولّدة بواسطة ‏ ((2,5-,1,0) ,(4رات,1- !)  ))1,-2,0,3(,‏ 
2 لیکن (,2,لا*) - ۷ نكوّن المصفوفة 14 ألني صفوفها المتجهات المعطاة والتي صفها الأخير هو ۷ ثم نختزلها صفياً 
إلى شكل درجي: 
3 0 1-2 3 0 2~ 1 3 0 و 
4 4 1 1إى 1 1- 4 0 1 1 1 1 0 
س۳ - ڈ ٣‏ إلى وو وس 1۵۸ گر Û O E Ry‏ 
/ 2 .۶ دعوت اج د24 01 0 0 0 6 
تبين الصفوف الثلاثة الاولی الاصلیة ان ۷۷ بعدہ 2. وبذلكء 6۷ ۷ إذا وفقط إذا كان الصف الإضافي لا يزيد في بعد 
الفضاء الصفّي. وبالتالي. نساوي بالصفر المدخلين الأخيرين في الصف الثالث على اليمبن لنحصل على المنظومة المتجانسة 
المطلوبة: 

2x+y+z 

Sx+y 
۸“ المسائل 104.8-102.8 تتعلق بالفضاءين التاليين في‎ 
U={(a, b,c, d): b+ c+ d =0} W= {(a, b,c, dJ: a+ b= 0, c= 2d} 

أوجد قاعدة لمجموعة الحلول (6.4,ا,ة) للمعادلة 0-ل + 6+ أي +٠+40‏ 0+ 4. المتغيرات الحرَة هي ف 





4 نضع () 1دم 0=« حھ ریہ 
الحلول التانية: 


١-م‏ 4-6 و(2-00ه 20م إل فتحصل على 


(1,0,1-“,06) - وہ (1,1,0-,0) ع يه (1,0,0,0) - ہم 
وتکون المجموعة (۷,ٍ۷,م۷) قاعدۃة ل لا ویکون 3 = ل «ذل. 
أوجد بعد ۷ وكذلك قاعدة له. 
18 نبحث عن قأعدة لمجموعة الحلول (3,5,6,0) للمنظومة: 


a+ b=0 ١ a+b=0 
c-24=0 c= 2d 


المتغيران الحرّان هما ط و 4. نفع (1) 6-1 4-0 قتحصل على المل (1,1,0,0-) 2 »ا و(2) 5-80 ادل 
فنحصل على الحل (0,0,2,1) > ي. نكون المجموعة (ي۷,م۷) قاعدة ل ثلا ويكون 2> 01001۷ 





أوجد بعد ۱۷۷ نا وكذلك قاعدة له. 


® تتكون ۱۷۷ من تلك المتجهات (5,0,4,ة) التي تحفق الشروط المعرّفة ل لا والشروط المعرَفة ل ۷, اي المعادلات 
الثلاث: 

a+b b+e+td=0 
b+c+ d آو‎ 
c-24=0 ¢ #24 





4 تا الترابط الخطيء القاعدۃ, البُقْد 
المتغیر الحر هو .٤‏ نضع 4-١‏ فنحصل على الحل (3,2,1-,3) ٭ ۷. وبذلكء تكون (۷) قاعدة ل 0۷ لا ويكون 
.dim (U N W) = i‏ 
8 لتكن..* ,... ديرك ور المتغيرات الحرة امنظومات المعادلات الخطية المتجانسة ذات ال" مجهولاً. وليكن ,؛ الحل من أجل 
اسم وبقية أ المتغيرات الحرة =0. بين أن الحلول پ۷...٠و۷ں٢‏ مستقلة خطیا۔ 
8- لتكن 4 المصفوفة التي صفوفھا ا۷ علی الترتيب. نبادل بين العمود 1 والعمود ,أ ثم العمود 2 والعمود ية... ٹم 
العمود ‏ والعمود ٍ؛ حتی نحصل على المصفوفة ۴×0: 


بت 0 0 





روگ 





Can 





المصفوفة 8 أعلاه في شكل درجيء وبذلك تكون صفوفها مستقلة؛ وبالتالي ع (8) 5881. بما أن ۸ و 8 متكافئتان 
عمودياً. فإن لهما نفس الرثبة. أي أن ط- (ف) امم ولکن ۸ لھا ا صفاً: وبالتالي. فإن هذه الصفوفء أي ال ,ا تكون 
مستقلة خطياً كما هي مطلوب. 
مبرهنة 8 يكرن المنظومة المعادلات الخطية 8= 87 حل إذا وفقط. إذا كان لمصفوفة المعاملات ۸ والمصفوفة 
المزيدة (8,8) نفس الرتبة. 
8 أثبت مبرهنة 10.8 والتي تعلق بمنتلومة من 18 معادلة خطية و 8 مجهولاً کم فوق حقل: 


رط سح رھ + ۰۰+ ak) F aa;‏ 
را = کہږه + ٣۰۰۰‏ وظورة“ ‏ مرو“ 








gı3 F Caka + °°° + a - بط‎ 


آر المعادلة المصفوفية المكافثة 6-8 حيث (ة) = ۸ مصفوفة المعاملات. بحيث أن )=× وله) =8 
المتجهين العموديين المتكونين من المجاهيل والثوابت» على الترتيب. 
# إن المنظرمة أعلاه مكافئة للمعادلة المتجهية التالية: 


Ain 15‏ چر8 dir‏ 
58 د4 4 جه 
2 7[ ر+..ب+ؤۃ× أي +[ اب 
سط١ ms 7 ann‏ 


وبذلكء يكون للمنظومة ‏ 8= ×۸ حل إذا وفقط إذا كان المتجه العمود 8 تركيبة خطية لأعمدة 4. وبذلك. يكون ل ٹ8 2ھ 
حل إذا وفقط إذا كان للمصفوفة المزيدة 





رط امه ا 
و5 م6 ور بر“ > (ظ۸) 
أيرظ جره *** a. Ana‏ 


نفس الفضاء العمودي كما ۸. إذن, يكون ل 8 > 86 حلّ إذا وفقط إذا کان (۸) ۵۱ہ > (۸,8) 7206 


8 المجاميع» المجاميع المباشرة. التقاطعات 


مبرهنة 11.8: ليكن ا و۷ فضاءين جزئيين منتهيي - البعد في الفضاء المتجهي ۷۔ إذن 
.dim(U + W) = dim U + dim W ~— dim (U ^ W)‏ ذلك« dim (U f W) = dim Û + dim W ~ dim (U + W)‏ 
وپ 
8 اثبت مبرهنة 11.8 التي تعطي العلاقة بين بعد مجموع وفضاءاته الجزئية. 


dim (U AW =r dim W =» dim U =m ji لاحظ أن 10۷ فضاء جزئي في لا و ۷ معاً. لنفترض‎ # 


108.8 


109.8 


1108 
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ولنفترض أن ۷ ...41 قاعدة ل .٦۷۷‏ پمکن ان نوسشع )۷) إلسى قاعدة ل لا وإلسى قاعدة ل /لا؛ مشلا 
ا( ولاس N o ep‏ قسساعسدتسان ل لا لا: علسى التسرتيب. ولتكسن 
و قاورلا ۷ ۷) < 8 لاحظ أن 8 تمتلك تماماً عدد (-ھ +) من العناصر. وبذلك. تكون المبرهنة 
قد أثبتت, إذا نحن استطعنا تبيان أن 8 قاعدة ل 99+ نا. بما أن (إنا40 تولدل د لل 40# تولّد ۷, فإن الاتحاد 
ال#اررنار») > 8 يولّد 1+ []. يكفي إذن تبيان أن 8 مستقلة. 
لنفترض أن 


)1) al, tH aU, + bt, FF Dylan, FCW, F °° ٠ لے‎ =0 


حیث ,4 تاء o‏ کات ولیکن 
مر تر ap, FDR,‏ + ہج )2( 
لدينا ايضاً. من (1)» ان 


2) Us CW) = CoH 


بما أن لات ):۷61 بسبب (2) وہما ان ۷ («8). ۷6۷ بسبب (3). ينتج عن ذلك أن 60۸۷ء 
الآن (,۷) قاعدة ل Û1 0W‏ وبذلك يوجد سلميات ,ل,.., ف يكون من أجلها ,۷ +...+ ,۷ل = ۷. إذن, وبواسطة (3). 
یکون لدینا 20 ,ے۷٥‏ +۴ ٥۷,‏ + ر۷ ++ ر۷ ولکن آپ۷,۷) قاعدة ل ٠۷‏ وبذلك فهي مستقلة. وبالتالي. 
المحادلة أعلاه سب 0 > ,_,ع....,0 > ,ه. بالتعويض في (1), نحصل على 

0 و مس رلارط + رلارة +...+ رلاره. ولكن (رار۷) قاعدة ل لاء وبذلك فهي مستقلة. وبالتالي. المعادلة أعلاه 


و 


تسبي ...0= رھ 0= ۾ 





بما أن المعادلة (1) تقتضي أن يكون كل 4 را و )© مساوية للصفر, فإن (,"ارناى7) - 8 تكون مستقلة؛ وهذا يثبت 
المبرهنة. 
لنفترض أن لا و ۷ فضاءين جزثبين راعنِيّ - البعد مختلفين في فضاء متجهي ۷ بعده 6. أوجد الابعاد الممكنة ل 1/0۷۷ 

۴# بما أن لا و ۷ مختلغان, فإن W‏ + لا يحتوي فعلياً لا و ۷۷: وبالتالي, 4 < W(‏ + لا) أل ولكن W(‏ + 0ل) وي 
لا يمكن أن يكون أكبر من 6, لان 6= ۷ "اف. إذن, لدينا إمكانيتان: () 5 = (۷ + dim (U N W) = 6 (ii) gl «dim (U‏ 
لدیناء من مبرهنة 11.8, أن dim (U N W) = dim U + dim W ~ dim (U + W) = 8 ¬ dim (Û + W)‏ إذن, 
dim (U N W) = 2 (i) yl dim (U N W) = 3 ()‏ 


لنفترض ان 10 و 7 فضاءان جزيثان ثنائيا ‏ البعد في *8. بيّن أن (0) # ۷ ١‏ لا. وأوجد, على الخصوص, الأبعاد الممكنة 
يہ 61۷۷ 0۔ 

# لنفترض أن ۷× نا. إذن, ۷= 1= 00۷ وبائتالي 2= (۷ 0 ل) «ال. لنفضرض 2۷ لا إذن. 
٣۷‏ لا يحتوي فعلياً لا (ى /ل). وبالتالي 2= لا dim (U + W) < din‏ ولكن تج ۷+ ں والذي بعده 3. إذن. 
3- (۱۷+ 0ا) 7ل ولدیناء من مبرهنة 11.8 |= 3~ 2 + 2 = gi dim (U O W) = dim U + dim W ~ dim (U + W)‏ 
أن ١0۷‏ لا مستقیم یمر بنقطة الاصل 

ملاحظة: يتوافق ما جاء أعلاه مع النتيجة المعروفة في الهندسة الفضاءية بأن تقاطع مستريين مختلفين يكون خطاً مستقیماً۔ 
المسائل 113.8-110.8 تتعلق بالفضاءين الجزئيين التاليين فی "31: 

)0 2) ,(2-,1,2,2)) مهمه د ۷ (راے م233) ,(۱,2:3,0) ,(1 -.1,۱,0)) 3۱ص د نا 





-3 3 





أوجد قاعدة ¥ + لا وكذلك بعده. 


8 ۷۰+ لا فضاء مواد بواسطة ستة متجهات. بالتالي؛ تكون المصفوفة التي صفوفها المتجهات الستة المعطاة ثم نختزلها 
إلى شكل درجي: 


6 1 الترابط الخطي» القاعدة. الخد 


111.8 


112.8 


113.8 


114.8 


1~ 0 1 1 1- 0 1 1 1- 0 1 1 
0 2 2 1 زیو و 8 کا 
HH |2 3 3 -1‏ 4 5 اتک 1 0 
و ال ا اف رو جو روف 
وو 3 2 21 1 € 0ه 0 0 0 
اوہ 4 و 2- 4 2 0 8 0 0 0 

1 1 0 -1 

0 1 3 1 

إلى 2- 1- 0 0 

0 0 0 6 

0 0 0 0 

0 0 0 0 


الصفوف غير الصفرية في المصفوفة الدرجية. (1-,1,1,0) (0,1,3,1» و (2-,1-,0,0), تشكل قاعدة ل ۷ + لاء وبذلك 
فان 3= dim (U + W)‏ 
أوجد قاعدة ل لا وكذلك بعده. 


8 اختزل إلى شكل درجي المصفوفة التي صفوفها تول لا 


وہہ 0 +1 1 3421-1 »1 1 Araf‏ 10 1 
3 28 0 إلى کا جو 4 ٢‏ إلى |1 3 1 ( 
و کی ھا 1 SF‏ وت0 0 0 0 0 


الصفّان غیر الصفریین في المصفوفة الدرجية, (1-,1,0,!) و (ا,3,ا,0)ء يشكّلان قاعدة ل لاء وبذلك 2 - نا صا 
آورجد قاعدة ل ۷۷ وكذلك بُعْده 
ال إختزل إلى شكل درجي المصفوفة التي صفوفھا تولّد ۷: 

2- 2 2 1 و 2 2# 1 2- 2 2 1 

او 2 إلى 1 2 1- 0 ك 1 2- 1~ 0 

3- 4 3 1 1 2 1 0 0 0 0 0 
الصفان غير الصفريين في المصفرفة الدرجية, (2-,1,2,2) و (2,1-,1-,0), يشكلان قاعدة ل ¥ وبذلك 2= W‏ 155ل 
آوجد بعد 0۷ 0. 
08 استخدم مبرهنة 11.8 |= 2-3 + 2 = W( = dim U + dim W ~ dim (Û + W)‏ 0 ا( dim‏ [لاحظ أن مبرهنة 
8 لا تساعدنا في إيجاد قاعدة ل ٦٦۷‏ لا ولکن بُمُدہ فقط. (أنظر المسائل 117.8-114.7)] 


المسائل 17.8-114.8 تتعلق بالفضاءین الجزثيين التاليين في 85: 
((6,6,3(,)2,5,3,2,1-,1,3,0,2,:1(,)1,5)) هدم < ۱۷ ((2,9-,1-,3,4,2(,)2,3-,2,2,3(,)1,4-,1,3)) 80ع >< تا 


إوجد قاعدة ل ۷ + لا وكذلك يعده 


۷۷+ لا فضاء مولّد بواسطة كل المتجهات الستة. نكوّن بالتالي المصفوفة التي صفوفها المتجهات الستة تم نختزلها إلى 


شکل درجي: 

امو 3 2 4 1 3 2 3 1 
و 4 تو او 5 1 2 1~ 1 0 1- 2 1-1 0 
9و 2 3-14 12 م 7ب 3 3- 0 08 0 0 0 0 
1 2 6 و ]ا آف |2 م 2 هھ ها لك إف ه 2 ه ه 
3 6 6 5 1 0 4 4- 2 0 2 0 0-2 0 
و ھی E‏ 2 5- 2- 7 1- 0 4ه 0 6 0 0 

13 -2 2 3 

01 ~1 2 -1 

00 20 2 1 

٥٩ 00 0 ف‎ 

00 00 0 

00 00 0 


مجموعة الصفوف غبر الصفرية فی المصفوفة الدرجية. 


((2-,1,2-1(,)0,0,2,0-,0,1) ۔(22,3-,۱,3)) 
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تشكل قاعدة 


نز ۷۷+ نا؛: بذك 3= dim (lU + W)‏ 
8 أوجد المنظومة المتجانسة التي فضاءها الحلّي لا 
ا نكوّن المصفوفة التي تولّد صفوفها الثلاثة الأولى لا والتي صفها الأخير (8۵,2,8.0) ثم نختزلها صفياً إلى شكل 
توق 
23 2- 13 3 2 و 3١‏ 1 
42 3 14 1~ 3 1 0 
1 
وه 1 23ا ك |3 6~ 3 00-3 
~3x+y 2x+z -2x+s -32+ E oF 7‏ 0 
3 2 وت وا 
إلى 1- 2 ہے 01 
٠‏ )+ بر + ير6- و بر2 ع4 -x+y+z‏ 0 0 
0 0 0 0 0 


نساوي المداخل في الصف الثالث بالصفر, فنحصل على المنظومة المتجانسة التي فضاءها الحلّي يكون 11 


mx +y +0 Ax ~2y +s =0 “6x +y + = 0‏ 
8 أوجد منظومة متجانسة ذات فضاء حلي ۷ 
8 نكوّن المصفوفة الني صفوفها الأولى تولّد ۷ والتي صفها الأخير )ثم نختزلها إلى شكل درجي 
021 13 1 2 0 3 1 
63 6 5 1 إلى 2 4 6~ 2 0 
OS E‏ 1~ 2 3 1~ 0 
رر و ہر لے ~2x+s ~xtt‏ عم ~-3x+y‏ 0 
1 2 0 23 
إلى 1 2 3- 01 
1 #+ بر ع2 و +برسيرة ج ہ روب یرو۔ 0 0 
0 0 0 0 0 


ساي بالصفر مداخل الصف الثالث. فتحصل على المنظومة المتجانسة ذات الفضاء الحلّی ۷: 


xy += 0 


8 أوجد قاعدة ل ١ W‏ لا وكذلك بعده. 


Ax 2y +s a0 


3y +2 =0‏ + رواسا 


گلا إجمع بين المنظومتبن أعلاه لتحصل على منظومة متجانسة ذات فضاء حلي ۷. ثم حلها: 


KF yz 
4x ~ 2y 
1 OF 
37 ع + پر3 رو۔‎ 
4x - 
وت ہے‎ 





×+ جو‎ 2 
ر2‎ + 2+ sS 
أو‎ 8z + 5s +2 





أو 


هناك متغير حرٌ وأحد. وهو بالتالي, 
پے ےی 22). وبذلك. تكون ((3,4,2-,1,4)) 


dim (U OW} =f‏ نضع 2= فتحصل على الحل 
قاعدة ل ۱۷۷ ل1 


0= 
0= 
0 + 
0 م 
0= 
۲0+ 


رج 
2y +4-+.‏ 

62 - ر5“ 

~6 ~ 82 
2y + 4z +s 

y +22 


+ + اج‎ 
2y+4r+ s 
8z + Ss + 2= 0 
ری نہ‎ 





ا جسن دن 


٢ 8‏ الترابط الخطی, القاعدۃ, الیُْد 


118.8 


119.8 


120.8 


1218 


22.8 


123.8 


1248 


1258 


لنفتسرض أن لا و ۷ فضساءان جزيئان ل ۷, وآن 4ع لا هلك و 5= ۷ صا و 7= ۷ صك أوجد الأبعاد الممكنة 
لہ ۷1 0۔ 

بماان ۷ب ۷۷+ اج ۷۷. حیث 5ے 4(۷ و 7> ۵]:1۷. فإن البعد الممكن يكون فقط 5 أى 6 أو 7. ولكن 
لديناء من مبرهنة ۱1.8, ان dim (U 6 W) = dim Û + dim W ~ dim (U + W) =9 - dim (Û + W)‏ يما أن 
dim )u+W()‏ = 5 أو 6 آو 7 فان 0۷۷۸ 0) 1ن > 4 أو 3 أى 2. 





لنفترض أن ۷ هو المجمسوع المبساشسر للفضساءیسن الجسزئییسن ا و ۷. أي لنفترض أن BW‏ ا = ۷. بیسن أن 
dim V = dim U + dim W‏ 
8 بماآن ۷© 1= ۷ فيكون لدينا ۷+ 1= ۷ و ([0) = 0۷ 1ا. وبذلك 
dim V = dim U + dim W ~ dim (Û A W) = dim U + dim W — 0‏ 
dim Û + dim W‏ = 


لیکن تا ى //ا فضائين جزئيين 17 ب أن != .UZW dimW =2 dimU‏ بین أن 6۷۷ لا ٹتھ 

# بماأن 0# . فإن التقاطع ٢۷۷٦ا‏ یحشویے فعلاً لا كماآن ۷ + لا يحتوي فعسلاً #ا. وبذلك, 
.dim (0 0 W( > dim Û =‏ وبالتالي› 0 - dim (U NW)‏ وبذلك (0) - ٦۱۷۷‏ ا۔ أيضاً 

dim (U + W) > dim W = 2‏ رلكن NW CR‏ ميث 3= .dim R‏ إذن. 3= dim) + W(‏ وبذلسك 
.R = U + W‏ الشرطان W‏ + ا R=‏ و (0) = U0 W‏ یقتضیان ان 6۷۷ ل۱“ 7 





لنفترض أن ,لا ©...© BU,‏ ,نا × ۷ ردان ورا ۰۰ ۰ ۰چر 
بين أن الإتحاد ,108 ...لا 8ل ,8= 8 مستقل خطیاً 


إعامررها) > ره محتواة في بلا ومستقلة خطياً من آجل ۲برا ك 


8 لنفترض أن 
3 7 7 
Qala, FF 3 jy, =0‏ 2 + ريه 2 )0 
ira‏ کي اکر 
حيث ,,» سلّميات. إن كل »2 تنتمي إلى إلا. بما أن ۷ المجموع المباشر ل لاء فإن المجمرع (1) يكون وحيداأً من 
i 31 hi‏ 
اجل 0. وبذلك ومن اجل ‏ ...ذف يكون لدينا 0 ,»ل . ولكن ,8 مستقلة خطياً. بالتالي. لدينا من أجل 
7 
= 0= ,4 ,... .0= 4 .0= 4. بمعنی آخر كل سلّمي في (ا) پساوي 0. وبذلك. تكون 8 مستقلة خطياً. 
لنفترض أن 0,9...910ا9 لاع لا وان ,8 قاعدة ل ,لاء من أجل ©.....! -1. بين أن ,6لا = 8 قاعدة لہ ۷ 
8# لديناء من مسالة 121.8ء آن 8 مستقلة خطياً لأن کل ,8 مستقلة خطياً. إفترض أن 6۷ ۷. إذن. ,ا +...+ =u,‏ ۷ 
حيث ,لا © ,ل إذنء ,نا تركيبة خطية للمتجهات في ,8. وبالتالي. تكون ؛ تركيبة خطية للمتجهات في 8. وبذلك. تولّد 8ا 
الفضاء ۷. بما أن 8 مستقلة خطياً وتولّد ل, فإنها تشكل قاعدة ل 7 
لیکن 9..010 ,نا لاد ۷ حیث ,= .dim U,‏ أثبت أن dim V = dim Û, + dim U, + ...+ di Û,‏ 
# لتكن ,8 قاعدة ل بلا. بالتالي» يكون ل ,8 عدد ١,‏ من العناصر. وبذلك, يكون ل ,8لا 2 8 عدد ں8+...+ ر« من 
العناصر. وتكون 8 قاعدة ل ۷, بسبب مسالة 122.8. وبالنالی ہنا هلك + ...+ «dim V = | +...+ n, = dim Û‏ 
انفترض آن لل ,ناد را) ‏ مجموعة جزئية مستقلة خطياً لفضاء متجهي ۷۔ بن ان (۵) < (۷) مهمه 0 (۵) مق 
8 إفترض أن (u) ۸ p2۸ )w(‏ مومه © ۷. توجد إذن سلميات ب٥‏ و تا بحيث أن 
ارتا .v =a, + A, |W, FF‏ آنن 0= ae +... > bw, ¬. bw,‏ ولکن {uw}‏ مستقلة 
.خطيا. وبالتالي» يكون کل 0ء ,ة وکل 0ح رط ينتج عن ذلك أن 0= "۷ 
لیکن لا فضاء جزئياً في فضاء متجهي 7 منتھي البعد. بن أنه یوجد فضاء جزئي ۷۷ ۷ بمیٹ أن 0۷۷ > ۷. 


8 لتكن ل( لاه) قاعدة ل لا. بما أن (ا) مستقلة خطياً. فإنه يعكن توسيعها إلى قاعدة ل ۷ء مشلا 
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..رنا) ٠‏ لیکن ۷ الفضاء المولد بواسطة پلا ۷) . بما أن (لارنا) تولّد لا. فإنه يكون لدينا 
U+W‏ ۷ من جهة أخرى, وبواسطة المسالة 124.8 يكون لدينا (0) = ۷ 0 لا. ينتج عن ذلك أن 6۷۷ تا - ۷ 





,8[ لنفتسرض ان 8 مجمسوعسة جزئيسة مستقلسة خطياً ل ۷ء وان‎ 8 
span (B) = spar (B J @ spun (B,) @...@ span (B) 


ا8ا جز 1 8. بین لن 





8 بماان ,8= 8 وان کل €8 8 يكون لدينا (6)8دمم 
span )8(‏ ,5 = (8) 0٥ھ‏ _لننترخی ان 


ع ال ديل 00 


«iij span (B) = span (UB, GC ZX, span (B) 


حيث ,۵ سلّمیات وال » ننتمي إلى ,8 بما أن 8 مستقلة خطياً, فان کل 0= ,ره في (1). وبذلك. یمکن كتابه 0 في الشكل 
الوحيد 0 +...+ 0+0 -0. بنتج عن ذلك, أن (8) مده ©. eB‏ رق كو 


8 لفترض ان رلا +...+ ونا + رلا - 7ع dim ¥ = dim U, + dim U, +... dim U, jis‏ بین آن 
.V =U, BU, @.@U,‏ 
8 التفترض ان ^ 4۷. ولتكن ,8 قاعدة ل لا. إذن, ,8لا = 8 تھا × عنصراً وتولّه ۷. وبذلكہ تکون 8 قاعدة من 
أجل ۷. نجد بواسطة مسالة 126.8 أن ,[1© ...© رلا © ,ل = ۷. 


8 إحداثیات 


128.8 عرّف إحداثيات متجه ۷ في فضاء متجھي ۷ فوق حقل ٤ا‏ حیث dim V =n‏ 
8 لتكن (,8.....رع) قاعدة ل لا ہما ان (ث٥)‏ تولّد ۷, فإن ۷ تركيبة خطية لل 6: 
كييك ٢6۸م“‏ + ۴۰٠۰‏ رھرھ ۴ U d€,‏ 
ہما آن ال ٠,‏ مستقلة, فإن تمثيلاً مثل هذا يكون وحيداً (المسألة 8 وبذلك. تكون السلميات ,2...2 ال 8 محددة تماماً 
بواسطة المتجه « والقاعدة (6) . نطلق على هذه السلميات اسم «إحداثيات» ١‏ في (6) ا اس (arap)‏ 
«المتجه الإحداثي» ل ١‏ نسبةٌ إلى (8) , وئرمز لە بس [۷] أو [۷] فقط: 


أسم 


(oj, = (@, a2, ..-, an} 





129.8 لتكن ىي۷...., ۷,۷ متجهات مستقلة خطيا, ولنفترض أن ا تركيبة خطية لل ۷: مثلا ٣۰۳‏ وة + ۷ر3 = لا حبث 
أل ,3 أعداد سلمية. بيّن أن التمثيل أعلاه ل نا وحيد 


bv, + by FF Dy لنفترض أن‎ © 


mn 





> ا حيث ال بط سلّميات. نطرح, 
=u u = (a, — bu, + (a, = bJ, + °°° + (ay, > Bae‏ 
ولکن الہ ۷ مستقلة خطياً؛ إذن, المعاملات في العلاقة أعلاه يساري كل منها صفراً: 
a,b, =0, a" b,=0,...,0, by =0‏ 


وبالتالي: يط > هيرط رة ,8 > ,48 وبذلك يكون التمثيل أعلاه ل ۵, كتركيبة خطية لل ,, وحيداً. 
المسالتان 131.8-130.8 تتعلقان بالمنجه (4-,3.1) = ۷ في 83 





8 اوجد المتجه الإحدائي ل ۷ نسبة للقاعدة f, = (O0, f (OD fa LD,‏ 
ل نكتب ۷ كتركيبة خطية لل ۴ با استخدام المجاهيل ×. ل 2 أي نضع پا + ركلا + كم د ۷: 
x(1, 1.1) + y(O, 1, 1) + 2)0,0,1(‏ # )4 ,3.1( 


, x, X) + (0, y, y) F (0,0, 2) 
x, x ty, x+y + 2( 





0 تا الترابط الخطيء القاعدة, اليد 


ثم نساوي بين المركبات المتقابلة فتحصل على منظومة المعادلات المكافثة: 


3 
1 
4 


x 
پر ید‎ 
x+y+z 


4 لا لا 


والتي تمظك الحل 3ےہر وہ۔دیىی 5-=2 إذن. [5-,2-,3] ترانا. 





8 اوجد المتجه الإحداثي ل ٢‏ نسبة للقاعدة المعتادة (1,0,0) = ,م (0,1:0) < يہ (0,0,1) > وھ 
8 نكتب 2e,‏ + رە + ×٤,‏ = ۷ باستخدام المجاهيل 6 لل 2 (تلا,:) - (2)0,0,1 + (0,1.0)× + (۱:0,0)× < (4 
نساوي بين المركبات المتقابلة. فتحصل على 3-* اكل 4- وبذلك. [4-,3,1] = ,[۷]. بمعنى آخر, يكون 
ل [۷] نسبة القاعدة المعتادة نفس المركبات كما *. [المسألة التالیة تبین أن هذه النتيجة صحيحة عموماً]. 








8 ليكن ؛ متجهاً في ". بيّن أن المتجه الإحداثي [] نسبة إلى القاعدة المعتادة . (1,0...0) کہ ..,(0.1:0.....0) < رف 
(0,0,....0.1) > يه يكون له نفس المركبات كما ۷. 








© انفتسسرض آن ...ر3 ,3) = ۷. إذن لہک ہرک ) = X8, F X8, +... XE,‏ ۷ وب صؤالسسلكفہ ٦‏ 
ديه =× ينتج عن ذلك أن آپ....ی,رة] < [۷]. 
8 لیکن ۷ الفضاء المتجهي للحدوديات التي درجتها أصغر أو تساوي 2: 
عع رطم بج +ئط + ۵-) -۷ 
إن الحدوديات = ,8 ۱ عیم ےو (++طعع- ٹہ ٹور > یھ تشكل قاعدة ل ۷ لیکن 6+ )5 -- 2٤2‏ < ۷. اوجد 


,[۷]. المتجه الاحداثي ل ۷ نسبة للقاعدة وبرت ر) . 
ا نكنب ۷ كتركيبة خطية لل ع باستخدام المجاهيل ۸ ل ۶؛ أي نضع xe, + yey + Ze,‏ = ¥ 
وم روہ ?(2 + )1= 2F “St + 6= x(}) + y(t‏ 
اج جرع 2 - x + yt — py + zf‏ = 


جج + ر = ) + 22~ )+ 2 = 


ثم نساوي بين معاملات قوى ‏ المتماثلة: 








ويكون حل المنظومة أعلاه 3 


المسائل 137.8-134.8 تتعلق بالقاعدة (2,1) = رنه (1-,2)1 ولا في 82, 


»× ادهل 2=2. وبذلله ہ2 + ,¬ ,38 = ۷ أي أن [1,2-,3] = ,[۷] 


8 اوجد المتجه الإحداثي [۷] لہ (2,3) ٭ ۷, 


8 کتب رلاز+ ,لان ع ١‏ فتحصل علی (ر- مب + 28) > (1ت,()×و+ (2,۱)× > (2,3). نساوي بين المركبات المتقابلة, 
فتحصل على المعادلتين 2= ر+ ×2 و 3= لإ“ »× تحلهما فنجد أن 5/3=» 43 - = ل [4/3-,5/3] > [0]. 


1358 اوجد المتجه الإحداثي ]٦[‏ حیث (1-,4) > نا, 
ھا نضع را٣‏ ,نx×‏ = ل فتحصل علی ‏ (- ري + 2) >  .)4,-1(‏ خحل 4د +2 و1-۔ے ئ-× فنجد أن 
ادي 2= إذن» [1,2] = سء 

8 اوجد المتجه الإحداثي [۷] حيث (3-,3) = ۷ 
8 نضع ‏ نال[ + >۳ فنحصل علی ”ر ~ y>‏ + 2( = (3-,3). نحل 3> ظز + ×2 و3- = ر-» فنجد أن 


.]٦[ = ]0,3[ إن‎ 3 «x=0 





137.8 


138.8 


139.8 


140.8 


1418 


القصل 8 ا 241 


اوجد المتجه الإحداثي (۷] حیث (ط,6) ٭ × 


8 نكتب را( + ,۸1 = ۷ فتمحصسل علسی ‏ (ا- وريز + <2) ك (طھ) نصل سے ز+ 2*8 و نے ز-× فنجد أن 
o = (a + b3,‏ 20(/3 - م)ع نو وبذلك, [28(/3 - ۵) ,3/(ط + vj] = [a‏ 


المسالتان 139.8:138.8 تتعلقان بالقاعدة ‏ ((1,1,1(.)1,1.0(,01,0,0)) في 27 
أوجد إحداثيات المتجه (3,2-,4) = ۷ 
® نكتب ۷ كتركيبة خطية في متجھات القاعدة ہاستخدام سلّمیات مجھولة 3۶× 
(2)1,0,0 + (1,1,0)بر + )1,1 u = x(1,‏ 
ثم نحل من أجل المتجه الحل (2,ل,*). [الحل وحيدٌ لان متجهات القاعدة مستقلة خطياً] 
x + r, >)‏ ,2 جم + ع) > (2)1,0,0 + (1,0 ,)تر 11 لمك وقد رمع 
نساوي بين المركبات المتقابلة فنحصل على المنظومة ‏ 2-4+ + 3-<ن+» 2س ا نعوض بx×=2‏ في 


المعادلة الثانية فتحصل على 5- - ل. ثم نضع 2ع », 5- *الز في المعادلة الأولى فنحصل على 7= وبذلك. 
يكون 2=» 5- حل 2-7 الحل الوحيد للمنظومة. إذن. [5,7-,2] > (0). 





أوجد المتجه الإحداثي [۷] حيث (عرطرة) > ب« 
8 نكتب ٭ کترکیبة خطیة في متجهات القاعدة: 
(a,b,c) = x(1,1,1) + y(1.1,0) + 2(1,0,0) = (r Fy + zx + y, x)‏ 


آنن بے 2+ رر xty=b‏ =× نهل فنحصسل علسسی =٤‏ »× عاط بل اسه 
{w] = [eb ~ c,a — b]‏ 





وی 


المسالتان 141.8-140.8 تتعلقان بالىصفوفة (3_ 4 في الفضاء المتجهي ۷ للمصفوفات 2×2 الحقیقیة 
أوجد المتجه الإحداٹي ي[ھ۵] للمصفوفة ۸ نسبة للقاعدة 
a Df o o 0}‏ 
® نكتب ۸ كتركيبة خطية لمصفوفات القاعدة باستخدام السلميات المجهولة × لل 2 ): 
00 )بت 
0+660 0+( )- 
3 تراس بر م 
ظ2 x+y‏ 


نساوي بین المداخل المتقابلة فنحصل على المنظومة 2ع + ہر خی 2-3 برس 1٤ے‏ رح 7× والتي 
تحصل منها على 7- ددع ٤1ے‏ سی إليس ادن 0 )۔ إذن [2130-,7,11-] 2 زم [لاحظ أن المتجه الإحدائي 
۸ يجب أن يكون متجهاً في 34 لان 4- 01::0۷]. 


أوجد المتجه الإحداثي ج[4] للمصفوفة ۸ نسبة للقاعدة المعتادة ل ۷؛ أي القاعدة 
e 0. 0 0 1((‏ 


8 ( = 0(0 0*1 0=( اقم 


2 2ا الترابط الخطيء القاعدۃ, اليُعد 


8 


143.8 


1448 





بن جعي 7 





×. وبالتالي [7-,23,4] = [1۸ حيث مركباته هي عناصر 3 مكتوبة صفاً بعد 


ملاحظة: إن النتيجة أعلاه صحيحة عموماًء آي آنه إذا كانت 8 أي مصفوفة 0×" في الفضاء المتجهي ۷ للمصفوفات 
× ص فوق حفل کا. فإن المتجه الإحدائي [4] ل 4 نسبة للقاعدة المعنادة ل ۷ يكون المتجه الإحداثي 189 في 
” الذي مركباته عناصر ۸ مکتوبة صفاً بعد صف۔ 


حدّد ما إذا كانت المصفرفات التالية مترابطة أم مستقلة 
ؤ, ام 2 3 26م 517 6 


8 إن التوجهات الإحداثية للمصفوفات أعلاه نسبة للقاعدة المعتادة هي كما يلي 


55 
i 


[A4] = (1,2, ~3, 4,0,1] [8B] = (1,3, ~4, 6, 5, 4] [C]= {3,8. ~11, 16, 10,9}‏ 
نكوّن المصفوفة التي صفوفها المتجهات الإحداثية أعلاه: 
و موت ,د ود N FE‏ 
0 5 6 4“ 3 1(“ 
WO 9‏ 16 1- 8 .3 
إختزل 34 صفباً إلى شكل درجي: 
14 وی تو0 1 0 4 23 1 
Gi: Sav‏ إلى إذ 5 2 14 5 
0O 6‏ 4 22 0 0 0 0© 0 0 0 
ما اڈ المصفوفة الدرجية لها صفان غير صفريين فقط. فإن المتجهات الإحداثية [۸]ء [18,. و [0] تولّد فضاء بعدہ 2 وبذلك 
تکون مترابطة۔ بنتچ عن ذلكء أن المصفوفات الأصلية 8, 8, © مترابطة. 
ليكن ۷ الفضاء المتجهي للمصفوفات 22 المتناظرة فوق 8. [أنظر المسألة 60.8]. أوجد المتجه الإحداثي للمصفوفة 
لل )=4 سبة لقاسة [(1- 4 1 2/ )2~ 1 
)و 1 0 مو ۳ ا .)ا 
8 نكنب ۸ کترکیبة خطیة لمصفوفات القاعدة باستخدام سلّمیات مجھولڈ ۴ہ ل 2: 
(X+2y+4z 0‏ 1- 4 21 2- 1 / _الا۔ 4 /۔ 
52 برق + بر ) - :)+( 71 =( ل 
نساوي بين المداخل المتقابلة. فنحصل على منظومة المعادلات الخطية المكافئة, التي نختزلها إلى شكل درجي: 


4 47+ 2+ پر 





ےگ ود سو 4 س42 + برھ+ ر 4 4z‏ +۔ پر2 پر 
ات 2 و ای اوس 72+ رد ای 3-.- 72 + ر5 
= 1- د رو پر 52 - 522 


7~ سے5 3+ 
نحصل على z=‏ من المعادلة الثالثة, ثم 2- = ر من المعادلة الثائیف ثم 4ء × من المعادلة الأولى. فيكون حل 
المنظومة هو x<4‏ 2ى آ سح وبالتالي. [2,1-,4] <  .]۵[‏ إبما أن 3ء 80۷۷ بسبب المسالة 60.8, فان 
المتجه الإحداتي ل ۸ يجب أن يكون متجهاً في ”۴]. 





لتکن (وعریص,) اولہاں؟) قاعدتين في فضاء متجهي ۷ (بعده 3). ولنفترض أن 


جيه + وريه + af‏ * ,€ و© 42 ,> 
زط + b, f, F bf‏ = € و وط يط رطاادھط 
e = Cf + caf, + caf‏ »€ € “ )0 
۴ هناء المصفوفة التي صفوفها المتجهات الإحداثية ,. ر رہ على الترتيب. نسبة إلى القاعدة () . بين أن ,[۷] = ۷٣‏ 
من أجل كل €۷ ۷. آي آن ضرب المتجه الإحداثي ل ۷ نسبة إلى القاعدة (,©) في المصفوفة ۲ يعطينا المتجه الإحداثي 
ل ١‏ نسبة إلى القاعدة (5) . [غالباً ما تسمى المصفوفة 1 مصفوفة تغزير القاعدة]. 





145.8 


146.8 


147.8 


الفصل 8 تا 243 


,)1( إذن (,5.5) > ,[0]. لديناء باستخدام‎ ۷ ۲٢+ نفترض أن ,ع1 + ر86‎ mM 


Kerf, + fF caf)‏ + (رزوطا + وزوطا 4 طاد + جہزہھ + و جھ + ل0“ 
وڑیہا + ط× +,۵) + رإئی؛ + رط (ra, tsb, + tef + )۶٠٢‏ = 


وبالتالي 
[u], = (ra, + sb, + tc,, ra + sb; + tc, ra, + sb * 1C3)‏ 
من جهة أخرى 
ا یر8 
بط رط lolP = (r,s. Of P‏ 


© 62 © 


= (ra, + sb, + tc,, ra, + sb, + tC, ra, + 3b, + te) 
يننج عن ذلك أن رآ ۳ی‎ 


ملاحظة: في الفصول 11-9, سوف نكتب المتجهات الإحدائية كمتجهات عمودية بدلا من متجهات صفیة. إذن, وتاسیساً على ما 


200 
ركنت بظ به‎ fre, + sb, + te 

Qiu], =| a Û: < (= ra, + sb» + 1e» |= [u], 
a, bs eflt ra, + sb + tC, 


حيث © المصفوفة التي أعمدتها المتجهات الإحداثية ل ر ٠‏ نسبة للقاعدة (۴) . لاحظ أن © هي منفول 8 
دآن 2 تظهر على يسار المتجه العمودي ,[۷]. في حين تظهر ۲ على يمين المتجه الصفي .[9]. 
المسائل 150.8-145.8 تتعلق بالقاعدۃ (02)1-07-]))-.1,1) 8 للفضاء المتجھي ۷ للحدودیات في ) من الدرجة 3 
فاقل. والحدودیات 


تل + تن جرم جع سن ے- 20س دعسیپ توب +ن3. 2 حمر 


أوجد المتجه الإحداثي [نا] نسبة للقاعدة 8 في 7 
8 نكتب نا كتركيبة خطية لمتجهات القاعدة باستخدام المجاهيل « لا 2 8: 

“0 -1)ى + تل - 1)ع + (- [)بر+ (1)مر د تروب ثر برق دين 

(2- 36+ بقح 1)م + (2 + ي2- 1)ع +( - [)بر + (1): 

تبي 35 + 3 ~8 + 2 + 224 ~~ ج + و = + 

= (x+y + 2 + s) + (yy = 22 — 351 (z + 39)F + (~J 





ٹم نساوي ہین معاملات قوی ) المتماثلة: 
2ے وہ 2+39=1 3~ = و3 22 و x+y+z+s=2‏ 
فیکون الحل 2-×, 5ہج 7د 2 حم وبدللاہ (2-,5,7-,2] - (0]۔ 
أوجد المتجه الإحداثي [لا] نسبة للقاعدة (٭:,۸.۴٢١)‏ فی ۷۔ 
8 تتكون القاعدة من قوى )؛ إذن, أكتب المعاملات المقابلة لتحصل على [3,1,2-,2] > [ن] 
أوجد المتجه الإحداثي [۷] نسبة للفاعدة 8 في ۷ 
mM‏ نكتب ۷ كتركيبة خطية لمتجهات القاعدة باستخدام المجاهيل ×۷ 2, 5 
O + (1 — "= (x + y + 2 + $) F (xy ~ 2z ~ 3s) + (z2 + 39) + (—s)f‏ ~ 2(1 + وج - w = 321 FP = x(1) + y(1‏ 
ثم نساوي بين معاملات قوى ١‏ المتمائلة 
0 
فنجصل على الحل 0د 4ع نن, 1- دج 0عدى وبذلك. [1,0-,0,4] > إس] 


1- > و3 +ج 1 صق بجا د يونت 3ع وج ص ور+ر 





4 0 الترابط الخطيء القاعدة. اليُغْد 





148.8 


149.8 


150,8 


1518 


1528 


اوجد المتجه الإحداثي [»] نسبة للقامدة (۴,۴,۲۴۱) في ۷۔ 


الا تتكون القاعدة من قوى ) وبالتالي نكتب المعاملات المقابلة لنحصل على [2,3-,1-,0] = [8]. 


اوجد المنجه الإحداٹي [۷] نسبة للقاعدة 8 في ۷ 
8 نكتب ۷ كتركيبة خطية في متجهات القاعدة باستخدام المجاهيل × لا : 
ڈور — u = a + bı + cf + df = x(1) + y(i ~ £) + z(1 — JF + s(1‏ 

5( + 3(7 + 2( + رزوة - ع2 - برع + (و + ع + بر + )اس 

ثم نساوي بين معاملات قوى ١‏ المتمائلة: 
و سا یہ ع > ع3 +2 بے وو و2 پر ےم سی جج ہ پرہ+ بر 

فنجد الحل 0+ 6+ 6+ - 11-1 وا ا 

إd- {u]=[(a+b+c+d, ~b~2c-3d, c+3d,‏ 
أوجد المنجه الإحداثي (۷ نسبة إلی (1) القاعدة (1,۵,۴) في ۷ (ب) (1ا.۳) في ل. [هاتان القاعدتان مختلفتان 
لآن ترتيب العناصر مختلف]. 
© نكتب, في كل حالة, المعاملات المقابلة لمتجهات القاعدة: (أ) لقرطيع,4) > [۷). (ب) [قبعرطيق - 1لا 


ين أن المتجه الإحداثي ل ۷ € 0 نسبة إلى في قاعدة ۷ یکون دائماً النونية الصفرية, أي أن [0,0,...0] > [0]. 
ارا ) قاعدة ل ۷. لنفقسرض أن ,لاي8+.. + a,‏ =0 بما أن ال لا مستقلاة خطیاً فإن 
وبالتالي [0,0,...,0] = [9]. 





لنفترض أن ۷ و “لا فضاءان متجهيان فوق نفس الحقل .K‏ عرف تشاكلا تقابلياً بين ۷ و ۷, وعرّف الفضاءات المتجهية 
المتشاكلة تقابلياً. 
8 لنفترض آن ۷+ ۷ تفابل واحد ‏ لواحد. أي لنفترض أن ؟ دالة واحد ‏ لواحد وفوقية. تسمى 7 عندئذ تشأكلاً تقابلياً 
بین ۷ و ۷۶ إذا كانت 7 «تحافظ» على عمليتي الفضاء المتجهي من جمع متجهي وضرب سلمي؛ آي. من أجل كل ۷,۷6۷ وكل 
عدد سلمي کا 6 پکون لدینا (w)؟‏ + (۷)؟ = (سw‏ + ۶(۷ و ()۴) = (۷))؟. نقول في انل هذه الحالة, أن لا و 'لا فضاءان 
متجهيان متشاكلان تقابليا ونکتب ۷ = ۷ 
مبرهتة 128: ليكن ۷ فضاء متجهياً نوني ‏ البعد فوق حقل . إذن, ۷ و "£ متشاکلان تقاہلیاً۔ 
اثبت مبرهنة 12.8 
© التكن لپے....ی,ع) قاعدة ل ۷. إذن, يقابل كل متجه ۷۴۷ النوئیة (۷) في .K”‏ من جهة أخرى؛ من أجل كل 
متجه "1 © (2....ررة.,0): يوجد متجه في ۷ في الشكل ,ع +... + ,8,6. وبذلك: فإن القاعدة (ن٥)‏ تحدد تقابلاً واحداً- 
لواحد بين المتجهات في ۷ والنونيات في "ك1. لاحظ أيضاً أن 
و 0 ,8۰ ا ۷۱ھ ح0 تقابل ‏ (4,...,44) 
إذن 7 7 7+++9سپىٰ"۷٘٦)‏ پوپ گا 
٠س‏ َ۶ ۶5 جرم سخه ‏ 1,11111 + "۳۷۹ 

من اجل کل سلمي کا 6 ٤‏ اي آن 

ko = (ka, Je, +۰۰ + (ka, Je,‏ قابقل۔ ۲ف س یڈ 

[u], = k[o}, : ]٦+ .(ہ) > ,[٭‎ + ]۷[, 

يعني هذاء آن التقابل واحد . لواحد آعلاہ بین ۷ ى "1 يحافظ على عمليتي الجمع المتجهي والضرب السلّمي. وبذلك؛ يكون /ا 
و × متشاكلين تقابلياً رنكتبهما "16 © ۷. 





ينظر هذا الفصل في التطبيقات والدوال على مجموعات إختياربة. ولبى من الضروري أن تكون فضاءات متجهية. ويمكن 
النظر إلى المفاهبم التي ستناقش هنا كمقدمة للفصل النالي الذي سبناقش النطبيقات الخطية على فضاءات متجهية 


9 تطبيقات, دوال 


19 


29 


39 


49 


59 


69 


57 


8.9 


عرّف نطبيقاً من مجموعة 8 إلى مجموعة 8. 

8 رشن ان فزن لكل عنصر في 8 عنصرٌ وحيد في آا؛ ان تجمیع مثل هذه الاقترانات تسٹی هتطبیقاء من ۸ إلى 8 

ونرمز لتطبیق ۶ من ۸ إلى 8 بواسطة 8 + ۴:۸ ونكتب (۴)8 التي تفرأ )“8 من آجل العنصر في ڈا الذي یقرنه ٢‏ ب ۸ 6 4؛ 

وبسٹی «قيمة» ؟ علد 8 أو «صورة» 8 تحث 6 

ملاحظة: بستعمل المصطلح «دالة» كمرادف للكلمة «تطببق», رغم أن بعض النصوص بحتكر كلمة دالة من أجل التطبيقات 
حقيقبة ‏ القيمة أو عقدبة ‏ الفيمة. أي الذي يُطْبّقَ مجموعة إلى 8 أو € 








ما هى نطاق «تطبيق» 8 ج4 :ار ؟ 
8# إن المجموعة 4 هي نطاق ۶۔ 
ما هو «النطاق ‏ المصاحبء للنطبیق 8 +- 4ر کر؟ 
ال إن المجموعة 8 هي النطاق ‏ المصاحب لا ؟ 
عرف صورة التطبيق 8 ك4 f۶:‏ 
8 يطلق على مجموعة كل القيم الني تقرنها ۴ بعناصر ۸ صورة: (أو «مدى/) !. ونرمز لها ب ۴ ۱۳ أو (1)۸, ای 
imf= (bEB: 3 a€A 3 f(a) =b}‏ 
(إستخدمنا 2 من أجل «يوجد.. 3 لتعني «حبث) [لاحظ ان 0ا مجموعة جزئية (وربما مجموعة جزئية فعلية) ل 8]. 
لیکن ھ ۸گ ولتكن 5 مجموعة جزنية في 4 عزف صورة 5 تحت آء والتي ٹرمز مھا ب (1)8 
هنا (ط (1)0 3 8 6 31 :تا ج ا) > (8 6 :ززه)!) - (1)5. بمعنى آخر. ننکون (5)! من كل صور العناصر في 5 
لیکن ھ ہد گر و 1 مجموعة جزئبة في 8. عرف «الصورة العكسبة» أو «قبل الصورةه ل 7 تحت , وئرمز لھا ہے (۲۰')۴. 
© هناء (7 6 ۲)0 :۸ € ۸) = (۲)1. ہمعنی آخر, تتكون 0 من العناصر في ھ التي تنتمي صورنها ان ا 
عرف «المساواة» ببن الدوال 
# نقرل عن دالنين 8ج4 f:‏ و 8 +4 :ى بأنھما متساویشضان ونکنب ع٠‏ إذا ()غ> (۵)؟ من أجل كل 
AEA‏ أن نفي 8 والذي بكتب ج28 هو القضیة: یوجد عنصرٌ ۸ 6 ٥‏ بحيث أن (ه)ع * (ه)؟ 
عزف «بیان» الدالة 8 ج4 f۶:‏ 
88 يقابل كل دالة 8 <4 :/ المجموعة الجزئية في 8 * 8 المعرّفة بواسطة (۸ € 2 :(م)ي)) 
نطلق على هذه المجموعة إسم «ببان ؟». نلاحظ أن دالنين 4+8 :/ و8 <4 :۾ تتساويان إذا وفقط إذا كان لهما نفس 
البيان. وبذلك. فإننا لا نميز بين دالة وبيانها. 


المسائل 14.9-9.9 تتعلق بتطببق ۶ من (0,©ءطرة) - 8 إلى (80,لز») - 8 معزف بواسطة الشكل 1:19 


245 


6 0 التطبیقات 


ےم 
شکل 1-9 


وھ أوجد صورة کل عنصر في 4. 

8 بشبر السهم إلى صورة كل عنصر, وبذلك. ل > (ھاک ×= (ط)f‏ 2=()؟ و = f)‏ 
9 اوجد صورة ۶ 

گلا تتكون الصورة (1)48 ل من كل القيم ‏ الصورة. القيم الصورة الوحيدة هي × ل ۶ وبالتالي» (2,ر») = (۸)؟ 
9 اوجد (8)] حيث (4,0,4) = $ 

ھ (رو) ہ (مو) ہ (ز(ہ/,()؟,(1)۵) < 1))٥5,۵((‏ + (5اا۔ 
9 أرجد 47105 حیث (۶۶) >7 

© العناصر 8. . ل صورها في إان }4,4{ = TD)‏ 
9 اوجد (W)'؟.‏ 

8# الا يوجد أي عنصر نكون صورته ۷ نحت ؟؛ إذن, © = («)" ”۶ , أي المجموعة الخالية. 
9 أوجد بيان ؟. اي اکتب ؟ کمجموعة أزواج مرتبة 


نه الازواج المرتبة ((3,)8), حیث ۸ © 2, تکون ہبان ؟. إذن؛ (b,x), (e,2), (dy))}‏ )ھ۲ 
المسائل 17.9:159 نتعلق بالمجموعة (1,2,3,4,5) = ۸ والدالة ۸ +4 f:‏ المعرّفة بواسطة الشكل 2-9. 


جد 


2-9 شكل‎ pS 


8 أوجد صورة كل عنصر في ۸ 
18 يشير السهم إلى صورة كل عنصر؛ وبذلك. 3 - (1), 5 (4)2 5 (41)03 2 (5)4 3=( 
69 أوجد الصورة (۴)۸ للدالة ؟. 


# تتكون الصورة (1)8 ل ؟ من كل القيم . الصورة. الآن. أن 2. 3 5 وحدها الني تظهر كصور لعناصر في ۸؛ وبالتالي, 
f(A) = (2,3,5)‏ 


9 اوجد بیان ۶, أي اكتب ؟ كمجموعة أزواج مرتبة. 


© الازواج المرئبة ((8)ا,0). حیث لخ © 6 نشکل بیان ؟؛ وبذلك, ((5(,)4,2(,)5,3,ة),(1,3(,)2,5)) >7 
المسائل 20.9-18.9 تتعلق بالمجموعتین (0,ط,1) = ۸ و (2رلر») = 8 والشكل 3-9. 


19 


209 


229 


239 





هل شكل 9:3 (أ) يعرّف دالة من ۸ إلى 8؟ 
8 الاء إذ يوجد عنصر 8 © 0 لم يُقرن به شيء 

هل شكل 3-9 (ب) يعرّف دالة من ى إلى 8؟ 

8 لا لانه قُرِنّ عنصران × و ± بنقس العنصر 4 © ©. 

هل شكل 3-9 (ج) يعرّف دالة من ۸ إلى 8؟ 

88 نعم لان كل عنصر في ۸ يقرن به عنصر وحيد في 8 

لتکن ؟ مجموعة جزئیة في 8× ۸. متى تعرّف 6 دالة من 8 إلى 413 

## تكرن مجموعة جزئية / في ۸×8 دالة 4-7 کر إذا وفقط إذا كان كل عنصر 48 ©« يظهر كإحدائي أول فى 

زوج مرتب واحد فقط في . : 1 
المسائل 24.9-22.9 تتعلق بالمجموعة (1,2,3.4) > 6 والمجموعات الجزثیة التالیة في × × × 


((1,1) ,(4:2) ,(3,1)) > و ((4.4) ,(3,2) ,(1 :2) ,(1.,4) ,(2,3)) >7 
((4,4) ,(2,1) ,(1:4) .(3,:4) ,(2,1)) حم 





٠ +77‏ 
8 لا. هناك زوجان مرتبان مختلفان (2,3) و (2,1) في ۶ لهما نفس الإحداثي الأول 2. 

هل تعرّف ج دالة × مكار :م؟ 

8 لا يوجد عنصر 267 لا يظهر كإحداثي أول في أي من الازواج المرتبة. 

هل تعرّف ١‏ دالة × ايز :م ؟ 

8 نعم. رغم ظهور 6( © 2 كإحداثي أول في زوجين مرتبين في 8؛ فهما زوجان مرتبان. 

لتكن ۸ مجموعة الطلبة في مدرسة. حدّد أيّا من هذه الاقترانات تعزف تطبيقاً على ۸: 

() يقرن لكل طائب عمره. 

(ب) يقرن لكل طالب مدرّسة أو مدزسته 

(ج) يقرن لكل طالب جنسه (ذكر آم أنثى) 

(د) يقرن لكل طالب زوجه 

# إن تجميعاً من الاقترانات يكون تطبيقاً على 4 إذا قرن بكل عنصر ۸ء عنصر واحد فقط. وبذلك, 
(1) نعمء لأن لكل طالب عمر واحد فقط. 

07 : نعم إذا كان لكل طالب مدرّس واحد؛ لا. إذا كان لاي طالب أكثر من مدرس أو مدزسة 

) 

) 


ج) نم 


د( 3 ' فقد لا یکون بعض الطلبة متزوجين. 


8 0 التطبیقات 


26.9 


309 


313 


329 


349 


359 


369 


لیکن ظا کر تطبیقاً يقرن بكل عدد حقيقي * مربعه 2. صف طرقاً مختلفة لتعريف ؟ 
8ا يمكن أن يوصف التطبيق ؟ بواسطة ما يلي: 
=( الو ٹیم اي حدر 
السهم جا يقرا هنا «يذهب إلى». في الترميز الأخير (على اليسار)» × هى «المتغير المستقلء و ل «المتغير المرقبط/ أو غير 
المستقل», لأن قيمة لا تعتمد (أو ترتبط ب) بالقيمة التي ياخذها ×. 
ملاحظة: عندما تعطى دالة ؟ بواسطة صيغة تستخدم المتغير المستقل *, كما هو مبيّن أعلاه, فإننا نفترض (إلا إذا ذكر أى فهم 
غير ذلك) بأن ؟ دالة من 28 (أو من أكبر مجموعة حيث ل ؟ معنیٗ). [انظر القسم 2.9]. 
المسائل 30.9-27.9 تتعلق بالدالة المذكورة *× = (٭)؟. 





آوجد قیم ۶ عند 5, ۰-4 0۔. 

f(5) = 5 = 25, f(4) = (~4) = 16, f(0) وے تو ے‎ E 

أوجد (1) (2+ 0 (ب) f+)‏ 

Ix +h) = (x +h) = x + 2xh + FP (o) f(y +2) = (y +2) = y* + 4y +4 (i) سھ‎ 

.[f(« + h) - ۶)0([/۸ أوجد‎ 

{f(x -+ h} ~ f(x) = (x7 + 2xh + ری < رٹ - خر‎ + hh = 2x +h 8 

أوجد 1517, أي صورة ؟ 

8 إن كل عدد حقيقي غير سالب هى مربع ل ت » كسا أن مربع أي عدد لا يمكن أن يكون سالباً إذن. 
(0ج××) ١0۶ف‏ أي مجموعة كل الأعداد الحقيقية غير السالبة. 

أوجد عدد الدوال من (اه) = × إلى (1,23) = ۷ 

8 هناك خيارات ثلاثة من أجل صورة 4 وخيارات ثلاثة من أجل صورة «؛ وبالتالي» توجد 9= 3 = 3.3 دوال ممكنة من 

× إلى ۷ 

أنفترض أن ل × عدد |×! عنصر. ول لا عدد الا| عنصراً. بين أن هناك |١|"‏ دالة ممكنة من × إلى .١‏ [لهذا السب 

نكتب غالباً ”لا من آجل تجميع كل الدوال من × إلى ] 

ل هناك | خیاراً من أجل صورة كل وأحد من عناصر × ال | ×| ؛ وبالتاليء يوجد لدينا عدد 1١|‏ دالة ممكنة من × 
1 

إلى ۷. 

لتكن ۸ أي مجموعة غير خالية. عرف التطبيق المحاید على ۸. 

8 المحاید علی ۸, ویرعز له بس 14ء هى التطبیق المعرّف ہواسطة ×= 00م! من أجل كل 6۸× 

لتكن (1,2,3,...9) = ۸. اوجد (ةق)راء (قكراء (1,)9. 

8 إن صورة أي عنصرء تحت التطبيق المحايد. هي العنصر نفسه. وبذللا 3 (8)را 6“ (ككراء 8= (8)اء 

عرّف تطبيقاً قابتاً 

8 لتكن ؟ دالة نطاقها . إذن» تکون ؟ تطبيقاً ثابتاً إذا قرنت بكل 8 © 4, نفس العتصر 

أعطينا مجموعتين 4 و 8, كم تطبيقاً ثابتاً يوجد من 4 إلى 58 

© کل 068 تعرّف تطبيقاً ثابتاً ع (4)2, من أجل كل 48 26. وبالتالي» يوجد عدد |8| من التطبيقات الثابتة, 

حيث ترمز |8| إلى عدد العناصر في 8. 





3059 


389 
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لتکن 5 مجموعة جزئیة في ۸ ولتکن 8 4-7 8ر . عورف تقیید (او إقتصار) ۶ إلى 5 

® يعرف تقبيد ٤‏ إلى 5 بأنه التطبيق 8 هى ثثر المعرّف بواسطة (8)/> (فا من أجل كل 5 ©4. ونكتب عادة اہ 
لئرمز إلى تقييد ؟ إلى 5 

لتكن 8-8 ثثر معرّفة براسطة ×= ()؟. ولنكن 8+ تقييد؟ إلى 30 أي ليكن رإترحثم . أوجد 4)4 
(۸-3 (10/2 

8 لدينا تعريفاء (مر - (ہ پٹ من أجل كل 10 © 5 روبذكء 16-*4- (4)/ر- (4)ثر 2 

و 9خ *(3-) -(3-)ر- (3-ر ولكن (24/ غير معرّفة, لآن 1/2 ليست في نطاق /. 


9 الدوال حقيقية ‏ القيمة 


39.9 


40.9 


419 


449 


459 


يفطي هذا القسم الدوال حقيقية القيمة. أي الدوال ۴ التي تطبق مجموعات إلى 8. غالبا يكون نطاق ؟ ھو 1 نفسہ لو 
مجموعة جزئية في 8 وبالتالي يمكن رسمها في المستوى الإحداثي ۸= ۸ × ۸. يمكننا أيضاً استخدام الترميز التالي من 
أجل الفترات من 8 إلى 0 حيث ه و ا عددان حقيقيان بحيث ط > 8 
(ط > × > 4 :×) = [ط.ه]. تسمى الأولى بالفترة المغلقة من 8 إلى طا 
(ط > × کو :×) > (ط.8], والثانية بالفترة نصف .. المفتوحة من 2 إلى ط 
(ط > × > )X: a‏ = [ط.ه). والثالثة بالفترة نصف المفتوحة من ٥‏ إلى طا 
(ط > × >4 :×) = (ط,ع), والأخيرة بالفترة المفتوحة من 8 إلى 5. 
ما هو النطاق ‏ لدالة حقيقية - القيمة (1)8 [حیث × متغیر حقیقي] عندما تعطیٰ (۶)8 بواسطة صیفة ما؟ 
88 يتكون © من أوسع مجموعة جزئية في ل يكون فيها ل (1)5 معنى وتكون حقيقية: إلا إذا ذكر غير ذلك. 
أوجد النطاق 0 للدالة (2 - 5)/ا > ()6, 
8 #غير معرّف من أجل 2-2-0« أي عندما 2= × وبالتالي. (2-18002 . 
أوجد النطاق 2ا للدالة 4 - ×3 - × = ()ع. 
الا ع معرَفة من أجل كل عدد حقيقي. إذن. ۸= 5 
أوجد النطاق 5 للدالة × - ۷25 = عم 
® ا ليست معزفة من أجل ×- 25 سالبة؛ وبالتالي (5> »× > 5-:») = [55-] = 5 
أوجد النطاق ‏ للدالة ×= (۸)؟ء حيث 2> ×>0. 
8 رغم أن للصيغة من أجل ؟ معنىّ من أجل كل عدد حقيقيء إل أن نطاق ؟ يُعْطّى صراحة على أنه (2 > »> 0:م) = 5© 
المسائل 49.9-449 تتعلق بالدوال التالية من 8 إلى 2: 
() کل عدد تقرن به ۴ مكعبه 
(11) كل عدد تقرن به ع العدد 5. 
(41) لكل عدد موجب تقرن به | مربعه. وبکل عدد غير موجب تقرن به 5 العدد 6 
أستخدم صيغة لتعريف ؟. 
ل8 بما أن ۴ تقرن بأآي عدد × مکعبه × فإنه یمکننا تعریف ؟ بواسطة "× = (»)؟. 


آوجد قیم ۶ عند 4 2- , 0۔ 





f(O) = O = 0 (f(2) = (2) = ~8 4 


0 تا التطبیقات 


89 استخدم صيغةٌ لتعريف 8. 

# مما أن 8 تقرن العدد 5 بأي عدد »: فإنه يمكننا تعريف ع بواسطة 5 عه 0)ع. 
289 أوجد صوّر 4, 2- , 0 تحث 8 

8# إن صورة كل عدد هي 5 وبذلك 5= (4)ي 5= (2-)ي 5 - (00)ه, 
9 استخدم صيغةً لتعريف 8. 


# نستخدم قاعدتين مختلفتين لتعريف (, كما يلي: 
0<« إذا خر 


0>» إا - هم 


499 أوجد )4( )2~( .h(0)‏ 
ھ بماأن 4<0 إذن 16= 4= (۸)4. من جهة أخرى, 0> 2,0- إذن 2(=6-)۸. 6= (0). 
المسائل 54.9-50.9 تتعلق بالدالة ۸ <-۴:8 المعزفة بواسطة “× = (»). 
09 اوجد (۴)3 و (5-)۴. 
ھ 27 = 3° = f(5) = (~5) = - 125 fG)‏ 
3 أوجد 57 و(1+ 0 
8 رع تزى ع زول ۱۰+ رد + تروب توه تزرج بنع زا جور 
9 اوجد (ط +5۴ 
ل + 32د + .3+ خر لان كس ال f(x‏ 
539 أوجد [f(x + h) ~ f(«)]/h‏ 
ھ 2+ {f(x + h) ~ f{x)J/h = (xû + 3x?h + 3xh? + hî — xh = (Gxîh + 3xh? + Yh = 3x + 3xh‏ 
549 ارسم بیان . 
8# بما أن دالة حدودیةء فإنه يمكن رسمها بأن نعيّن أولاً بعض النقط في بيانها ثم نرسم منحنى مصقولاً عبر هذه النقط 
كما في شكل 4-9. 





شكل 4-9 








f) =x 


9 ارسم بیان 2 - 3ے 7)0 





88 ہما آن ۶ خطیةء فإننا نحتاج إلى نقطتين فقط (و: 
2.+- ۸ وأوجد القيم المقابلة لها ل (1)8: 


الثة للتحقيق) لرسم بيانها. ضع جدولاً بثلات قیم لہ کا مثلاً 


569 


519 


589 
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4 = 2- (3)2 = (2 )ر 2~ =2 ~ )3(0 = f(0)‏ 8- ع - (2-)3- (2-)ر 


ارسم مستقیماً يمر بهذه النقط كما في الشكل 5-9 





المسائل 58.9-56.9 تتعلق بالدالة 6- برج تيرك )ع 


أرسم بیان ج۔ 


# ضع جدولاً لقيم من أجل × ثم اوجد القيم المقابلة لها للدالة. ثم عين مواقع النقط على مخطط إحدائي, وارسم منحنی 
مستمراً مصقرلاً عبر هذه النقط كما في الشكل 6-9. 





شکل 6-9 





بیان 8 


أوجد (۱4)'”ھ 
# نضع 14> (8)ع, ثم نحل من أجل «: 
+x-6=4‏ × او ے0دسربثر یر 0= )4= (x +5)(x‏ 
ادن 5- =× و ×x=4‏ بمعنى آخر. 5,4- = (4-)' ع. 
أوجد (8-)”ھ 
8# نضع 8= ()ع ثم نحل من أجل ×: 6-8 ير تير أو 0= 2+ ×+ ×. نستخدم الصيغة التربيعية. 
والتسي مميزها 7- 4.12 -*1- 6و4 - 02- 2 أي سالب القيمة. وبالتالي لا تسوجد حلول حقيقيسة. إذن. 
9 (8۔)! ج٤‏ أي المجموعة الخالية 





آرسم بيان 3+ × 347 





60.9 


63 


62.9 


639 


649 


شکل 7-9 


لتكن ؟ كجموعة جزئية في 2< 8 أذكر شرطاً هندسياً لكي تكون ۴ دالة من ۸ إلى ۸ 

ا یکون بیان ۶ دالة من ۸ إلى 8 إذا كان كل خط رأسي يقطع البيان: في نقطة واحدة فقط. 
المسائل 66.9-61.9 تتعلق بالشكل 8-9. 

هل شكل 8-9 (1) يعرّف دالة من 8 إلى 58 

لا نعم, لان کل خط رأسي یقطع البیان في نقطة واحدة فقط. 

هل شكل 8-9 (ب) يعرّف دالة من 8 إلى ۸+ 

8 نعم لأن كل خط رأسي يقطع البيان في نقطة واحدة فقط. 

هل شكل 8-9 (ج) يعرّف دالة من 8 إلى 51 

8 الاء لآن بعض الخطوط الرأسية تقطع البیان في أكثر من نقطة واحدة 


هل شکل 8-9 (د) يعرف دالة من ۸ إلى 58 








659 


669 
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لاء لأن بعض الخطوط الرأسية تقطع البيان في أكثر من نقطة واحدة, أو لا تقطعه على الإطلاق. 
هل شكل 8-9 (ه) يعرّف دالة من ۸ إلى 8؟ 
# نعم لآن كل خط رأسي يقعلع البيان في نقطة واحدة فقط. 
هل شكل 8.9 (و) يعرّف دالة من 2 إلى ۴؟ 
8 لا؛ ولكن البيان يعرّف دالة من ١‏ إلى 78 حيث (2> ×> 2-:») = 0. 


9 التطبيقات متجهية القيمة 


679 


689 


69.9 


70.9 


72,9 


739 


74.9 


259 


ينظر هذا القسم في تطبيقات من فضاء متجهي ۷ إلى فضاء متجهي آخر [بعض الحالات الخاصة لمثل هذه التطبيقات. 
وتعرف ب «التطبيقات الخطية» (فصل 10). تشكل الموضوغ الرئيسي للجبر الخطي] 
المسائل 72.9-67.9 تتعلق بالتطبيقات 82م و :۴ المعرّفة بواسطة ‏ 2«,دير) د ر7ز 


أوجد (5)2,3,4. 
88 نعوض في المعادلة من أجل 5 فتحصل على: (12,4) - (3,4,22) ع رر دی مز 
آوجد (2,7-,۴)5 

2ے )14,25( = تی 27ے ے 20 یم 

اوجد (5-,5)3. 

# إن نطاق ۴ ليس ۸: وبذلك لا تكون (5-,1)3 معرّفة. 

أوجد (2يقية). 

F(a,a,) = (a.a,a) = (a, 2) © 

ليكن 5 المستقيم « > اح ع في 8. اوجد (۴)8. 

® نستخدم المسألة 70.9 فنحصل على (0 < 0,9(:6)) ع (2 6 × :(ك,ھ) > ریم 
أوجد كل المتجهات ‏ 83 6 التي تحقق 0= )5 أي أوجد (7-1)0,0, 


8 نضع 700-20 حيث (2,لن») - 7 ٹم نحل من اچل × لے 
x=0 gy yz=0 yî  F(y,2) = (Y2) = (0,0)‏ 
وبذلك, تكون 0= .x»‏ وإما 0= لر أو 





=± بمعنى آخرء 0= × و 0= ل ى 0=*× و 0= ينتج عن ذلك أن ,ا 
يقع على محور -2 أو محور -لإ 
المسائل 78.9-73.9 تتعلق بالتطبيق 187<-187:© المعرّف بواسطة: 


(2 + ب3 + 27 :ع4 - بر + G(x, y, 2) = (x‏ 
أوجد (2-,4,5) 6. 
G(4,5,~2) = (4 + 10 + 8,8 + 15 -2( = )22,21(1 8‏ 
اوجد (5,3-,6)1. 
8 (10-,21-)- رر + 5ز -2 .G(1,-5,3) = (1 - ٥۷-12,‏ 


أوجد (6)0 [حیث (0,0,0) = 0] 


24 


76.9 


79.9 


80.9 


83.9 


84.9 


.G(0) = G(0,0,0) = (0O + 0 + 0,0 +0 + 0) = )0,0( 0 له‎ 
أوجد (6)۵,2,8۔‎ 

3a + a) = (-a,6a) ##‏ + 40,20 - 28 + 2) > (۸,ھ,6)8. 
أوجد (1-,9-,0)14. 

© روم - رر - جو - 4,28 + 18 - 4ل) - (1-,6004-9. 
اوجد (3,4)' 0. 


8 نضع 6.40 = (2 »)6 فتحصل على المنظومة: 


3 ج4 - پر2 + ر 5 3 x+2ay~4z=‏ او 42-3 - برد جو 
4ع ج +ر3++ 2 و ےا چو ہار 2ے وو-۔ر 
هناء 2 متغير حر نضع 2-2 فنحصل علی الحل العام: 
م عدر 2+ y= 9a‏ 1404-1 سع 


بمعنی آخر. ((2,2 + 1,958 -148-)) - (3,4)' 0 حيث 6R‏ 4. 


1 المسائل 84.9-79.9 تتعلق بالتطبيق 127+-20:2 المعرّف بواسطة (5 + 202,316) > ()51. [بسمى مثل هذا التطبيق من ۴ 
إلى ”8 ب «منحنى» في "8. ويمثل هذا المنحنى أحياذاً في الشكل 20 - كي ادل 5+]2-3]. 

اوجد (1)0. 

.H(O) = (0,0,0 +-5) = (0,0,5) © 

أوجد (8)2. 

H2) = (4,4,6 + 5) = (A41) WM 

أوجد (8)1,2,3. 

# إن نطاق ۲# هي 8, وبذلك لا تكون  8)1,2,3(‏ محرّفة. 

أوجد (117')8۔ 

8 إن النطاق ‏ المصاحب ل ١‏ هى ۸ وبذلك لا تكون (8) ۲7 معرّفة. 

أوجد (۷)' ۴7 حیٹ (6,9,14) = ۷. 

#8 نضع ۷= ()۴۸ ثم نحل من أجل :٤‏ 

(69,14) = (5 + 2,3( او 2-6 





3Ht+5= 4‏ 
يعطينا هذا 3:. وبذلاكاہ 3“ (3717')۷. 
اوجد (۷) H7‏ حیث (8,4,20) ٭ ۷ 
8 نضع ۷= ()۸1 ثم نحل من آجل ): 
8,4,20( = )23+5( یر 20-8 4= 34+5=20 
لا توجد قيمة واحدة ل ) تكون حلاً للمعادلات الثلاث معاً. وبذلك» © -=(0)' 17 أي المجموعة الخالية. 
المسائل 88.9-85.9 تتعلق بالتطبیق 87 ج87 :م المعرّف بواسطة (<39,2) ع (50. 


آوجد (5-,۴)4. 


569 


879 


88.9 


90.9 
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F(4, -5) = (3.(-5),2.4) = (15,8)‏ 
اوجد ۶ (8-,۴')6. 
8 نضع (8-,6) = (ر)۴ ثم نحل من أجل × و ل: 
(8-,6) = رھ ار 6ر هلعج إو 2ال ےم 
وبالتالي, )4,2( = )6,8( .F‏ 
لتكن 5 دائرة الوحدة في ۸7, أي مجموعة الحل ل 1 = ر + *». صف (۴)8. 
8ه لیکن (طبه) عنصراً في (5)5. إذن, توجد 5 © (,*) بحيث أن (3.0) = .۴)٣(‏ وبالتالي» 
(ذ,ه)- ضقررة) لو 1 ۱۱ 09 إو عن عم 
بما أن 5 © (.»), أي أن 1= ”ر+ ”× فیکون لدینا 
سویا ان ان سا 
أي أن (705 قطع ناقص (إهليلج) 
أوجد ٢”')8(‏ حيث 5 دائرة الوحدة في 82 


هه لنکسن )a,((‏ = (۶,ك)ط حيست 5 © (طيه). إذن (طرة) > (×2,ر3 أو 2د لاق, نے ×2 ماآن 5»© (طية), 
يكون لدينا | = 5+ ٹھ إذنء .)3y(” + )2×(* =١‏ ينتج عن ذلك أن (71)5 هو القطع الناقص != ر9 + ×4. 


المسالتان 90.9-89.9 تتعلقان بالمصفوفة 2×3: و 2 





إذا نظرنا إلى المتجھات في 82 و 287 كمتجهات صفية؛ فإن 4 تعرّف تطبيقاً 7 + 8R"‏ :/ معرفاً بواسطة ۷4= ()؟. أوجد 
(100 حيث (3-,2) = ۷ 
Bl‏ (18,13- ,4ك ) - (3 +20 -- ۸م کر 5 )3-.2( = ft) = v4‏ 
إذا نظرنا إلى المتجهات في 82 و “8 على أنها متجهات أعمدة. فإن 4 تحدّد تطبيقاً ۸+ :ع معزفاً براسطة 
۸۷ (۷)ج. آوجد (۷)ع حيث (2-,3,1) > ۷۔ [للسھوثة الترمیزیة: تكتب المتجهات الأعمدة غالباً في شكل صفوف]. 
3 
10-(_ 5 1-3 
® ل ا( لا 4 =4 g0)=‏ 
ملاحظة: تشير المسالتان 89.9 و 90.9 إلى أن أي مصفوفة 4 ×× 8 فوق حقل 16 يمكن النظر إليها على أنها تطبيق من 
K"‏ إلى K"‏ أى تطبيق من "1 إلى ”12 وفقاً لإعتبار المتجهات صفوفاً آو آعمدة. سنفترض: إلا إذأ ذكر أى فهم غير 
ذلك, بان ۸ تطبيق من "۸. إلى "× كما في المسالة 90.9, وينظر بذلك إلى المتجهات على أنها أعمدة ولیست 
صفوفاً. بالإضافة إلى ذلك, سوف نرمز للتطبيق ب ۸, أي الرمز نفسه المستخدم من أجل المصفوفة 


المسالتان 92.9:91.9 تتعلقان بالمصفوفة الحقيقية  2(‏ () - 8 





أوجد (8)۷ حيث ‏ (2-,3 
08 بما آنتا ننظر إلى ۷ على أنه متجه عمودي, إذن 


)ل ثرا )ل 4( aw‏ 


أي أن (1,6-) = .8)v(‏ 


٦ 6‏ التطبيقات 


929 أوجد (۷)' 8 حیث (38-) = w‏ 
8 نضع w‏ = (8)۷ حیٹ (ل۔×) = ۷ ثم نحل من آجل × و لہ 
3-/_ 2/6 1 3-/_ (ر2+ × 3~ x+2y=‏ 
0 )<(وارةٌ 0( أى 3 )>( 3٤ھ‏ أده درق جيه 
ويكون حل المنظومة 5> ××, 4- ع بر. وبذلك. (4-,5) = ')w(‏ 8 


ملاحظة: ليكن ۷ الفضاء المتجهي للحدوديات في المتغير ؛ فوق الحقل الحقيقي 8. إذن؛ يعرف المشتق تطبيقاً| ۷+۷ :2 
حیث نضع ۵۴/۵۲ = 5)5 من أجل كل حدودية 6۷ ؟. 





المسائل 969-93.9 تتعلق بالتطبيق المشتق أعلاه 2:۷-۷ حيث ۷ الفضاء المتجهي للحدوديات الحقيقية في المتغير 1 

939 أوجد (2 + 5 - 0)37. 

8 _ نأخذ المشتق: 66-5 » (2 +56 - 2)302. 
ویو جد (ل+ + قبط + تباط 

® ناخذ المشتق ع + 201 + 34 = D(a + bÊ + ct + d)‏ 
959 اوجد (ي) 07 حيث 8-5 + 67 ()ع. 

® ناخذ مقابل - المشتق (التكامل) لع فنحصل على © + 56 - 4)2 + 2:7 - (ع)! 7ط حيث 0 ثابت المكاملة. 
9 أوجد صورة 2, أي 2 0آ. 

ل8 إن كل حدودية €۷ ع هي مشتق حدودية؛ وبالتالي. ۷ = 101 

ملاحظة: لیکن ۷ الفضاء المتجھي للحدوديات في ) فوق ۸. إذن, التكامل (من 0 إلى 1 مثلاً) يعرّف تطبيقاً ۷+۸ :1 حيث 

وضعنا ؛04//)]< 10ء من اجل کل حدیدیة 4©17. 
المسالتان 98.9-97.9 تتعلقان بالتطبیق التکامل اعلاہ 1:۷-۴ . 


9 أوجد 1080 حيث 51+2 - 300 ع ()1. 
ل رد (2+و0۵-59))] دص 


89 أوجد (1)8 حي 4+ ن + قلط + ثم ع ز)ع. 





1 
© + +وب + وزن +داع ع يل (ل جى + تو + م) 7 < (عج )7 


9 تركيب التطبيقات 


ووو لیکن التطبیقان fiA4-B‏ یں ملراو۔ عرّف تطبيق التركيب ل ؟ ى 8. 
© لیکن 8 © 4؛ إذن 68 (۵)). حیث ظ8 نطاق ع. يمكننا إذن الحصول على صورة (ه)؟ تحت التطبيق 8! أي؛ یمکننا 
الحصول على ((8))8. إن هذا التطبيق من 4 إلى © يسمى «تركيبه أى «جداء» ؟ وچ ویرمز له ب ۴ع بمعنی آخرہ 
۸-٤‏ :(/۰ع) هو التطبیق المعرّف بواسطة ((م)[)م - (ه)(/*8) . 





ملاحظة: ليكن 8 +4 :6 . بعض النصوص تکتب ۵۴ بدلاً من (۴)۵ من أجل صورة 4 © 8. باستخدام هذا الترميز يرمز 
لتركيب الدالتین 8 جام :م و € +8 :6 بواسطة ۴۲ ولیس ب 6۴ كما في هذا النص. 
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المسائل 103.9-100.9 تتعلق بالتطبيق 8 ه-4 :/ و © ج-8 :م المعرّفتين بالشكل 9.9 


شکل 9-9 





9 اوجد نطبیق الترکیب 6 +-۸ :(7٤ھ)‏ ۔ 
8 نستخدم نعريف تطبيق التركيب لحساب 
g(y) = f‏ - ((م)ظ)ع - (مار رهم ) 
- مم - ((طار)ع ع (ط)(/۰عج) 
>۰ (و)ج < ((م)ۂ/ )ھ < )ززع ) 
لاحظ آننا سوف نصل إلى نفس الجواب إذا «إتبعنا الأسهم» في المخطط 


وج ديرج ری ج رجا مدر جاه 


59 أوجد صورني ؟ و ع 
8 باستخدام المخطّط. نجد أن القيم الصورة تحت التطبيق ۲ هي × و ك والقيم - الصورة تحت ي هي + 4 4 إذن. 
Im g = {ts} g Imf = (x,y)‏ 
9 أوجد صور تطبيق التركيب 8۲۔ 
الا _نجدہ من المسالة 1009ء أن الفيم - الصورة تحت نطبيق التركبب )"ع هي * و 4 وبالتاليء (!,5) > ]اع 0.10 نلاحظ أن 
صورتي ۾ و ع مختلفتان 
9 أوجد نطبيق التركيب ع۴ 
© إن التركيب ج۴ لیس معزفاً لان نطاق ۶ لیس النطاق ۔ المصاحب ل . 
المسائل 10.9-104.9 تتعلق بالنطبیق 7:1-7۴ و ماج المعرفین بواسطة 20+1 - 760 او 2 ٹہ ری 
9 اوجدہ: () (۴۸)4ع) و (ب) (4)(ع۴)۔ 


زم ود 1+ معد رفا إذن 79= 9-2 = )9ع = )0)4 = 204 (ب) 14 = 4-2 = 4ع إذن 
(fg) = FGA) = f(4) = 2.14 + | = 29‏ [لاحظ أن Fg #* gf‏ لأنهما مختلفان عند 4= [x‏ 





(°6) + 2( اوجد‎ 9 
إذن‎ f) +2( = 2) + 2( +1 =2 +5 انه‎ 
(g°f(a+ 2)= g( f(a + 2)) = g(2a + 5) = (2a + 5) - 2= 4a + 204 + 23 
.)۴٣()1+2( اوجد‎ 9 
+یے (2 + قاع إذن‎ 2(7 - 2 = + 4 +2 8 


8a +5‏ + ?20 = 1 + )2 + م4 + 2)4 - (2 + مه + تمي - ((2 + م)ع )ر - (2 + ع)(وم) 


89 أوجد صيغة للنطبيق 8*6. 


8 نحسب الصيغة من أجل "ع كما بلى 


8 ت التطبیقات 


1089 


1099 


110,9 


111.9 


112.9 


113,9 


1149 


119 


1169 


117.9 


118.9 


g( f(x)) = g(2x + 1) = (2x + 1) ~2 = 4y? + 4y — 1‏ * (×)(/۰ج) 

لاحظ انه يمكن | ل على الإجسابسة نفسها بكتابة 1+ ×2= (»)؟= لر و 2~ ر= (ل)ع =2 ثم بحصذف 
1 س 4 + 4 = 2 - 1(7 + )2x‏ = 2 - ر = سای 
اوجد صيغة من أجل التطبيق ۶*8 
س 3~ 2 =1 + )2~ 2(2 = )2~ (F2 = f(g() = fF‏ . 
اوجد صیغة من اجل التطبيق 9/7 [والذي يرمز له آحياناً ب ۴] 
جج 3+ {fof = fF) = f(2x + 1)= 22x +1) + 1= 4x‏ 
أوجد صيغة من أجل التطبيق 8°8 . 
جج 2+ 4 ب =2 - 2(7 - قم - (2 - شيع ع (( )م )ع = )۰)88 
ليكن التطبيق الإختياري 8 +4 f:‏ . عتى يكون ٥7‏ معرفاًء 
8 یکون التطبىق 797 معزفاً عندما يكون نطاق ۴ مسان لنطاقه ‏ المصاحب؛ أي عندما 8= ۸. 

المسائل 118.9-112.9 تتعلق بالتطبيق ”+ ۴:8 و 8+۴ :ع المعرفين بواسطة (ز + ي! + 07 = (ر؟ 
ى (xy) = 2x + 3y‏ 
أوجد: (غ) (8)1,4,: (ب) (8)1.4. 
ت٭0 روی ے (4 + ۱۰,۱ +2ءرے می( 12-14 +2- 34+ 21> (8)1,4. [لاحظ أن صورة متجه نحت ؟ 


تکون متجھاً في ٭ا3: في حين أن صورة متجه تحت ع تكون عنصراً في ۴]. 





آوجد (3 ,8°۴()2) . 
8 نحسب أولاً (5,5) = (3 + 1,2 + 2) = (2,3) ثم 
°f)(2,3) = g( f(2, 3)) = 8(5, 5) = 2۰5 + 3۰5*25‏ 8( 
اوجد (798()2,3). 
© الترکیب ع ئيس معرّفاً لآن النطاق ‏ المصاحب 18 ل ع ليس نطاقاً ل ع إذن (۴8()2,3) غير موجود 
أيجد (70/()8,1) - ْ 
8 نحسب أولاً (10,4) -(1,3+1+ 32) -(3,1)ر .ثم نحسب (14 ,101) > (4 +10 ,1 + 102) » (10,4)/ - ((1)1)3,1. 
إذن (101,14) >(7۰7)3,1)۔ 


أوجد(1 ,3)(م*8). 
8# إن التركيب 8*8 غير معرّف لآنَّ النطاق المصاحب 2 ل 8 ليس نطاقاً ل ع. 
أوجد (0)(/ 20 »/) [أى (00] حيث (2,5) = ۷۔ 
9 نحسب أولاً (5,7) - (5 + 1,2 + 22) - (1)2,5 = (6)۷. ثم نحسب ‏ (26,12) > (7 + كرا + ڈی > (5,7)؟ = (f)‏ 
: ٹم 
ونحسب اخیراً (677,38) > (12 + 1,26 + 262) < (6,12ھ) > ر(ر(ہ) ۸)۶ زنن. (7,35کی دہ ز0ث 
أوجد صيغة من أجل 151. 


(Ff. y) * ff, y}) =f +1, x + y) = [(r" + DY +1, (x? + 1) + (x + y] 2 
= ("+ 2x +2, x + یر‎ + 1+ 


119 


120.9 


121.9 


122.9 


123.9 


124.9 


125.9 


1269 


127.9 
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بین أن =f‏ هما من أجل آي نطبیق 8 +4 :۶ إهنا. 8 +8 :ر1 هو التطبيق المحايد على 8, أي أن ط=(ط)ي! من 
أجل كل 8© م]. 
@ (م/ - ((ہ/).,1- (1۰۰/7()۵) . من أجل کل ۸ 6 2 إذن عرد ى1. 
بین آن 1×۴ :گر من أجل أي تطبيق 8 د4 :۶ . (ھنا. 4 +-1,:4 هو التطبیق المحاید علی ۸]۔ 
=( من اجل کل 16۸ زننرکمال 
مبرهنة 19: ليكن 8 +-4 :1 جھ یو مدے ط. ‏ إنن (gf) = (° g)of‏ 
اثبت مبرهنة 1.9 والتي تقضي بأن تطبيقات الترکیب تحقق قانون التجميع 
ھا ليكن أي عنصر ۸ 6+>. إذن 


(((ع/)ج )۸ - ((ہ)(/۰ ج ))۸ < (مئ((۰7ج)۶۰). 
(((م)/ )ج )۸ - ((ھ)ۂ )(ج ۸۰) < (م)زر ٠١‏ زع ))5٠١‏ 


وبذلك. )8020/0 ) -)((رءع)60) من أجل كل ۰9۸ إذن. 2097 0) - (رمع) 5 
عرّف مخطط تطبيقات. 
88 يطلق على مخطط موجه؛ تمثل رؤوسه المجمرعات. وحوافه التطبيقات بين المجموعات. اسم «مخطط تطببقات». 


المسائل 126.9-123.9 تتعلق بالتطبيقات/[ ه 1 ۸ دم ی ج +€ :ا © +8 :۴ و © ه- 4 :0 المصورة في 
مخطط التطبيقات بالشكل 10-9. 


شكل 10-9 





هل التطبيق 8*7 معرّف؟ إذا كان الأمر كذلك. فما هو نطاقه ونطاقه - المصاحب؟ 

بما أن ؟ يذهب من ۸ إلى 8 و ع يذهب من 8 إلى 4 فإن 6 معرّف وتكون 4 نطاقه ونطافه ‏ المصاحب. 

هل ۴ معرّف؟ وإذا كان كذلك. فما هى نطاقه ونطافه المصاحب؟ 

8 لاحظ أن ذا لا «يتبع» ؟ في المخطط, آي أن النطاق - المصاحب 8 ل ؟ ليس نطاقاً ل .١‏ وبالتاليء لا يكون ۸۴ معزفاً. 
هل ۴۴8 معرّف؟ إذا كان الأمر كذلك, فما هى نطاقه ونطاقه ‏ المصاحب؟ 


گلا إن الأسهم الممظة ل 6.۸.۴ يتبع كل منها الآخر في المخطط وتذهب من 4 إلى © إلى 8 إلى .٥‏ وبذلك. پکرن ۴۴۴٣‏ 
معرّفاً بنطاق 8 ونطاق - مصاحب ©. [نؤكد هنا أن التطبيقات «تقراء من اليمين إلى اليسار]. 


هل 65558 معرّف؟ إذا كان الأمر كذلك, فما هو نطاقه ونطاقه ‏ المصاحب؟ 


8 5 يتبع 8 في المخطط. ولكن 6 لا تتبع ۴ أي أن النطاق ‏ المصاحب © ل 7 ليس هو نطاق 6. وبالتالي. لا يكون 
0050 معرّفاً. 


عزف مخطط تطبيقات تبديلياً. 


۳# يكون مخطط تطبيقات تبديلياً إذا تساوى أي مسارين لهما نفس الراسين الابتداثي والنهائي 


0 1 التطبيقات 


المسائل 32.9-128.9 تتعلق بمخطط التطبيقات التبديلي في الشكل .٠1-9‏ 


1 2 


3 
ا و لسو 


0 
7 ha 7 ٠ 
11-9 شکل‎ 


7 سد 7 چ سسس 7 
8B:‏ 8 


9 مثل ر٥۸‏ بتطبيق وأحد. 
8 إن تطبيق التركيب ۸,٥۶,‏ يذهب من ه إلى 8 إلى . بما أن المخطط تبديلي؛ إذن ,8 > ,25 . 
9 ملل رره و۸ بكل الطرق الممكنة. 
® التطبیق م٥‏ يذهب من 8 إلى © إلى لا. إذن؛ المسار الآخر الوحيد من 8 إلى لا هر يم 
9 مثّل التطبيق ,4 هرم بتطبيق واحد. 
© التطبيق 8:٥۸‏ يذهب من © إلى لا إلى 5. التطبيق ,ا( يذهب من © إلى 2. بما أن المخطط تبديلي» إذن م * ر٠82‏ 
9 مل التطبيق و8*,م بتطبيق واحد 
8 التطبيق 8,٠۸,‏ ليس معرّفا لان النطاق المصاحب لا ل ١,‏ ليس نطاقاً ل ,8 
9 مهل التطبيق ,ره ز٥‏ وا* رھ بکل الطرق الممكنة. 


® التطبيق ,ره يه »يم يذهب من 8 إلى 8 إلى © إلى ل١‏ إلى 2. هناك ثلاثة مسارات أخرى من 4 إلى 2: 
(0 ہمل(بھ دیق OD‏ وڑدما دیق دق ۔(نننا hafif,‏ 


9 الشکل 12-9 يعرّف التطبیقات ھ +-۸ ۶۸ € +8 :ع. و ظط +€ :4. أوجد تطبيق التركيبf*‏ ع١۸‏ . 





شکل 12-9 
® إتبع الأسهم من ۸ إلى 8 إلى © إلى 0 كما يلي: 





م مم وم1 11و 
و ج6 جہ پر ج2 إذن ) 
ٹک وت ط < (3)( جع ۸۰) 


9 تطبيقات واحد ‏ لواحد فوقية. عكوسة 

9 عرّف تطبيقاً واحد ‏ لواحد أو نطبيقاً متبايناً. 
8 نقول عن تطبيق 8 +4 :ر أنه واحد - لواحد (أى !-1) أن متباين إذا كان للعناصر المختلفة في 8 صور مختلفة؛ أي 
إذا aa‏ يقتضي / (00 * (5)0, أى بشكل مكافىء, إذا ('8] - (106 يقتضي '٭ ٥>‏ 

9 عرّف تطبيقاً فوقياً أو غامراً 
8 نقول عن تطبيق 4+8 :/ أنه فوقي (أى أن ۴ يطبق ۸ فوق 8) أى غامراً إذا كان كل 8 © 6 صورة لعنصر 
۸ واحد على الأقل. 

5 عرّف تقابلاً واحدأ ‏ لواحد أو تطبيقاأ تقابلياً. 
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80 نقول عن تطبيق 8 +-4:/ أنه تقابل واحد ‏ لواحد بين .4 وى 8 أو تطبيقاً تقابلیاً إذا کان ٢‏ واحداً ‏ لواحد وفوقياً في أن 


معا 
المسائل 145.9-137.9 تتعلق بالتطبيقات 8 س4 f:‏ € ج8 :ع وض € :م في الشكل 12-9 


9 هل ۴ واحد - لواحد؟ 
نعم لان صور 1,2,3 مختلفة 
9 هل ؟ تطبيق فوقي؟ 
8 لا لآن # ليس قبل صورة تحت ؟۔ 
9 هل ٤‏ تقابل واحد ‏ لواحد؟ 
8 لا لان ؟ ليست تطبيقاً فوقياً. 
9 هل ع واحد ‏ لواحد؟ 
8 :الا لآن × وء لهما نفس الصورة 4. 
149 هل ع تطبيق فوتي؟ 
8 نعم لأن لكل عنصر في © قبل - صورة 
9 هل ع تقابل واحد ‏ لواحد؟ 
® لا لآن ع ليس واحداً ‏ لواحد. 
9 هل ١‏ واحد ‏ لواحد؟ 
گا نعم لان 4, 5. 6 لهم صور مختلفة. 
9 هل ا تطبيق فوقي؟ 
® نعم لأن العناصر 8: 5, © لها قبل صور 
9 هل ١‏ تقابل واحد ‏ لواحد؟ 
8# نعم لان ١‏ واحد ‏ لواحد وفوقية. 
9 أذكر شرطاً هندسياً لكي تكون دالة 2-8 :را وأحداً ‏ لواحد 


© اتكون :ار واحدا - لواحد إذا لم يكن هناك أي خط أفقي يحتوي أكثر من نقطة واحدة ل 2 





أذكر شرطاً هندسياً لكل تكون دالة R+R:ع‏ فوقية. 
گا تكون 1318م دالة فوقية إذا كان كل خط أفقي يحتوي نقطة واحدة على الأقل ل 8. 
9 أذكر شرطاً هندسياً لكل تكون دالة 18+ 8:2 تقايلاً واحداً ‏ لواحد 


8 تكون الدالة 1+-8:8 تقابلاً واحداً ‏ لواحد إذا کان كل خط أفقي يحتوي تماماً نقطة واحدة فقط 8-1 
المسائل 157.9-149.9 تتعلق بالدوال *2 > 000 «- "+ ت (0)ي. و ×= 100 التي تظهر بياناتها في الشكل 13-9. 


شکل 13-9 
ha) = x‏ ہو ےہ شی = ge‏ تع ے j)‏ 


2 تا التطبیقات 


149.9 


109 


119 


152.9 


19 


19 


19 


156.9 


1579 


158.9 


159.9 


160.9 


1619 


هل ۴ واحد - لواحد؟ 

4 نعم لأنه لا يوجد خط أفقي يحتوي أكثش من نقطة واحدة ل‎ E 

هل ؟ فوقية؟ 

0 لاء لان بعض الخطوط الأفقية [تلك التي تحت محور -ل] لا تحتوي نقطاً ل ؟. 

هل ؟ تقابل واحد - لواحد؟ 

8 لا لان ؟ ليست غامرة؛ أي أنها ليست دالة فوقية 

هل ع متباينة (أي واحد - لواحد)؟ 

8 الا لآن بعض الخطوط الأفقية تحتوي أكثر من نقطة لع مثلاً 0= ۷ يحتوي ثلاث نقط ل ع. بمعنى آخر, 
0 > (1-)ع > (0)ع > ,8)1١(‏ وبذلك لا تكون 8 وأحداً ‏ لواحد. 

هل ع غامرة (آي, دالة فوقية)؟ 

لا نعم. لأن كل خط أفقي يحتوي نقطة واحدة على الأقل ل 8. 

هل ع تقابل واحد - واحد؟ 

الاء لآن ع ليست متباينة. 

هل 5 واحد .. لواحد؟ 

® ل متلا 4 > (2 -)0 - (40)2 أي أن الخط الأفقي 4= ل يحتوي نقطتين على . 

هل ١‏ دالة فوقية؟ 

© الاء مثلاً ليس ل 16 - قبل صورة؛ أي أن الخط الأفقي 16- = ل لا بحتوي نقطاً لہ 8۔ 
هل ١‏ تقابل وأحد . تواحد؟ 

© الاء لآن 8 ليست واحد - لواحد ولا فوقية. 

لنفترض إن 8ه 4 :مر اى © ج-8 بم دالتان واحد ‏ لواحد. بين أن € +4 :۴٠ع‏ واحد - لواحد. 


8 لنفترض أن ((8”0)9) > .)g06(‏ إذن. (())ج > ((8)5)8. بما أن م واحد ‏ لواحد. إذن (1)1 > (5)8. بما أن 4 
واحد ‏ لواحد إذن اع *. لقد بينا إذن أن (8609090) - (80000) يقتضي الاح *. وبالتالي تكرن ۴ع واحداً ‏ لواحد. 





لنفترض أن 8+-4 :/ر و0 +-8 .م تطبيقان فوقيان. بين أن © + م :رهم تطبيق فوقي 
8 لیکن © © ©. بما أن ۽ تطبيق فوقيء إذن يوجد 8 © 8 بحيث أن > (8)0. بما أن ؟ تطبيق فوقيء إذن يوجد 
© بحيث أن 5ع (58. لذلك, ع (0ع - ((0)])ع - (8”000)؛ وبالتالي, يكون 8*6 فرقياً 
أعطینا 8 ج۸ :۶ و 8+۸4 :ع بِيّن أنه إذا كان 6" واحداأً- لواحدہ فإن ‏ يكون وأحداً ‏ لواحد 
8 لنفترض أن ؟ ليس واحداً ‏ لواحد. إذن: يسوجد عنصران مختلفان 4 6 ل,*: بحيث أن (40 « (400. إذن 
(0٥ض)‏ ٭ رژنئع = (0))ع = (206)؛ وبالتالي. لا يكون "م واحداً لواحد. لذلك. إذا ع واحد - لواحد. فإن ؟ 
يجب أن يكون واحداً ‏ لواحد. 
أعطينا 8 جا م و 8+٤‏ :م. بین آنه إذا کان 2۴ فوقياً. فإن م يكون فوقياً. 
8 لیکن ۸6۸ إنن. (8)ع € (()؟)ع = ()0ع» وبالتالي. (8)ج © (80)4). لنفترض أن 8 ليس فوقياً. إذن, 
تكون (8)ع محتواة فعلياً في € وبذلك تكون (20)۸) محتواة فعلياً في € إذن. 8۴ ليس فوقياً. ينتج عن ذلك أنه إذا 
86 فان ۾ يجب آن يكون فوقياً 


162.9 


163.9 


164.9 





166.9 


167.9 


1689 


169.9 
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عرّف تطبيقاً عكوساً. 
88 نقول عن تطبيق 4+8 f:‏ أنه دعکوسە اذا وجد تطبیق 0 ج-8 دم بحيث أن ,1> ٥8‏ و 1 یج (حیٹ را 
و ےا التطبیقان المحایدان)۔ ویسمی التطبیق #. في مثل هذه الحالات. معكوس ؟ ويرمز له ب .٣''‏ وبشکل بدیل, یکون ۶ عکوساً 
إذا كانت العلاقة العكسية "۴ تطبيقاً من 8 إلى 4. [سوف تعرف» من مسالة 163.9 أنه يكون ل٢‏ معکوس اذا وفقط إذا کان ٣‏ 
واحداً ‏ لواحد وفوقياً. ايضاً إذا 68 طا إذن 2ء (طك!'۳, حيث ه العنصر الوحيد في ه الذي يحقق ا= (ه)] 





اثبت أن تطبيقاً 8 + 4 :/ یکون له معكوس إذا وفقط إذا كان واحداً - لواحد وفوقياً 

8# لنفترض أن ل 4 معكوساً. أي أنه توجد دالة 4ھ :' 7 بحيث أن “٥7-1,‏ 1ع 'تترممر بماآن را واحدہ 
لواحدہ فإنه ٢‏ تکون واحداً - لواحد (يسبب مسالة 1609؛ وہما آن ےا فوقیةہ فإن ؟ تكون فوقية (بسبب مسالة 161.9). أي أن 1 
واحد - لواحد وفوقية في أَنٍ معاً 

لنقترض الآن أن 1 واحد - لواحد وفوقية. إذن کل 068 يكون صورة لعنصر وحيد في 4 ليكن 6 . وبذلك. إذا 
=( فان 8-ه ؛ وبالتالي ط< (7)6 لنرمز الآن ب 8 للتطبيق من 8 إلى 4, المعرّف بواسطة 8 حادم . يكون 
لدینا 
() ۾ = 6 - (فاع < ((م7)ع < (۰/7()۵ئ) .من تجل کل 4 86 إئن 1ھ 
رق ط < (قزز < ((فاق )ز× (ط)(ی ۰/) من اجل کل 068 إئن با و 

ينتج عن ذلك أن ؟ يمتلك معكوساً. وأن معكوسه هو التطبيق 8. 
لتكن 28+82 ثم معرّفاً بواسطة 3¬ 2 = (×)1. الآنء ٤‏ واحد ۔ واحد وفوقي؛ وبالتالي» يكون لە تطبیق معکوس .٢٣'‏ اوجد 
صیفة من آجل '٢۔‏ 

8# لتكن لإ صورة × تحت التطببق ؛ أي نضع 3- 2= ل نبادل بين × و ل فنحصل على 3- ل2= »× والتي هي 
العلاقة العكسية 5. نحل من أجل لا بدلالة : فتنحصل على 3(2 + ») = لإ. وبذلكہ ان الم تون اة و 
تکون 3(/2 + ×) = )ل 


أوجد صيغة من أجل معكوس | -~ *× = (»)ع. 

8 تضع اشر دن نبادل بين * و لا فتحصسل على 8172-1 تسل من أجسل لا فتحصل على 
1 ×۷ = ر . إن معكوس ع غير موجود. إلا إذا قيدنا نطاق ' و إلى ! < *. نقتصر ايضاً على القيمة الموجبة 
ل1+ جلا ئن ۷۴۴۲ - )اج 

لیکن (,8) > 2 تجزثة لمجموعةٍ 5. عرّف التطبيق الطبيعي (أو القانون) ؟ من 8 إلی ۶ 

© لیکن 58+ ہما أن ۶ تجزئة ل 5 فإنه يوجد دليل وحيد ,أ بحيث أن 4 ۶6. نعژف صره-3 ث/ بواسطة 
۸ =()/؛ هذا هى التطبيق الطبيعي 

ليكن التطبيق الطبيعي ‏ «-5ى :ر في المسألة 166.9. بين أن التطبيق الطبيعي تطبيق فوقي. 

# لتكن 6 ۵. إذن. 4# . وبذلك. یوجد ٤58‏ بحيث أن ,۸6۸ إذن» ,۸= ()]. وبذلك, یکون ۶ 
لتكن 5 مجموعة جزئية لمجموعة 8. عرّف تطبیق الاحتواء من 5 إلى ۸. 

8# إن تطبيق الاحتواء من 8 إلى 4 والذي نرمز له ب 4 +-5 :4, يعرّف بواسطة 
أن تطبيق الاحتواء هى التطبیق المحاید عندما ۸= ؟]. 

لیکن ۸4 ص5 :ۂ تطبيق الاحتواء في المسالة 168.9. بين أن 1 واحد ‏ لواحد. 


نفترض أن (لإا = 100 الاحظ أن + > 160 ولا > (160. إذن. ہے ×× وبذلك. يكون ¡ راحدا - لواحد. 





= )ا من أجل كل 65 5 [لاحظ 
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نفترض أن كل الفضاءات المتجهية معرّفة فوق نفس الحقل کا,ء إلا إذا ذكر أي فهم غير ذلك. 


60 التطبيقات الخطية 


116 


2.10 


3.10 


418 


610 


264 


کا لیکن ۷ و لا فضاءین متجھیین فوق نفس الحقل کا۔ نقول عن تطبیق لا + ۴:۷ أنه تطبيق خطي [أو تحويل خطي أو 
تشاکل فضاءي خطي] إذا تحقق الشرطان التالیان 
Fw) (1)‏ + مط ع (٭ + ۴)۷ ,من اجل کل ۷ € ۷۷. 
Fk) =k 27‏ من أجل أي ×× واي ۷6۷ 
بمعنى آخر. يكون 67 ه/ا :8 خطياً إذا كان «يحافظ» على العمليتين الأساسيتين لفضاء متجهي. أي الجمع المتجهي والضرب 
السلمي. 
لنفترض أن ا +۷ :۴ خطي. بيّن أن 0 - (8)0. 

8# نعوض ب-0 1-2 في (۸۴)۷ = (۴)۷ فتحصل على 0= (۴)0 

لنفترض أن +۷ :ظ خطي. بین آن 0 ع (5)0. 

FO = Fu] = (۵)ظ(ا-)‎ = ~F() تحصل على‎ Fk) = KF) باستخدام‎ _ 8 

بِيّن أن ا +۷ :۴ خطي إذا وفقط إذا كان لدينا 

0) Fav + bw) = F(av) + F(bw) = aF(u) + bF(w} 

من أجل أي عددين سلميين ‏ © طبه وأاي متجھین 6۷ ۷,۷. 

8 لنفترض آن ۴ خط إذن (۴)۷ + (۴)۷ = bw( = ۴)۵۷( + ۴) W(‏ + ۴۷ ہالعکس, نفترض أن (1) تتحقق 
نحصل, من اجل اخ و اغدط على (۴)۷ + (۴)۷ = w(‏ + ۴)۷ ومن أجل 6-0 نحصل على a۴)۷(‏ ٭ (۴)۷؟ 
وہالتالي, یکون ۴ فوقياً. 

ملاحظة: إن الشرط (۴)۷ظ + (۸۴)۷ < (٭×ط + ۴)١۷‏ يميز تماماً التطبيقات الخطية ويستخدم أحياناً كتعريف لها. 

لنفترض أن لا جملا :8 تطبيق خطي. بين انه من أجل آي © به وآ €۷ ,۷ یکون لدینا 

Flay, + a0, +° + a,,)= a, F(v) + a, F(0) +° + a, F(u,) 

الا ہما أن ۶ خطيء فإن الشرط يتحقق من أجل 1م 5-23 لنفترض أل 2 <8. إذن. نحصل بالاستقراء على 
ajF(u,) + °°° + a, F(v,)‏ >+(رم)مھ د زی ہو ۰+ ہوھام + (رسره) ع (رشيه + +١٠١‏ رهرم + رناره)7 ٠.‏ [سوف 
يستخدم هذا الشرط بشكل متكرر عبر هذا النص] 

لتكن ۸ أي مصفوفة 08 فوق حقل . كما نوّمنا سابقاً. تحدّدُ 4 تطبيقاً ”۸ ۸٥+‏ :7 بواسطة الاقتران نل جد 
[المتجهات تكتب هنا في "ك1 و ”۸ كاعمدة] ہین ان ٣‏ خي 

8 لديناء من خواص المصفوفات. ان (100 + (700 ع برخ + برح د زرب ۸)۷ = w(‏ + ۲۷۷ وان 

KA = KTV)‏ = (والخ ع (۷ 0 حیٹ ۷٣ € K"‏ و 6 ). وبذلكہ تکون 7 خطیة. 


70 


833 


9.10 


10.10 


1110 


12.10 


13.19 


1416 
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ملاحظة: إن النرع أعلاه من التطببقات الخطبة سوف يقابلنا كثيراً وسوف نبين. في الفصل التالي أن كل تطبيق خطي من 
فضاء متجهي منتهي البعد إلى آخر يمكن أن بمثل كتطلبيق خطي من هذا النوع : 1 
لیکن ٥ R° +R”‏ تطبيق الإسقاط على المستوى -لا* أي أن (0,لا.*) > (2,ل,8)5. بین ان 6 خطي. 
ھا لیکن (eطھ)=‏ ۷ و e(‏ )=۷ إذن 
F(u + w) = F(a + a', bb’, e + c')= (a + a’, b + b', 0) = (a, b, 0) + (a', b',0) = F(v) + F(w)‏ 
ویکرن لدینا (57)0 - (6,0 ,۴)6 = )0 )k( = F(a, kb, ke) = (ka, kb,‏ » من أجل أي 18 © 6. وبذلك, يكرن 5 خطياً. 
لیکن ۸+8 :۸ تطبيق «الإنسحابء المعرّف بواسطة (2+ لرا + ٭) = (۴۸. بین آن ۴ ليس خطياً. 
8 الاحظ ان 0 * (1,2) = (۴)۵,۵ = (۴)0. أي أن المتجه الصغري لا يطبق فوق المتجه الصفري. وبالتالي لا يكون 8 
لیکن 5:۷ التطبیق الذي يترن 0610 بكل ۷۴۷ بین آن ۴ خطي. 
8 ن أج ل uwEY‏ رکہل KEK‏ ون Fu + w) =0 =0 + 0= F(v) + F(w) liu‏ 


و KF)‏ =0 - 0 (7)60:. وبذلك. یکون ۴ خطبا. نطلق علی ‏ اسم «التطببق الصفري» وسوف ترمز له عادة ب 0. 

لیکن التطبيق المحايد ۷<-1:۷ الذي يطبق كل 6۷ ۷ إلى نفسه. بين أن 1 خملي 

8 لدينا («)اط + (0)اه > مط + مم - زط + لام)4. من أجل كل 6۷ س۷ وکل 6٤K‏ 0ھ وبذلك, بكون 1 خطياً. 
المسالتان 12.10-11.10 بالفضاء المتجهي ۷ للحدرديات في المتغبر ) فوق الحقل الحقبقي ۸. 

لیکن ۷+۷ :5 النطبيق الاشتقاقي :09/4 = (۷). بين أن 0 خطي 

# من المبرهن عليه في الحسبان أن 

سے سے (- +201 dkt)‏ 


dt di df dti dt 








أي أن (2)0 + (م)2 ع (ن + 2)u‏ و )ما > (ا)ط . وبذك تکون ۵ا خلیة 


لیکن ۷-2 تطبيق التكامل ,3 () ]ه0 بئن ان 1 خطيٌ 

© القد بَرْهِنَ في الحسبان أن 

1 ١ 1 
1 ((0)س + زان‎ 44 3 “(04+ 1 v(f)df 

kuDat= ke | 00 5‏ 1 
أي أن (ه)1 + )1 ع (س + )1 و )ل = )1 . وبذلك. یکون | خطیاً. 
لیکن التطببق ”8 ج8 ۴١‏ المعزف بواسطة (× ,ر ۴ ٭) = (۷ ,)۴. بین آن ۴ خطي 

8 ليكسسن (ظ,ھ) ×× و( ,)= س. إذنء ('6 + ط ٩,‏ + )= + ا و (ط۸ )k,‏ = س ويكون لدينا 


.F(w) = (a' + b', a') y Flu) = (a + b, a)‏ إذن 
Fu + w)= F(a + a’, b + b') = (a + a' + b+ b', a + a') = (a + b, a) + (a + b', a') = F(v) + F(w)‏ 


ں F)kv(* F(ka, kb) = (ka + Kb, ka) k(a + b, a) = kF (u)‏ . بما أن ۷ × و ۸ إخنیاریة۔ إذن یکرن ۴ خط 


لیکن 8+ ۴:8 معرفاً بواسطة 42 + ر3 - ×2 = z(‏ ,ر ,۴)۸ . بین أن 7 خطی. 
ج خطي 
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10 


1610 


17.10 


18.10 


19.19 


20.10 


20 


22.10 


ت التطبیقات 


#8 یکن (عرطية) > ۷و )ام )<۷ إذن 
ا جع رام جم اه جه) عسل رد او KER kuo=(ka, kb, ke)‏ 


ولدینا >4 + 20-35 دہ رط رت4 + '32- '20- (ب)ک 

Fu + w) = F(a + al, b+ b', c+ c')= 2(« + a) = 3(b + b') + 4(¢ + c') = (24 — 3b + 4¢) + (22' - 36 + وبذلك ع4‎ 
= F(w) + F(w) 

وكذلك 


F(ku) = F(ka, kb, ke) = 2ka — 3kb + 4kec = k(2a ~ 3b + 4c :)انی سس‎ 
(ku) = F(ka, kb, ke) = ( ) = KF) RS 


لتكن FR eR‏ معرفة ہواسطة »ع (ز,»)5. بيّن أن ”1 ليست خطيه. 

اھ ليكن (۷=)1,2 فى (3,4 =« إذن. (4,6)= ۷+۷ ینا 1.2=2= ۴)۷ و 3.4=12= (۴)۷. وبالتالي, 
w( = ۴)4,6( ×× )4.6( = 24 e F(۷) + Fw)‏ + ۴)۷. ينتج عن ذلك آن ۴ ليست اخطی. 

لتكن FR +R‏ معزفة بواسطة (ر + 1:2۷,۷۸ + ») = ()۴. بین آن ۴ ليست خطية. 

08 بما أن (0,0,0) * (1,0,0) = (۴)0,0, فإن ۴ لا یمکن آن تكون خطية. 

لتكن RR‏ :۴ معرّفة براسطة 1,0*!) - (#رلا.*)5. بِيّن أن 8 ليست خطية. 

© لیکن (1,2,3) =۷ و3- = بسالتسالسی؛ (9-,6-,3-) = k۷‏ لسدینساء (1,0) = (۴)۷ وبسنذلك 

.kF)v( = -3)1,0( = )-3,0(‏ إذن ۴)k۷( = ۴)-3,-6,-9( = )3,0( * KF‏ ینتج عن ذلك أن 5 ليست خطية. 
لکن 8+87 :۴ معرّفة بواسطة (× رر - ٭2) = (»)۴. بین أن ۴ خطية. 

F(u) = (2a = b,a) rligıl kfu) = (ka,kb) g u + v = (a + a,b +b) gij v= (a,b) ليكن (طره) = ا و‎ # 
و (4,'ط - '2۵) = (۴)۷. وبذلك‎ 
Flu + u) = F(a + a', b+ b') = [2(a + a')—(b + b'), a+ a']= (2a —b, a) + ےو رط - 'وح)‎ F(u) + Fw) 
Fk) = F(ka, kb) = (2ka — kb, ka) = مجع‎ — b, a) = kF(u) 


ل 
إذن ۶ خطية. 
لتكن #+ ”۴:۸ معرّفة بواسطة 0 = ()۴۔ بین آن ۴ خطیة. 
ل Fir) + F(t)‏ < (307+,2) +(,28,,:31) ے [ہ3+ ,30 بي F(t, + ta) = [2(t, + t,), 3(t, + ta] = 2t, <F‏ 
3K) = k(24, 31) = F(t) 3‏ 2/4) ح گاا 
إذن, ۶ خطية. 


لتكن 82ج182 :5 معرَفة بواسطة (ر») = (ر)۴. بین ان ۴ ليست خطية. 

© لیکن (1,2) = و 3= kK‏ إن (3,6)- تا لین (14) = ۲)۳ وبذلسك (3,12) = (ن)۴. إن 
KE (0)‏ ٭ (9,16) = (۴)3,6 = (٥ا)ظ.‏ ینتج عن ذلك ان 7 لیست خطیة۔ 

نتكن 8+ ۶:8 معرَفة بواسطة زور + برا + ») = (2,ر,×)۴. بین ان ٣‏ ليست خطية. 


 )0,0( ×‏ )1,0( = (0 + 1,0 + 0) = (۴)0,0,0 = (8)0. وبذلك, لا تکون ۴ خطیة. 


تكن ےم ۳:8 معرّفة براسطة |ر+ ×| = (۴)۸۶. بین ان ۴ ليست خطية 


® ليكن u=)1,2(‏ و 3-=» بنلے (©6-,3-)=ا) لدينا, 2-3+ | (ن), وبالتسالي 
و = (3(6-) = KF‏ إن (0) K۴‏ 9= 9- = 3-6 = (6-,3-)۴ = (0). وبذلك. لا تکون ٢‏ خطیة 


المسائل 25.10-23.10 تتعلق بالفضاء المتجهي للمصفوفات المربعة -8 فوق حقلٍ K‏ ومصفوفة إختيارية ]3 في ۷ 
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0 لتكن 7:۷۰۷ معرّفة بواسطة 1۸ + ۵M‏ = (7)۸ حيث €۷ 4. بين أن 1 خطیة 
8 لديناء من أجل أي 6۷ ۸8 واي 6۴ء 
B)M + M(A + B) = AM + BM + MA + MB = (AM + MA) + (BM + MB) = T(A) + 1)8(‏ +۸)ے رھ +7۸ 
TIKA) = (KA)M + M(KA) = KAM) + K(MA) = K(AM + MA) = KT(A) 5‏ 
STAN‏ 

0 لتكن 7:۷+۷ معرّفة بواسطة ۸ +88 > (7)۸ حیث 6۷ ۸. بيّن أن 7 تكون خطية إذا وفقط إذا 0= ×١‏ 
۳ إذا 88-0 فإن ۸= (۲۸. أي أن ١‏ الدالة المحايدة, وبالتالي. تكون 7 خطية. من جهة أخرى, انفترض أن 
0 إذن. 4*0 - 0 + 11 - (1)0, وبذلك لا تكون 1 خطية 

0 لیکن 7:۷+۷ نطبيقاً معرّفاً براسطة 4۸ > (7)8 حيث ۸6۷ بين أن 7 خطى. 
8 لديناء من أجل أي ۷ ظ۸ وأي علعطة أن 
MAA + bB) = AMA + MB = aT(A) + bT(B)‏ - (هط + 7)04. إذن 7 تطبيق خطی۔ 


2610 ليكسن ‏ الفضساء المتجهسي للحدوديات فسي ! فسوق . بيسن أن التطبيق 7:۷4۷ خطسی, حيسث 
اہ بے کک + Ta, + at +...+ at) = a,‏ 





لاحظ أن 7 لضرب حدودية (10 في )4 أي أن <۱۶0٥(‏ (7000۔ وبالتالي. 
(0٤ج7‏ + (0ی > (عها + مت > (ز)ع + 4)0) < ((قع + 60ت کس ان ر(٥۵ئ٣‏ > (۷۷۷[۷× ع جرصمف > روف0٠‏ 
من أجل أي عدد سلمي ۸K‏ € ). 
المسالتان 28.10-27.10 تتعلقان بالتطبيق المرافق ©6<-3:0 على الجقل العقدي ©. أي أن 2 > (7)2, حيث ٤6ت‏ 
آو زط هك (ز6+ (a‏ حيث 2ع ليف 
0 بين أنه. إذا نظرنا إلى © على أنه فضاء متجهي فوق نفسه. لا يكون 7 تطبيقاً خطياً. 
@ لیکن 4+ 3ےس و1- 1-2 إذن. 51+ 10 » (4 + 3( - 2) > بط إلى 51 - 10> (د1)6. ولكن 
i e Pk)‏ ¬ 2 = 4 ~ 1()3- 2) > 6300 إذن, 1 ليس خطياً. 
0 إذا نظرنا إلى © على أنه فضاء متجهي فوق الحقل الحقيقي ۸ فإن ۳ يكون خطياً 
ليكسن أطأ+ =a‏ ۵+ ٤ح‏ حیسٹ 631 .,8,6٥‏ إذن ا(۵ +6) + (ہ + )= ۷+ 2. وبذلسسك 


di = (a ¬ bi) + (e ~ di) = 7)0( + 7)*(‏ + 5) - ره + 4 > (» + 26 ایض لدينا أطا+ ماح عل من أجل 
8 وبالتالي. (1)2اء (اطا - ۵)) سے [5ا) - 8ا سح (ع 7 . إذن, © يكون خطيا. 





0 خواص التطبيقات الخطية 
مبرهنة 1.10: ليكن ۷ و لا فضاءین متجهيين فوق حقل .K‏ ولتکن {Vere}‏ قاعدة ف ۷ ولتكن U‏ متجهات 
إختيارية في لا إذن؛ یوجد تطبيق خطي وحيد 7:۷۷ بحيث أن را = ).رد < (۶)۷,× < (۷)ط 
يستخدم هذا القسم مبرهنة 1.10 التي يظهر إثباتها في المسائل 45.10-43.10. 





0 بين أن يوجد تطبيق خطي وحيد 8+ ۴:8 بحقق (23) = (۴)12 ر (1,4) > (5)0,1, 
الا يما أن (1,2) و (0,1) يشكلان قاعدة ل ۸, فإن وجود تطبيق خطي وحيد 8 تضمنه مبرهنة 1.10. 
المسائل 32.10-30.10 تتعلق بالتطبيق الخطي ۴ في المسالة 29.10. 


0 اوجد صبغة من آجل ۴ أي آوجد (,۴6۔. 


8 تا التطبیقات 


310 


3210 


33.18 


34.10 


35.10 


36,18 


37.10 


38.18 


# نكتب (ط,4) كتركيبة خطية ل (1,2) و (0,1) باستخدام المجهولين لب 
)a( = X)1,2( + y)0,1( = )%,2x + y(‏ وبذلك ‏ نر+ 26> ط ٩=»,‏ 
نحل من أجل × و لإ بدلالة ۸ و ا فنحصل على 0+ -2a‏ = ر رة = ». إذن, 
.F(a,b) = XF(1,2) + yF(0,1) = a(2,3) + (2a + b)(1,4) = (b,-5a + 4b)‏ 
اوجد (5)5,6. 
8 نستخدم الصيفة من أجل 1 فنحصل على (1-,6) = (24 + 25-,6) = (۴)5,6 
اوجد (2,7-)'۴. 
8 نضع (2,7-) > (5,ة)5, وتحلّ من أجل 8و ل. تحصل على (2,7-) > (46 + 58-.6) وبذلك 2- = اء 
و 7= 40+ 54-. إذن, 3- كم 2~ =0 وبنك (2-,3-) = (27-)۴. 
بین آنه يوجد تطبیق خطي وحید 8+ ?7:8 . بحقق (4-,2) = ۲8,1 و (0,2) = (۳0,1۔ 
8 بما أن (3,1) و (ا,ا) مستقلان خطياً. فإنهما يشكلان قاعدة ل 8: وبالتالي؛ يوجد مثل هذا التطبيق الخطي الوحيد 7 
(من مبرهنة 1.10). 
المسائل 36.10-34.10 تتعلق بالتطبیق الخطي 7 في مسالة 33.10. 
أوجد صيغة من آجل 1. 
8 نكتب أولاً )٥,8(‏ كتركيبة خطية ل (3,1) و (1,1) باستخدام السلّمیین المجهولين × و لا: 
(a, b) = x(3, )+ yl, )‏ 
وبالتالي 
> برج 3x‏ 
(و ہیر پیر + )3x‏ = (ر ,)+ (3x, x)‏ = (ط (a,‏ فو یھو و 
نحل من أجل × و لر بدلالة ٥‏ وا: 1/28-41/28-» فى 320+ 1/23- = ل. وبذلك, 
)34 ~ جاک — Tab) = XT(3,1) + yT(1,1) = x(2, =4) + y(0,2) = (2x,=4%) + (0,2y) = (2x, =4x + 2y) = (a‏ 
اوجد (7)7,4. 
8 نستخدم الصيغة من أجل ۲ فنحصل على (1-,3) > (7-4,20-21) > (1)7,4. 
أوجد (3-,6؟. 
8 نضع (3-,5) = (ط)۲ ثم نحل من أجل 4 و . نحصل على (3-,5) > (56+ 38-,8-0) وبذلك 5> 8-۵ 
و3 = 5+ 3-. إذن, 1إ=ھ 6= 0 ربذك. (41,6) = (3-,5) ۴. 
بِيّن أنه يوجد تطبيق خطي وحيد ٭ T:R‏ يحقق 3= (1)1,1 و2-ے (7)0,1. 
8 بما أن ((1,1(,)0,1)) قاعدة ل *۸؛ فإن مثل هذا التطبيق الخطي الوحيد نحصل عليه من مبرهنة 1.10. 
المسائل 41.10-38.10 تتعلق بالتطبيق الخطي ۳ في المسالة 37.10. 
أوجد صيغة من أجل 7 
88 نكتب أولاً (2,5) كتركيبة خطية في (1.1) ى (0,1) باستخدام السلّميين المجهولين × و لن 
(a, b) = x(1, 1) + y(0, 1)‏ 


انی (ر + یھ ے (رر0) + (×ه) = (طه) وبذلك ود ط=ر+×. نحل من أجل × و لر بدلالة ‏ و 5, فتحصل على 


Tab) = T(x(Q,1) + y(O, 1) = xT, 1) + yT(0,1) = 4(3) + (b - 4))-2( = 54 - 20 لذلك.‎ J=b-a xwa 


39.10 


48.16 


41.18 


42.10 


43.19 


45.10 
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اوجد (7)8,2 و (4,6-)1۔ 
نستخدم الصيغة من أجل 1, فنحصل على 36 = 4 - 40 = (1)8,2 و 32- ے12- 20- ے (4,6-)۲ 
أوجد (6)' ۳ 


ها نضع 26  1)8,0(‏ فتحصل على 50-20-6. هناء 5 متغير حنّ. نضع 1 8 حیث ؛ وسیط: فنحصل علی الحل 
,a = (2t + 5‏ )- ط. اذن. T76) = {((2t + 6US,D:t ER}‏ 
قل 7 وآخد۔ اواحد4 


8 ٢ہ‏ لان لن (ی!- اکثر من عنصر واحد, مثلا 6 = (7)6/5,0 و 6 > (7)8/5,0, 


هل يوجد تطبيق خطي R >R?‏ :7 يحقق (6-,8) = (7)2,2 ر (2-,ی ے رو یچ 
8 مبرهنة 1.10 لا تنطسق هنا لأن (2,2) و (5,5) مترابطان خطياً وبذلك لا يشكلان قاعدة ل 82. لاحظ أن 
(2,2) 5/2 > (5,5). وإذا كسان 7 خطياًر, فسان (15-,20) =  .1)5,5( > 1)5/2)2,2(( -5/2  )8,-6(‏ ولكسن 
(2-,3) > (7)5,5 معطاق إذن, لا يوجد مثل هذا التطبيق الخطي 7. 
المسائل 45.10-43.10 تتعلق بإثبات المبرهنة 10.! الذي يتكون من ثلاث خطوات 
(1) نعرّف التطبيق ۴:۷7 بحیث آن , ,۴۷ من أجل ااا =1 
(2) نبيّن أن 1 تطبيق خطي. 


(3) نبیّن آن ۴ وحید 





خطوة (1): عزف التطبيق الخطي 1ا ۴:۷ بحيث أن ا = (۴)۷ 


ال لیکن ۷6۷ بصاأن (إ۷ء.ر۷) قاعدة ل ١۷‏ فسإنه توجد سلميات وحيدة )€ a...‏ بحیٹ ان 
ولام ...ل ۷ر۵ + ,4,۷ = ۷ . نعرّف ل +۷:م بواسطة ولاية ...+ ولاية + رثارة > (5)9!. [بما أن ال ,2 وحيدة, فإن 


التطبيسق يكسون معزفساً جيسدا]. الآن, 0۷ .+ ,۷ + 09 ع ر۷ من اجسل ٩‏ 
,ا = ,0+ ...+ 1 ...+ ,0 = (۴)۷. وهكذا تكتمل الخطوة الأولى من البرهان. 





خطوة (2): بین آن ۴ خطية. 

8 لنفترض أن aa FF Bg‏ + رلابة 2 37 a‏ ,+ و + ,= ۷ إذن 

BP,‏ + پھ)ا+...+ ولالرط + یھ) + (a, + bv,‏ ھ۷ +۷ کا ان ر4۷٤ +..٤‏ ر۷ړه) + ارماك 6١‏ من آجل أي 
1 . لدینا من تصرینف التطبیسق ۴٭ ان FF ay‏ يثاية + Ê) = a‏ وی FW) = bu, + by Ft bjt,‏ 


وبالتالي, 
الا + F(v + w) = (a, + bu, + (a, + bJ F(a,‏ 
bu)‏ .+ يلاوط + قار©) + للاية ...+ رقاره + (a,‏ = 
F(v) + F(w)‏ = 
و 


(۸0۳.کھ (ہنپ3 ۴۰.۰ ينارة + بناره)ما د (۶)۷۱ 
وبذلك. يكون ”1 خطیاً 
خطوۃ (3): بین آن ۲ وحيد. 
# ننفترض آن 0:۷ خطي؛ وأن ,ا = ,6)v(‏ .ان دا ایت تل ولاية + ۷ر2“ ۱۷ إذن 
a, Gv)‏ +...+ (۷ )ید + ۷۰) کرد < Ga, + Bg Fav,‏ = 000 
(۶)۷ = وللية +...۰+ ہابھ * لاھ = 


بما أن ۴)۷ = (6)۷ من اجل کل ۷6۷ فإن 5- 6. وبذلك, يكون 8 وحيدأ. وهكذا يكتمل إثيات المبرهنة. 


0 ۔ ا التطبیقات 


0 لنفترض أن التطبيق الخطي 1 +-۷ :۳ واحد - لواحد وفوقي بن أن التطبيق العكسي ۷ج0 :۴ خطي أيضاً. 
8 لنفترض ان []© 'لاءنا. بما أن ٣‏ واحد۔لواحد وفوقي, فإنه يوجد متجهان وحيدان 6۷ ۷,۷ بحيث آن 
.F(v) = u' g Fv) =u‏ بما أن # خطسسيء يكسون لدينسا أيضاً F(V + v') = F(V) + F(V') = u + u‏ 
و داع K۴)۷(‏ = (۴))۷. من تعريف التطبيق العكسي, 10 --- 1 0 و 
F7 (ku) = kv g‏ نی F^" (u) + F^")‏ = + بے زا + 0ء ى F ku) = kv = KF")‏ وبذلك یکون 


و 








8 لنفترض أن ص7:۷ و ٢+۱۷‏ :6 تطبيقان خطيان. بین آن تطبیق الترکیب 6*۴:۷+۷ خطي. [تذكر أن 6*۴ 
معرّف بواسطة ((6)۴)۷ = ۴)۷ 6)]. 
8 الديناء من أجل أي متجهين ۷ 6 ۷.۷ واي سلميين 6۸ اھ أن 
{G°FJ(av + bw) = G(F(av + bw)) = G(aF(v) + bF(w)) = aG(F(V)) + bG(F(w)) = a(G°F)(v) + b(G°F)(w)‏ وبذلك 
یکون 07۶ خطیاً۔ 


0 لیکن 8ر۵ ) قاعدة ل ۷ و (را؟) قاعدة لہ لا۔ ولیکن 7:۷-7 خطياً. لنفنرض, إضافة لذلك» أن 








وريه + لہ <(,ء)7 
A bG) a Teb‏ 
Te) = ef, + cfs‏ تم 
بن أن [(100] > [4]9, من أجل أي 6۷ ۷ حيث بت المنجهات في ۸ و × في شكل عمودي. 


4 
8# نفترض آن ع + يعي + رعرع 7 إذن .م أيضاً. 
و 2 
(7)6 + (ر۸7)60م +۱ 7)6 <700 
(یزی + مل عارطا +(وارطا 1 ]رطايط + (يزيه + رأيه) م < 
رز( لی + مدارتا + ہگرع) +ا(دلر: +جطرط +۸.*)< 
ينتج عن ذلك أن 
ما + يرط + ره 
سو ما سس 


k 
ع رقا بره‎ 1, @,k, Ft bk + e,k 
all. = (a 7! ECE ۳۵۸-ین‎ 
: 


0 لیکن 7:۷ خطياً. ولنفترض أن 6۷ ,۷۔۷ لہا خاصية أن صُوڑھا (3100(....500 مستقلة خطياً. بيّن أن 
المتجهات ...۷ تكون مستقلة خطياً 





8 لنفترض أن 0= اب2 حل رالية + 3,۷ من أجل سلميات هة إذن 
av) = a Tv) + Tv) +... aT)‏ +...+ اليه + رلارة)؟ > (7)0 - 0 





ہما ان الہ 7)۷ مستفلة خطياً. إذن كل ال 0= ,4. وبذلكہ تکون مم 


0 نواة وصورة تطبيق خطي 
0 لیکن 75:۷۱۷ تطبيقاً خطياً. عرّف نواة ل 
# إن «نواة» 8, وتکتب ۴ هي مجموعة العناصر في ۷ التي تُطبّقَ !لی تاج ۵: 
KerF = (v€ V: F(v) = 0)‏ 


31.10 


32.10 


53.18 


54.16 


55.10 


56.10 


57,10 


58.14 


50 


60.10 
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لبکن 1 +۷ :۴ تطبیقاً خطياً عرف صورة ۴. 
گا إن «صورة #». وتكتب 1"۴ هي مجموعة النقط ‏ الصور في لا: 

( من أجل ا = (۳)۷: ImF = {u E U:3v EV‏ 
لبکن ®+ F:R1‏ تطبيق الإسقاط على المستوى - المعرّف بواسطة (۷,0×) = (2رلہ)۴. أوجد نواة 5 
8# إن النقط على محسور 7 وهسذه النقسط فقسط, تطبّسق على المتجه الصفري (0,0,0)- 0. إذن. 

.Ker F = {{0,0,c): e € R} 

أوجد صورة تطبيق الإسقاط (0,.*) - (2ما,»)5 في المسالة 52.10 
8 تتكون صورة ۴ تماماً من تلك النقط في المستوى mF = ((a,0,0):4,b € 8) :×y-‏ 
لیکن > F۴:‏ التطبيق الذي يدير متجها حول محور -2 بزاوية 0 : 

F(x,y,2) = (x cos 0 — y sin §,x sin @ ‘Fy cos 8,2) 
.۴ أوجد نواة‎ 


8 إن طول أي متجه لا يتغير تحت الدوران. لذلك, فإن المتجه الصفري وحده الذي يطبق على المتجه الصفر؛ وبالتالي, 
K۴ = )0(‏ [ہمعنی آخر. وضع (0,0,0) < (,ر۴)۸ يعطينا 0=× 0= 0د 
أوجد صورة تطبيق الدوران ۴ في مسالة 54.10. 


# ہما آنه يمكن دائماً الدوران إلى الخلف بزاوية 





٭ فان کل 13ج “ا ينتمي إلى صورة ۴ أي ان 23 > 6 و1 
المسائل 60.10-56.10 تتعلق بالفضاء المتجھي ۷ للحدودیات الحقيقية في المتغير ). وتطبيق الإشتقاق الٹالٹ ۷ت۷ :3ھ, 

أي ۵808 ٭ 8000 [نستممل غالباً © من أجل المشتق الأول, 782 من أجل المشتق الثاني. وهكذا]. 

أوجد 27007 حيث ‏ 9+ 61 - 5 + 24 ~ = 0( 

8# ناأخذ المشتق ثلاث مرات: 


nf 
تہ وہ‎ A-2 4 = 120~ 121+ 10 4 4f 6f + 101-6 


اوجد (ع) ٥ت‏ حيث ۲+ 1ظ + a‏ = رمع 


4 
SÊ 26+ 0‏ 6 گے ٭ )1م 





أوجد نواة 07. 


8 إن المشتق الثالت لأي حدودية من الدرجة الثانية أى أقل يساوي صغفراً أما الحدوديات ذات الدرجات الاعلى فمشتقها 
الثائث یختلف عن الصفر. وبذلك, (2> Ker D = (f & V:deg f‏ 


أوجد قبل الصورة ل > (50. _ آآرمز له بہ (6720]., 


9 نکامل ثلاث مرات 


5 ES 5 
+ وو > ,0 + لي‎ + Û + b+ e Dh) f + C+ Cy D(0) = $ +C, 





D (n= Sx 


اچد ضور تل 
له إذا أعطينا أي حدودية (50. فإنه يمكن المكاملة ثلاث مرات للحصول على حدودية (50 بحيث أن ۵۴/4 يكون ()۲. 
وبذلك؛ تحتوي صورة ”2 على كل حدودية © أي آن ۷ = "0 ص4 


272 تا 


61.10 


62.10 


63.10 


64.10 


65,10 


التطبيقات 


انفترض ان ا +۷ :۴ تطبيق خطّي. بيّن أن نواة 8 فضاء جزكي ل 7 

© با أن 0= (۴)0. إذن €KerF‏ 0. نفترض الآن ان 668 © ۷۷ وان کا6 طھ 
نواة #, فإن 0= F(w) =0 g F(v)‏ وبذلك 0= ‘Fav + bw) = aP(v) + bF(w) = a0 + b0‏ أي أن 
Ker F‏ € ۷ط + ۵۷. إذن, نواۃ ۴ تکون فضاء جزئیاً في ۷۔ 


بما أن 7 و " ينتميان إلى 


لنفترض أن ص۷ :5 تطبيق خطي. بيّن آن صورة 8 فضاءٌ جزثي في لا. 

لا بم أن ۴)0(=0 إذن ۶ر( ج ۵ لنفترض الان أن 8م18 © 0۴د وان كلا © طية. 
صورة ۲ فإنه يوجد متجهان افونا إذن 
12 ع aF(v) + bC) = au + bu‏ = ا۷ط + 0۷). وبذلكہ تکون صورة 7 فضاءً جزنياً في لآ. 


ہما آن نا و 'لا ينتميان إلى 


F(v)=u' gy بحیسسست أن‎ ۷ 


۷ 





۷ تولّد ۷ وآن ت] ج18 :4 تطبيق خطي. بین 7“ 0 + 9 ٔ ۶ 


۷س۷ تقولد ۷ء وبما أن ۷۷ء 


لنفترض ان المتجھات ۾ 


8 النفترض أن ۴108 0ہ إذن 
فإنه توجد سلّميات پھیسھ بحيث أن ,8 +...+ رلارة + رلابه > ۷. ینتج عن ذلك آن 


=u‏ (۴)۷ من آجل متجهِ ل © ؟. بما أن 


رسايو جح + يميه +(ر)ظرہ < ریو ٭+۰۰۰+ومیہ +مہہ)ظ > (ماطظ هر 





سور هي تماماً الفضاء العمودي ل ۸ 


لکن ,2 ,© يه 78+ سُٰٰئ) رعش یھ تحت ۸ تولّد صورة 4. 


ولکن المتجھات ۸٥,‏ ر۸. ۸٥,‏ هي أعمدة ۸: 
a,‏ ھ چھ ں8 7 يه ,@ @ :84 A,‏ وھ ھا 
۷8ا ٹ | bı bı b, (0_b: a‏ دل (8/اٹ وف |4 
ئ( vh e,‏ د | و e e‏ |4 3 ود وت * 
ھا 7۷۷ھ ہہ dı‏ هأ dı dı dı 4 dı d dl"‏ 


إذن, تکون صورة ۸ الفضاء العمودي ل 4. 

ملاحظة: نؤكد أنه إذا كانت 4 أي مصفوفة 108 فوق حقل 26 فإننا ننظر إلى ۸ کتطبیق خطی “× ”× :4 حيث 
تكتب المتجهات في شكل أعمدة. وفي هذه الحالة, تكون صورة ۸ الفضاء العمودي لہ ۸. من جهة أخرى؛ تنظر بعض 
النصوص إلى 4 على انها تطبيق خطي “م "۸ :4 حيث تكتب المتجهات في شكل صفوف؛ وهناك؛ تكون صورة 
۸ الفضاء الصفّی لت ۸. 

لنفترض أن 7 ذى بعد منته وأن ل +۷ :۴ تطبیق خطي. بیّن أن بعد ۶ منتہ ران .dim{lm PD < dim V‏ 


© لنفترض أن ۸= ۷ نل ران ۷ زل < (۴ "1) صل يوجد عندشذ 





ت 61055 ہے ۷سي صسم٭ تکون 

مستقلة خطياً لتك ,,ا.....ر37.9 متجھات في ۷ بحیٹ ان ,8 - 5000 لنفترض أن 0× ریگ یھ +..+ ۷رت إذنء 
Fv tat‏ رد لي ليه > لبو بيه + ارم - (5)0 > 0. بما أن ال مستقلة 

خطياً. فإن 0= ...0= ,4 وبذلك: تكون ...برا۷ مستقلة خطياً. يناقض هذا حقيقة أن =٣‏ ۷ صنل. اذن: 
.dim (Im F) < dim V‏ 


nı Fag) 4W, +... a 


: لیکن ۷ منته البعد, ولیکن لا +-۴:۷ تطبيقاً خطياً. إذن 
dim V= dim(Ker F) + dim(lm F)‏ 


مبرهنة 2.10 


[أي أن مجموع بعدي الصورة والنواة لتطبيق خطي يساوي بعد نطاقه]. 


66.10 


67.18 


68.10 


69.10 


70.10 


7110 


72.10 
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أت و 2,169: 
ا لنفتصرض آن {WW} ùiy dim(Ker F) =r‏ قساعدة لہ ۴ K۲‏ ولنفتسرض ان := (۴ dr) ٤0‏ وان 
ارا را) قاعدة ل 1"۴ [من المسالة 65.10 نعرف أن بعد 11116 منته]. بما أن 158 © ل فإنه توجد متجهان 
,۷-.۷ في لا بحيث أن پک )...سن <  .6)۷(‏ إننا شعي بان المجموعة ۷ر۷ ۷,...۷) سح 8 نشكل قاعدة 

ل ل, أي أن () 8 تولد « و (11) 8 مستقلة خطبساً. إذا نحن بسرهئسا على )وى( فإن 
dim V = r + s = dim{Ker F) + dim(l]m FP)‏ 


1 


() 8 تولد ۷ لیکن ۷6۷ إذن 1817© 500. بما أن إنا نولّد ۳۴ا فإنه توجد سلمیات پھا ں٥‏ بحبث أن 


2 +4 ,2 = (۴)۷۔ نشسسع ن ¬ ,بار + ات ناه د إذن 





F(O) = Rau, 4 + au, = v0) = a, Fv) +° + a,F(o,) = F(0) = au, FF au, = F(u) =0 

وبذلك. ۴ ۴۲ € ۷۔ ہما آنا ,۷ تولّد 5[ 5۲ء فانه توجد سآميات ,ط,..., ,8 بحيث أن تد سيرع جد + + يسمت رط + + س م کا ن 
ينتج عن ذلك أن ارط حت برط ۷ ۳.٣‏ ,۷ = ۷. إذن, 8 تولّد ۷ 
09 سفق شيا ننفترمن آن 

20 xw oF xw, یہر‎ ٠+ 0ے تر‎ 

حیث ×6 لا إذن 

(2) 0x FO) = Fw, 4 + xw, Fy FF y= x Fw) 4 ° + x, FO) + Y (Fu) + °F y,Fle,) 
و ,»= (۴)۷. التعويض في (2) يعطى 0 > ناولا + ...+ رنارلا‎ w, € KerF لان‎ Fw” =0 وک‎ 

جما أن ال ,نا مستقلة خطياً فإن 0= ل. التعويض في (1) يعطى 0= ,۷× 1.۳ ۷× 


ہما أن ال ۷ مستقلة خطياًء فإن كل 0= ,×. إذن. 8 مستقلة خطیاً 





عزف رتبة تطبيق خطي ل ج۷ :۴ . 

8 عرف رتبة ۴ بأنها صورت؛ اي ان( )صا < (©) عاص 

عرف صفرية تطبيق خطي ل ج۷ :۴ 

® مُعرّف مصفریةء ۶ باٹھا بعد نواته؛ آي ن (۴ ۸۵) ال = (۴) yازلسم.‏ 

اعد صياغة مبرهنة 2.10 باستخدام الاصطلاحات أعلاه. 

8 مبرهنة 2.10 لیکن / ح۴۰۱۷ تطبيقاً خطيا حیث ۷ منته البعد. إذن بعد (نطاق ۴) = صفرية () + ركبة (8) 

[حيث 5 0070 هو النطاق ۷ ل ۶] 

کانت رتبة مصفوفة A‏ تُعوّف أصلاً بأنها بعد قضاء ھ العمودي وبعد فضاءها أ المسفي كيف يرتبط هذا التمريف بتعريف الرتبة 

غي المسالة ۹67.10 

8 التعريفان يعطيان كلاهما نفس القيمة لأن صورة ۸ هي فضاء ۸ العمودي 

لیکن ۴:۷ و ¥ +10 :© خطیین. بین ان ٥۵۸۴۷‏ > (0۹۶) لص 

ال ہما ان لا (/5)0, فإنه يكون أيضاً لدینا (2ا) 6‏ (6)6)۷. وبذلك یکون (6)10 ۵10 > ((۴۷) 6 0ا41 إذن, 
rank(G°F) = dim((G°F)(V)) = dim(G(F(V)) < dim G(U) # rank G‏ 

.rank(G°F) x rank F خطيين. بيّن أن‎ 6: 1-+W لبکن € +¬-۴:۷ و‎ 

8 لدینا (۴)۷ صل > ((0)۴)ل. وبالنالي 


rank(G°F) = dim((O°F(V)) = dim(G(F(V))) < dim F(V) = rank F 





4 تا التطبیقات 


0 لنفترض أن ا + : خطي بنواة ۷ وآن نا - (500. بین ان (۷ 6 سنس + ۷) = ۷ + ۷ قبل الصورة ل ١‏ أي أن 
۷ ٭ > .٤')0(‏ [تعرف المجموعة ۷ + ۷ بالمجموعة المصاحبة ل ۷]. 3 
* يجب آن نثبت أن ز( ۷۷+ بت Fu)‏ و .v + W C(0) (iD‏ تبرهىن أولاً (). لنفترض آن ٢')0(‏ > '۷. إذن 
باع (500. وبذلك 0 ع زم - ع زر “موق أي أن ‏ ۷۷-۷۷۷ إئن 
v= v + (¥ ~v) Ev FW‏ وبالتالي ۷۷۲+ ٣‏ (ہ)' ۶ 
نبرهن الآن (11) لنفترض أن ۷+ 6۷ '۷. إذن سw+۷=‏ ”۷ حيث 6۷ س. بما أن ۷ نواة f‏ إذن 0= (س) 
ينتج عن ذلك أن Fv + Ww) = fv) + fw) = fv) + O = fv) = u‏ = (۶0)۷1۔ إذن, () 6۴ -v'‏ وبذلك (30 7ب ۷+۷۷ 





0 حساب نواة وصورة تطبيق خطي 

0 لیکن 8+۸ :۴ التطبيق الخطي المعرّف بواسطة 30 - 38 + بر+ برئع ¬ 2۶ + ا + ی + ر ») = (اورر)۴۔ اوجد 
قاعدة الصورة 0 أ ! وكذلك بعدها 
ةا نوجد صورة قاعدة المتجهات المعتادة ل 84: 


F(0,0,1,0) = (1,2,3) F(0,1,0,0) = (1,0,1) F(1,0,0,0) = (1,1,1) 
F(0, 0,0,1) = (1, ~1, =3) 


إن المتجهات الصورة تولّد لا نكوّن بالتالي المصفوفة التي صفوفها هذه المتجهات الصورة: ثم نختزلها صفياً إلى شكل درجي: 





11 1 1 1 1 کر 
1 0 1 2 1 0 012 
3 2 1 إلى |2 , ما لك إن وه 
358 1-11 4- 2- 0 0 0 0 


وبذلك. تكون (۔(2,ا,0).,(ا,ا,!)) قاعدة ل لاء وبالتائي. 2 = لا صا 
0 أوجد قاعدة للنواة 1#. وكذلك بعدهاء للتطبيق 7 في المسألة 74.10 
8# نضع 0= ۴)۷ حیٹ ‏ (2ھ5۵۷) ع ۷: 
t,x + y +38 ~38) = (0,0,0)‏ - یچ +یرے +ر ++ر- )0طز ا 


نساوي بين المركبات المتقابلةہ فنکوّن المنظومة التالية التي یکون فضاڑھا الحلّي النواۃ ۷ ل ۴: 





x~y+s+ (=0 x=py+ s+ tm0 x~py+ s+ وص‎ 
يجام اأق 4-2 جبر آر 0ےل دیز‎ 
2y +28 - 44-0 x+y +38 -31=0 


المتغيران الحرّان هما 8 و وبالتالي, 2= W‏ "ال نضب 
(0 ادي ١0‏ فنحصل على الحل (1,0-.2,1). 
(ب) 1= 5-0 فتحصل على الحل (1,2,0,1). 
وبذلك. تكون ((1,0(,)1,2,0,1-,2,1)) قاعدة ل ۷. [لاحظ أن 4= 2+2 = din W‏ + لا .dum‏ وهو بعد النطاق 84 
[FJ‏ 
0 لیکن 8 +*8 :7 الفضاء الخطي المعرّف بواسطة (22 - لإ + × .2 + لر ,2 - ر2 + ) = (عررب»)1. أوجد قاعدة الصورة 
لآ ل , وكذلك بعدها. 
# نبحث عن صورة المتجهات التي تولّد النطاق *8: 
T(1,0,0)= (1,0,1) T(0,1,0)# (2,1,1) T(0,0,1) = (1,1, ~2)‏ 
هذه الصورة تولد الصورة لا ل ١؛‏ فنکون بالتالي المصفوفة التي صفوفها المتجهات الصورة: ثم نختزلها صقيا إلى شكل 
درجي 
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E EA 194‏ ہو رو 
3 42 -2 إلى 5 1 ٢‏ إلى 1- 0 
2- 1 1“ لئ 6-0-8 


وبذلك. تكون ((1-,1,0,1(,)0,1)) قامدة لہ تا إذن. 2= ل صا 


89 اوجد قاعدة للنواة ۷ للتطبيق ١‏ في المسالة 76.10, وكذلك يُقدها 








8 انضسع 1000-20 حيسف (2,1,2) 
المركبات المتقابلةہ فنكوّن المنظومة المتجانسة التي یکون فضاڑھا الحلّي النواۃ 1۷۷ 77 


۷ (0,4,0) > 227 اس برع دبع ل ,2 م ٣) 2( = )» + 2y‏ نسساوی بيسن 





ئید ایر ید ۵ع - پروھے 
ار ۰ 7۰+27 0ھ ج- رو + سر 
وعم بير او أ 00001 
E FSU‏ 2 
المتغير الحرٌ الوحيد هى 2؛ إذن ! - للا «آل. نضع z=!‏ إذن اسر و3=» وبذلك. يكون ((11-,0) 


قاعدة ل ۷. [لاحط أن 3ع | + 2 - لاسأ + لا ولك وهي بُْد النطاق *8 ل 7] 
0 لیکن ۴:88 معزفاً بواسطة (2- ر4 + 382 ,20 - 2y - 32, 2× + 2y‏ + × روج نوج )= )۴ أوجد قاعدة 
لصورة #, وكذلك بُعْدها. 
8 نجد أولاً صورة المتجهات التي تولّد النطاق 82 لہ ۴: 
F(0,1,0) = (1.2,3,4) FO,0,0) = (1,1,2,3)‏ (1-,2-.3-,1) ٭ھ زارممم 
[المتجهات الصورة الثلاثة تولّد 8 10]. نكوّن المصفوفة التي صفوفها المتجهات الصورةء ثم نختزلها إلى شكل درجي 


و کو ور EH‏ و و E‏ 9 
۹ 3 2 0 إلى 1 1 1 0|] إلى [1 06011 
j1 «3 “2 -1‏ 4 4- 4- 0 0000 


وبذلك. تكون ((1,1,23(,)0,1,1,1)) قاعدة ل ۴[ ويكون 2 = dim(lm F)‏ 


0 اوجد قاعدة لنواة التطبيق ۴ في المسالة 78.10ء وكذلك بُکُدھا۔ 





ثم نحل المنظومة المتجانسة: ‏ ,32 - ر2 +4 × ,2+ + Fy oz) * («x‏ 





8 نضع 0= ۴)۷ حيث (2رلبx‏ 
3y ¬ 22,3% + 4y ¬ 2( = )0,0,0,0(‏ + 2 وبذلك. 





0مع بير بير 2=0 رمعم 

0ئ 32 - پر2 + بر 5 0ے چھ- پر 1 
رک تو و ا اد 420ر ۶ 
0ج سر د3 0د چھ - رز 


المتغير الحرّ الوحيد هو 2ء إذن !1-(010066:5. نضع 2-1 فتحصل على 4ر و5-=» وبذلك, تكون 
((ا,5,4-)) قاعدة Ker F Û‏ 


المسائل 85.10-80.10 تتعلق بالتطبيق المصفوفيين ۸ج ' 8R‏ :4 و ۴+ ۸ :8 المعرّفين بالمصفوفتين 
RC E‏ 2 م 
2- 5 3 ۸۱ 8 3 ٭ 7 
3- 13 8 3 1“ 2- 
0 آوجد بعد صورة ۸ء وكذلك قاهدة لها 


# إن الفضاء العمودي ل 4 يساوي ۸ "!]. لذلك. نختزل "۸ إلى شكل درجي 


EEE 
ہاب ہہ‎ 


3 11 3 11 3 
8 3 2| 2 1 0 2 
ا 5 4-3 لضف إه 2 وا الى |0 
1 03 0 


6 ٦ا‏ التطبيقات 


81.10 


82.10 


83,10 


84.10 


86.10 


وبذلك. تكون ((1,1,3(,)0,1,2)) قاعدۃ لہ ۸ ۳آ ویکون 2 ٭ (ھ 1ة 
أوجد بعد نواة التطبيق المصفوفي ۸. 
8# إن نطاق ۸ هو *8؛ وبالتالي» 4= (8 :0100)00. نجد من مبرهنة 2.10 أن 
.dim(Ker A) = dim(Dom A) ¬ dim(lm A) = 4-2 = 2‏ 
أوجد قاهدة لنواة التطبيق المصفوفي 4. 
8 نضع (8600 0 حيث (20,لx)‏ = ۷ ثم نحل المنظومة المتجانسة 
3+ پر2 + پر N/T‏ 23 1 0 وس +32 x+2y+‏ 
00د سے ا0۰ في 52-2:50 + 3+ ر 
ہد-عکر+ ره دعقأ |3“ 13 8 3\ /0 0- 37- ج13 + بر8 + پر3 
إن مصفوفة المعاملات للمنظومة المتجانسة هي المصفوفة المعطاة ۸. نختزل ۸ إلی شكل درجي: 
1 3 2 1 2 2 1 جج 
مم إلى 5 2 1 ( إلى 5 2 1 ( او ا 
6- 4 2 0 6 0 0 0 
المتغیران الحرّان هما * ى !. نضع () 2-1, 0= فنحصل علی الحل (2,1,0-,1) و ([) 0× ٢1‏ فنحصل 
على الحل (7,3,0,1-). إئن, (2,1,0-,1) و (7,3,0,1-) یشکلان قاعدة من أجل dim(Ker A) =2 j|] .Ker4‏ 
كما كان متوقعاً]. 
أوجد بُعْد نوأة التطبيق المصفوفى 8؛ وكذلك قاعدة لها. 
لا نختزل 8 إلى شكل درجي للحصول على المنظومة المتجانسة المقابلة ل 8 مع: 
5 2 1 ں1 ا 5 
| 5 3 )سم إلى 3 1- (o‏ إلى | 1 ( او ون 
م 1= 2- 6 3 0 0 0 0 0 
هناك متغیر حر واحد 2, وبذلك |= (۲8٥K)"اك.‏ نضع 2*1 فنحصل على الحل (2,1-,1-) الذي يشكل قاعدة 
.Ker B J‏ 
أوجد بُعْد صورة التطبيق المصفوفي 8. 
2ھ نطاق 8 هى 105 إذن ‏ 3 ت (8 سوط©)«1ل. وبذلك, 2 - ز - 3 د (ھ .dim(lm‏ 
أوجد قاعدة لصورة 8. 


8 نختزل 87 إلى شكل درجي: 


وس 0ق 1 23,2 1 
5 2 0 إلى 1-3 ( 
4- 13 0 6 0 0 


وبذلك, يشكل (2-,1,3) و (3-,0,1) قاعدة ل 111. [تتکون القاعدة, كما هو متوقع, من متجهين]. 





أوجد تطبيقاً خطياً ۴+ ”۸ :۶ تكون صورته مولّدة بواسطة (4-,1,2,0) او (3-,1-,2,0). 
8 لتكن القساعدة المعتادة ل e, =.(1,0,0( :R°‏ (0,!,0) > يع (0,0,1) 
(3-,1-,2,0) < (یع) 8ء نعرف, من مبرهنة 10.!, أن تطبيقاً خطياً 5 مثل هذا موجود ووحيد. بالإضافة إلى ذا 
تولّدها ال (5)6؛ وبالتالي. يكون ل ۴ الخاصية المطلوبة. نبحث عن صيغة عامة من أجل (2رلر)۴: 


F(x, y, 2)= F(xe, + ye + ze) = xF(e,) + yF(e,} + z2F(e,) 
1,2,0, =4) + y(2, 0, -1, -39 + 2(0, 0,0,0) 
= ) + ر3 - ج4 رر 2 ,ر2‎ 





6 تنضع 4-,1,2,0) - زعا 





8 فإن صورة‎ ٠ 
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0 اوجد تطبیقاً مصفوفیأً ۸<+-8 :4 تكون صورته مولّدة بواسطة المتجهين (4-,1,2,0) و (3-,1-.2.0. 


8 _ کن مصفوفة ۰.۸ 4×3 تتكوّن صفوفها من المتجهين المذكورين فقط؛ آي 


Ua 
|2 0 0 
A4=| 0 1 -1 
ےہ‎ -3 


تذکر ان ھ تحدد تطبيقاً خطيأ 8-۸ :4 تتولّد صورته بواسطة أعمدة 4. إذن» تحفق ۸ الشرط المطلوب. 
المسائل 91.10-88.10 تتعلق بالفضاء المتجهي ۷ للحدوديات الحقيقية ۴)0 من الدرجة 10 فأقل. والتطبيق الخطي 
لسعاي بك المعرّف بواسطة 4/4 أي المشتق الرابع. 


0 ما ھو ئقد ۹۷ 


۱ے ۷ جرز4, 
1 أوجد بُعْد “8 معء ركذلك قاعدة له. 
اھ يتكون 04 رهم من تلك الحدوديات التي درجتها 3 فاقل. وبذلك. تكون )١,:.+,۸۴(‏ قاعدة ل" K۲‏ ويكون 
4 ع ركم dim{Ker‏ 
09 ماهو بُعْد 24 صراء 
88 نجد من مبرهنة 2.10, أن 7ء 4۹-. ۱۱ھ زأطڑ ءمگمدطا -راط مجنا د ركه دمیھتھ۔ 
0 >اوجد قاعدۃة ل “ا 10 


8 إن المشتق الرأبع للحدوديات من الدرجة 10 أو أقل تعطي حدوديات من الدرجة 6 آو أقل. إذن, تشکل ٠.12,‏ 
قاعدة ل “2 لل 


0 تطبيقات خطية شانة أو غير شاذة تشاكلات تقابلية 
0 عزف التطبيقات الخطية الشاذة وغير ‏ الشاذة 
الا نقول عن تطبيق خطي /) ج-/1: آنه «شاذه إذا كانت صورة متجه غير صفري ما تساوي 0. اي إذا وجد ۷۷ 
بحیث 7*0 ولکن 0= (۴)۷. وبذلك, يكون /1ه/1:/ غير شاذ إذا كان 06۷ فقط هو الذي يبق إلى 1ا06 
أو ہشکل مکافیء إذا كانت نواته تتكون فقط من المتجه الصفري: (0) = ۲۴ه). 
0 لیکن ۸+۸8 :۴ تطبيق الإسقاط على المستوى × والمعرّف بواسطة (۷,0) = (2, )۴ هل 5 شاذ أم غير شاذہ 
8# ۴۲۴ شاذ لان المتجهات غير الصفر على محور -2 تطبق إلى 0 
06 لیکن F: R? ¬+ R°‏ التطبيق الخطي الذي يدير متجها حول محور -2 بزاوية 0 : 
F(x, y, z2) = (x cos @ ~~ y sin §, x sin @ + y cos 0, 2)‏ 
ھل ۴ شان آم غیر - شاذ؟ 
الا بما أن طول أي متجه لا يتغير تحت الدوران. فإن المتجه الصفري وحده الذي يطبق إلى المتجه الصفري. وبذلك, فإن 
تطبيق الدوران 1 يد شان. 9 0 : 
0 لیکن 87 ج+-*8:ي معرّفاً بواسطة (29 -«ر- 8 ع (بر.ع). هل 8 غير شاذه إذا كان الجواب لا. فأوجد ٢٥ے‏ 


بحيث أن 0= (۴)۷ 


٦ 8‏ التطبیقات 


8# نوجد Ke۲۴‏ بوضع 0= (۴)۷ حيث (لا,*) - 






و € 
0ھ بر2 - پر ا 0سر 


الحل الوحيد هو 0= »× .0= ل وبالتالي, يكون 5 غير شاذ. 


(0,0) = (ر2 - ,ر +) آو 


0 لیکن R +R‏ :6 معرّفاً بواسطة (ر6 ~ ×3 ,و4 - ٭2) = (ر)6. هل © غير شاذ؟ إذا ثم يكن الأمر كذلك. فأوجد 
0٥‏ ؛ بحیٹ آن 0= (6)۷. 
8 نضع )0,0( = G(xyy)‏ لزیجاد :Ker G‏ 


فو 5 و 20-40-0 0 0ع بر 
6y) = (0,0)‏ ¬ 4,3 - 2۴) وو مت بے ي ٤ے‏ وت 


للمنظومة حلول غير صفرية. أي أن لا متغير حرً؛ وبالتالي. يكون © شاناً لیکن 1 
وهو متجه غير صفري یحقق 0* (0)۷. 





۷= )-2,1( تحصل على الحل‎ ١ 


0 ليكن 8<- 8 :۸1 متزفاً براسطة (32 - 2y + 2, 2× + 2y‏ + ×22 - ر + ») = (2,ر)۴. هل ٤‏ غیر شاذ؟ إذا کان شادًا. 
آوچد ۷*0 بحیت 0٭ (100] 


:H(x,y.2) = (0,0,0) ضع‎ 8 


0ے جج - پر x+‏ 0ھ 2- پر+ پر 
2z, × + 2y + 2, 2× + 2y -32( = )0,0,0(‏ - ر + (x‏ أو z=0‏ بر بير آو 0× 32+بر 
0> ج3 - ر2 +2 2-0 


إن المنظومة الدرجية في شكل مثلثي. وبذلك فالحل الوحيد هو x=0‏ 0< ىہ 2=0. إذن, 1 غير شانة. 


0 لیکن 8+ ۴:8 معرّفاً بواسطة (2 - برك + برقع - 2y‏ + ×2 + و + ») = (عرر)۴. هل 8 غیر شاذ؟ إذا كان الجواب 
:00770+ 0= (۴)۷. 


8# نضع (0,0,0) = (2,ر,»)۴ فنحصل على المنظومة: 


0 سج پر x+‏ 0ع +ایر+ رد 5 
x +2y-2 =0‏ أو 22=0-ر أي وت 
2y -42 =0 3x +5y- 2 =0‏ 2 


ہما ان 2 متغیر حٌ, فإنه یکون للمنظومة حلٌ غير صفري, وبذلك یکون ۶ شادًا. نضع 1- * فنحصل على الحل غير - 
الصفري (3,2,1-) = ۷ بحيث أن 0- (80. 


المسالتان 100.10-99.10 تتعلقان بالفضاء المتجھي ۷ للحدودیات الحقيقية (في المتغير ؛). 
9 لیکن ۷+۰۷ :“۵ تطبيق المشتق النونيء أي ۵/٦0"‏ - )”ا (حيث 0<ئ)۔ ھل "ا شاذ آم غیر- شاذ: 
8 ہما آن مشتق حدودیة ثابتة غیر صفریة 1< 100 (حيث )K*0‏ يساوي صفراً فإن ٥"‏ يكون شاذاً من أجل کل 8۔ 
90 لیکن ۷.-0:۷ التطبيق الخطي الذي يضرب حدردية في 24 أي (110 > (0010. هل 0 شاذ أم غير شاذ؟ 
8 إذا 20 ۴0 فإن 0 * )424 وبالتائي, یکون ٥‏ غير شاذ. 
80 النفترض أن تطبيقاً / +لماآ 6م يكون واحداً - لواحد. بيّن أن © غير شاذ. 
8 بما أن ۴ خطيء إذن (0) > (5)0. وبما أنه واحد ‏ لواحد, فان “7 ©0 وحده هو الذي يطبق إلى نا © 0؛ أي أن 
.Ker ۴ = )0(‏ وبذللكء یکون ٣۴‏ غیر شاذ. 
0 نفترض آن ل ج۷ :۴ غیر شاذ۔ بیّن أن ‏ واحد - واحد. 


8 النفترض أن (۴)۷ = (۴)۷؛ إذن۔ 0= (۴)۷ - (۴)۷ = w(‏ - ۴۷ وبذلك. ۸er۴‏ © ×٭ - ۷ ولکن ‏ غير شاف 


103.10 


104.10 


105.10 


106.10 


107.10 


108.10 


109.10 


110.10 


111.10 
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أي أن 0= 6۲۴)؛ وبالتالي 0= ۷-۷ او س 
لواحد. 
أعط مثالاً لتطبق غير خطي ا ۴:۲ بحیٹ ان (0) = (۴)۵ ولکن ۲۳ لیس واحداً۔ لواحد 


لیکن ۴+-۴:۸8 معرّفاً بواسطة × = (۴)۸ إذن (0) = (0) ۴7 ولكن 4= (2-)۴ = (2)م, اي ان ۴ ليس 
واحداً ۔ لواحد 


۷ إنن, (۴)۷ = (۴)۷ يقتضي ۷ء ۷؛ وهذا يعني أن 2 واحد - 


لنفترض ان ل ج۷ :۴ خطي وآن 7 منته البعد. بِيّن أنه يكون ل ۷ وصورة ۴ نفس البعد إذا وفقط إذا کان ۶ غير شاذ 

8 نعرف, من مبرهنة 2.10 أن (۴ )ل + (۴ )اف = ۷ نف وبالتالي یکون ل ۷ و ۴ "1 نفس البعد إذا وفقط 
إذا 5-0 عك)سنك أى (0) = Ker F‏ أي إذا وفقط إذا کان ۴ غير شاذ. 

عّن كل التطبيقات الخطية غير الشاذة 8ه “7:8 . 

8ه بما أن 8 ال أصغر من ۸٣‏ صنل فيكون لدينا أن (107) 8۵1:0 أصغر من بُعْد نطاق 24 ل 1. ينتج عن ذلك أنه لا 
يمكن لأي تطبيق خطي 8+ 7:۸ أن يكون غير شاذ. 

لتكن 4 مصفوفة مربعة -0 فوق حقلٍ £ [وهي تعرّف تطبيقاً خطياً ”۸ + "£ :4]. نقول عن المصفوفة ۸ أنها غير - شاذة إذا 
.det {A} ۵‏ بين توافق تعريفي عدم الشذوذ 

mM‏ يكون لدينا 0 * (061)8 إذا وفقط إذا لم يكن للمنظومة المتجاسة 88-0 إلا الحل الصفري فقطء إذا وفقط إذا 
.K#۲ ۸ = )0(‏ وبذلك. يتوافق التعريفان. 

بین أنه كان / د۷ :۴ خطیاً وَيُطَبّقَ مجموعات مستقلة إلى مجموعات مستقلة, فان ۴ یکون غير شان. 

8 لنفترض ان 6۷ ۷ غير صفري» إذن (۷) مستقلة؛ وبالتالي» تكون (۴)۷) مستقلة. إذن, 0 (). ينتج عن 
ذلك ان ۴ غير شان 

مبرهنة 18.3: لنفترض ان تطبيقاً خطي 0 =۷ :۴ یکون غير شائٌ. إذنء صورة أي مجموعة مستقلة خطياً تكون مستقلة خطیاً 
أثبت مبرهنة 3.10 

8 لنفترض أن پ۷,... ٦(۷‏ متجھات مستقلة خطیاً سوف نبین آن المتجھات ‏ ل,7)۷,...,(ي۴۲۷,(,5)۷ تکون مستقلة هي 
فبا لنفتسرض أن 0 ليه +...+ (ی۷)آیي + (۷) پ۵ حيست 86۴ بماان ۴ خي فسان 
0 ۷ص۵ +..۰+ راید +۷,۰ك۴)۵: وبالتالي» تنتمي ‏ 0 > يليه +...+ رلاية + لابه إلى 8ع . ولكن 5 غير شان آي 
أن (0) <۲ ۲٥گا؛‏ وبالتالي 0× ۷ب٥‏ +...+ يلاية + ۷ر٥‏ بما أن ال ۷ مستقلة خطياً تكون كل ال ,2 صفرية. ينتج عن 
ذلك أن ال (500 مستقلة خطياً. وهكذا يكمل البرهان 

لنفترض أن لا ذى بُعْد منته وان لآ اك > 410۷. بین آن تطبیقاً خطیاً ۴:۷1 يكون غير شاذ إذا وفقط إذا کان ۴ 
غامراً أي يطبق لا فوق [ا. 

8ه لديناء من مبرهنة 3.۱0, آن (۴ din)!"‏ + )۴ معكل)صال ع (لا)سرذك. ولذلك. يكون © غامراً إذا وفقط إذا in F =U‏ 
إذا وفقط إذا ۷ ٥ة‏ > ذا صنه > (5 ۵:007 إذا رفقط إذا 0 = dim)KerF)‏ إذا وفقط إذا كان ۶ غير شان 

أعط مثالاً لتطبيق خطي ۴:۷-۷ يكون فوقياً ولكنه لا يكون غير شاذ. [نعرف. من مسالة ۱09.10ء لا يمكن أن يكون ٠7‏ ذا 
بعد منته] 

8 ليكن ۷ الفضاء المتجهي للحدوديات ()1. نفترض أنْ ۷+-۷ :0 التطبيق المشتق أي 4/14 *(/)2. إذن يكون تا 
فوقیاً لکن غير شان 


أعط مثالاً لتطبيق خطي ۷۲+۷ :©0 غير شاذ لكن لیس فوقیاً [من المسالة ۱09.10ء ليس لها بُعْد منته]. 


0 تا التطبیقات 


112.10 


113.10 


114.10 


115.10 


116.10 


70 


118.10 


8 ليكن 7 الفضاء المنجهي اللصدودیات (00. ولکن 6:۷+۷ التطبیق الخطي الذي يضرب حسدودية في » أي 
7 > (()/)6. إذن. یکون 6 غیر شاذہ ولكن ليس فوقياً. 

عرّف تشاكلاً تقابلياً لفضاء متجهي. 

8 يطلق على تطبيق ۲ص۷ :7 إسم تشاكل تقابلي إذا كان 5 خطياًء وإذا كان 8 تطبيقاً تقابلياً (ني واحداً ‏ لواحد وفوقيا). 
[في هذه الحالة, يكون ل ۶ معكوس ۷ج :88 وبذلك نقول عن " أنه عكوس]. 

عرّف فضاءات متجهية متشاكلة تقابليآ 

8 نقول أن فضاء متجهياً لا متشاكل تقابلباً مع فضاء متجهي لاء ونكتب لا ۷ء إذا كان يوجد تشاكل تقابلي 
٢‏ ص7:۷ 


لنفترض أن ۷ فضاء منجهي فوق حقل کا وان هع ۷ 81:1. بین ان گے ۷ 

8 لتكن ل ۷رر «رس) قاعدة ل ۷. ولئرمز ب [۷) لإحدائيات ۷6۷ نسبة إلى القاعدة المعطاة. إذن. التطبيق 

+۷ :۴ المعرّف بواسطة [۷] = (۴)۷ يكون تشاكلاً تقابلیاً۔ وبذلكاء ")= ۷ 

مبرهذة 0 لیکن ۷ ذا بعد منته. و لا زل = ۷ 418. ولنفترض ان 7:۷7 تطبيق خطي. إذن, یکون 7 تشاکلاً 
تقابلياً إذا وفقط إذا کان ۴ غير شاذ. 

اثبت مبرهنة 4.10. 

8 إذا كان 5 تشاكلاً تقابلیاً فإن 0 وحده يطبق على 0 وبذلك يكون 7 غير شاذ. لنفترض أن 1 غير شان. إذن,» 

0ع 9 .dim)Ker‏ نج من مبرھنة 2.10, أ dim ¥ = dim(Ker F) + dim(Im F)‏ ویسسذلسل, 

dim U = dim V = dimdlm F)‏ ہما آن لا له بعد مننهء فإن 1ا۴٢‏ وبذلك بکون ۴ غامراً۔ إذن. یکون ۴ واحدا۔ 

لواحد وفوقياً في آن معاً أي أنه تشاكل تقابلي. 

إن التطبيق الخطي 8+ ”۴:۸ المعرّف بواسطة (و2 - عرلا »)= (ر×)۴ غير شاد (مسالة 95.10]. أوجد صيغة 

م 

8# نضع (طيه) > ۱ظ [وبذلك (زي») ع (طم'۶]: 


xy =a 1 x y=a 
~y=b-a ™* ےوہ‎ 


نحل من أجل × و لإ بدلالة ۵ و ا فنحصل على طا- 28 > م 8-8 70+  ٔ‏ ھیٰ۰و), 
مكافيء] ‏ [(لات رر = ٭2) = )!77 


0 پ,۰ی 





إن التطبيق الخطي R7 +R‏ :6 المعرّف بواسطة (ر + 2,3 - يربو + ») > (۷,۷) ٣‏ غبر شاذ. اوجد صیغة من آجل '-5. 
اھ رغم أن 6 غير شاذ, إلا أنه ليس عكوساً لان ل 8 و ۸ بعدين مختلفين. [لذلك. فإن مبرهنة 4.10 لا تنطبق هنا]. ينتج 
عن ذلك آن ۴ غیر موجود. 
إن التطبيق الخطي R + R7‏ :1 المعرف بواسطة (32 - ر2 + 2,2۸ + 2y‏ + 22۸ ~ بر + ») = (2,ر)۴۸ غیر شاذ (مسالة 
0 أوجد صيغة من أجل ا87 
8 ضم (عرطبة) > (2رو»)14 ثم نحل من أجل × ۶,۷ بدلالة 8, ط٤‏ 

ہے 22 ۔ ار +ر 22-6 ر+ار 


ور ےج x+2y+‏ أن وع ج3 + ز 
ےم سج3 - 2+27 20 ےم ےج 





تحسسل مسسن آجچسسل 2,7,۴ فتحصسل علسی ع5 + X= — gab‏ 36 - 5+ و5 سد 2+6 





إذن: 
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3c, —2a +c)‏ ط+وة 5 + ط- هق8-) ع (عرطية)!- 11 أى نستبدل ۴ لاه 2 ب 4, , © على الترتيب: فنحصل على 
(8x ~y + S4, 5% +Y ~32, 28+ 2(‏ = ري رادار 
المسائل 121,10-119.10 تبين أن العلاقة لا 37 للتشاكل التقابلي للفضاءات المتجهية هي علاقة تكافق, أي أنها إنعكاسية 
وتناظرية ومتعدية. 


119.10 بِيّن أن > إنمكاسية أي أن ۷= ۷ من أجل لي فضاء متجهي 7. 


#8 إن التطبيق المحايد 1:۷-۷ خطلي وتقابلي واحد - لواحدہ أي تشاكل تقابلي من أجل أي فضاء متجهي ۷. 
0 بين أن = متناظرة آي أنه إذا نا ۷, إنن ۷- تا۔ 


# لنفترض أن لات۷ ران لا ۴:۷ تشاکل تقابلي. نعرف, من مسالة 30.10 أن '-8 خطي أيضاً. كما أن 8-١‏ 
تقابل واحد ‏ لواحد. إذن, ۷+-/ :۶7 تشاكل تقابلي وبذلك یکون ۷ء تا۔ 


120 بین ان < متعدية؛ أي اله إذا لا= ۷ و ۷لا إذن لاع بر 


8 لنفترض أن ا۷ و ۷ء ۷, مثلا اج :/ و ۷ح0 :6 تشاکلان تقاہلیان. ہما أن ۶ و 0 تقابلان واحد - 
لواحد. فإن الأمر يكون كذلك أيضاً من أجل التركيب ۴ نعرف: من مسالة 47.10 أن 6008 خطّيء لآن 1 و 0 خَطيان 
وبذلك. يكون ۱۷ى0+7:۷ تشاکلان تقابلیان؛ إنن ۷ء ۷ 


0 تطبيقات في الهندسية, مجموعات محدّبة 
يفترض هذا القسم أن كل الفضاءات المتجهية معرّفة على الحقل الحقيقي #. 
0 لیکن ۷ و عن ين في 9. تعرّف القطعة اله تقيمة مآ من 7 إلى ۷ ٢+‏ بانھا مجموعة المتجھات ۷٢۱۷‏ من أجل 
1 [أنظر شكل 1-10]. صف النقطة التي على (أ) منتصف المسافة بين ۷ و ۷ + ۷ (ب) ثلث المسافة بین ۷ 
و ٭+ ۷ (ج) ثلاثة أرباع المسافة بين ۷ و 8« + 0,. 
۲ () نضع 1/2 -) لنحصل على النقطة 1/2 ٠+‏ التي على منتصف المسافة بين ۷ و ٭ +۷ 
(ب) نضع ١1/3‏ لنحصل على النقطة 1/3۷ + ۷ التي على ثلث المسافة من ۷ إلى +۷ 


(ج) نضع ٣-34‏ لنحصل علی النقطلة ۷ 3/4 + ۷ التي على ثلاثة أرباع المسافة من ۷ إلى « + ا 


وت 


شکل 1-10 





المسائل 25.10-123.10! تتعلق بالقطعة المستقيمة بين ٢‏ و ن. 


2 تا التطبيقات 
0 بين أن دآ تتكون من النقط 8+ 090 -1) من أجل 1 >> 0. 
8 لیکسن ۷ تع 8«. إذن, ۷+ ۷< تا نعسسرف من مسألة 122.10 أن .1 تتكون مسن النقط 
tu‏ + بوم ع ]( = (U — V) = yv + fU tv‏ لدعم V + {Ww‏ من أجل 1>»1> 0. 
| »ة»> 0 


بين أن بآ تتكون من النقط س( - 1) + ۷۾ من أجل 
الدينا أيضاً أن 1> 85> 0 عندما 4>1> 0. وبذلك, تتكون .1 من النقط 





124.10 
اھ لیکن ۱-٢‏ إذنء ٭ . 
اھ ~ 1( + sv = sv‏ 0 + (1-81) من آجل ۱> >0 
0 بين أن ا تتكون من التقط دارا + ارا من أجل 1 يا + رلء 0< را 0<ياء 
1> > 0 فى)- اعديا. وبذلك 


8 ننفترض ۱× یا+ با 60« 20 إذن 
نال 4 ۱)+ ۷اد نیا +۷با وبالتساليء تنتسي لار + 1,7 إلسى [ (المسالة 124.10). بالعكسء ليكن أي عنصر 
sy + (1 ~ su‏ فسي .1 ضع وھ وو۔ا!ء پا إذن F(T ~~ su # fv + tu‏ 0۷ كماان ۱!٭یا+یا 
و 1>0 و60 را 

لیکن لا < ۴:۷ تطبيقاً خطياً. بيّن ان الصورة (ا)۴ لقطعة مستقيمة ء1 في ۷ تكون قطعة مستقيمة في لا. 


126.10 
8 لنفتسرض أن ا قطعة مستقيمة بين ۷ و ناء إذن. تتكسون ءا من النقسط ار + ۷ا حيث ,)ا ى را غير مسالبتيسن 
إذن, تتكون ()5 من النقط (0)يا + F(t, v + tyu) = t, FV)‏ وهي قطعة مستقيمة بین ۴)۷ و ۴)0 





0 عزف مجموعة محدّبة. 
E‏ نقول عن مجموعة جزئية × في فضاء متجهي ۷ أنها «محدبة» إذا كانت القطعة المستقيمة .! بين أي نقطتين (متجهين 


“ا © ۴,۵ تقع بالكامل في ×. 
هل المساحة المستطيلة × في شکل 2-10 (أ) محدّبة؟ 


128.10 
الا نعم لأن القطعة المستقيمة بين أي نقطتين ا © 28,0 محتواة في 24 
90 هل المساحة الاهليلجية (قطع ناقص) لا في الشكل 2-10 (ب) محدّبة؟ 


# نعم, لان القطعة المستقيمة بین أي نقطتین لا © ۲,0 تواة فی ¥. 
۳ 5 کی ای محنواة في 


0 هل المساحة 2 التي على شكل لا في شكل 2-10 (ج) محدَّبة؟ 
8 لہ لائہ (وکما موضح بالشكل) ليس من الضروري أن تكون القطعة المستقيمة محتواة في 2 


× )0( » 


شكل 2-10 


0 اثبت أن تقاطع أي عدد من المجموعات المحدبة يكون محدّباً 
® لیکن (61 ن×) تجميعاً لمجموعات محدّبة؛ وليكن ,2,6 - لا. يلزمنا أن نبيّن أن لا محدّبة. لتكن لا © 8,0 
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ان ,×6 ۴,۵ من أجل كل 161. لتكن ا القطعة المستقيمة بين ۲ و ©. بما أن كل ,× محدبةء إذن ١‏ ىا من أجل 
كل 161 وبالتالي. ٣۷ا‏ وھذا یعني ان ۷ محدّبة. 
0 لیکن ۷ فضاء جزئياً في ۷۔ بین آن ۷ محذب 


# لیکن 6۷۷ ۷. إذن. tu + tv EW‏ من أجل كل ty ty ER‏ وبسالتاليء ty ٣۷‏ + ,1 سن ایق 
9ھ پاہا و ! ٭ پا +,+)۔ وبذك یکون ۷۷ محدّباً 


0 عرف البَسطة المحدبة لمجموعة جزثیة في فضاء متجھي ۷۔ 
# إن البسطة المحدّبة 160 لمجموعة جزئیة 6 في ۷ هي تقاطع كل المجموعات المحدبة التي تحتوي : [نعرف من 
المسالة 131.10 أن (1108 محدّبة] 

8 صف البسطة المحدّبة 11 لثلاثة متجهات 0 ۷, ۷ في ۷ 
تتكرن 11 من كل المتجهات ۷ا + ۷را + ارا حيث 0< 121+ را+ ,ا [ھندسیاً تكون 14 هي المثلث الذي 
رؤوسه نا ۷ ٣‏ کما موضح بالشکل 3-10]۔ 


شکل 3-10 





60 صف البسطة المحذبة 1 المتجھات ے۷ ...۷ص۷ في ۷. 
ل تتكون 11 من كل المتجهات 32ي4+.. * يليا + رلا حيث 0< والمجموع اع A, tt‏ 

0 النفترض أن 0ا +۷ :۴ تطبیقاً خطیاً وان × مجموعة جزئية محذبة في ×. بين آن الصورة ()۴ مجموعة جزئية محدّبة في 
3 
اھ لیکن 500 © يلا .بلا إذنء يوجد متجهان 76 إلا بحيث أن رلا = ۲)۷ ورا = (۴)۷. ہما ان محدّبة, 
إذن کل المتجھسات ولوأ + ,۷ر حيث 0<رار) و1 = ړا ره تنتصي ای وبالتسالسي» تنتمي المتجهات 
يلوا + بقارا = ر۷ ۴را + ۴۷ = (رلايا + ,1*0 إلى (506. وبذلك. تكون (۴)۸ محدبة۔ 

0 لیکن 87+ ۴:87 معرّفاً بواسطة (31 + «2,لا5 + 3) > (5)*,9. أوجد الصورة (505 لدائرة الوحدة 8 في 882. [تتكون 5 
من كل النقط التي تحقق =١‏ ”+ »] 
# تضم (0,) = جراط 


2 +Syms 3 (3x + Sy, 2x + 3y) = (8, 


2x +3yt 
لكل عن لجل کہ و لإ بدلالة ا فتحصل ملی 51+ 38- = »× 24-3= ل نعوض في 1= +× فتحصل على‎ 
وهي صورة 5 تحت 5. [لاحظ ان (۲)9 قطع ناقص (إهليلج)]‎ 1332 - 42۵) + 34y =1 اع 342 + و42 - 1362 أي‎ 
.8 أوجد قبل الصورة (871)5 من أجل التطبيق 5 في المسألة 137.10 ودائرة الوحدة‎ 0 


8 نضع 8,0 > (()ظ حيث 6S‏ 80 أي حيث 1ع )+62 تحصل على 28> 5 + رھ 6خ بر3 +2 
التعريض في 21+ 53 يعطينا 1ع 242 + بن42 + 3:2! وهي (87'5. [لاحظ أن (57105 قطبيع ناقص 


(امليلج)]. 


4 © التطبيقات 


139.10 


140.10 


141.10 


المسائل 141.10-139.10 تتعلق بالتطبيق الخطي ۸8+ ”۸ :6 المعرّفة بواسطة 
CG, y, 2) = (x Fy + z, y~ 22, y — 32)‏ 





وكرة الوحدة ر؟ في 8 التي تتكون من النقط التي + ر + 2 


أوجد الصورة (,6)5 لداترة الوحدة ,5. 





8 نضع (مہ) > G(,y,2)‏ 
سر سج + رھ بر 
(8 ,و ,م) = (32- بر ,22“ بروج + برج ع او ور 
3-٤‏ از 








نحسل من اجسل ۴ء لزه 2 بدلالة ۲ یا لئمصسل علسی 3٦‏ +49 ين 20 ۔ 38ے رر ٢‏ - و٣‏ نصوض فسي 
1ك 2 + 2+ 2 فنحصل على |= 1 - )+ 202 - و3) + 302 + وه - م., ٥ے‏ 42ز +3880 - عر ++ تقو ++ صع- کی 


تی 1ع ش14 + جبر38 س 6ر6 + 262 + بربرق - غير كلاهما (ي6)8. 

أوجد قبل الصورة (,71)5 © لكرة الوحدة ي5. 

8 ضع (م) > (#رلا,)0 یٿ ر3 6 لارقكا أى حيث ‏ [ 22 + 24+82 فتحصل على +ع ع + لإجين 
وک2 38 - ال نعوض في | = +82 +12 فتحصل على 1 322 - بن + 2202 - بن + 22 + پر )او 
زے قرو + 2ر8 - س2 + 37+ 0ھ + 2× وهي قبل الصورة رم٥‏ 

أوجد قبل - الصورة (#)'”6 حيث # المستوى 32-4 - 20 +2. 

8 نضع (۸۱) > (2ھ۷ن0)08 حیث 28-30-4 +۶ نحصل على + 2 + +« = 22> ل 32~ ل 
تعوض في 28-36-24 +4 فتحصيل على 4 (32- 300 - (22 - 20 + (2+ + ») أو 122=4- »× وهي 
(0!00. [لاحظ أن (07101 مستي هو أيضاً] 


الفصل 11 
نوات ان 





فضسا۔ ات 


1 عمليات التطبيقات الخطية 


11 


211 


411 


8.11 


عرّف جمع تطبيقين خطیین. 
# لفشرض ان ۷م ر /ا+-6:۷ تطبیقان خطیان لفضاءين متجهيين ۷ و لا شوق حقل 5. نعرّف المجموع 
۵ بانه التلبیق من ۷ إلی لا الذي یقرن (60 + 800 بکل 0 © 5 أي أن (00 + F + 6) = FV)‏ 
بین انه إذا کان ل 7:۷ ر 06:۷ خطیین, فان 6+ ۴ یکون خا 
8 لديناء من أجل أي متجهين 6۷ 0,۷. اي سلّمیین 5 6 ۾ ان 
bw) = Fav <+ bw) + G{av + bw)‏ + مه)(0 + {(F‏ 
(u) + bF(w) + aG(u) + BG(w)‏ 


(F(u) + G(u)) + b(F(w) + G(w)) 
= a(F + Gu) + b(F + GW) 





وبذلك, يكون ۴+6 خطیاً. 
عرّف جداء عدد سلّمي وتطبيق خطي. 


انفترض ان 5:14 تطبيق خطي لفضاءين متجهيين ۷ و لا فوق حقلٍ ك6. نعرّفه من أجل أي عدد 16 © , 
الجداء 8٤ا‏ بانه التطبيق من ۷ إلى ا الذي یقرن (۸۴)۷ بکل 6۷ ۷ أي أن (۷) ظا (0۶(0۷. 


بيّن أنه إذا کان لا ”۴:۷ . فان ۸۴ يكون خطیاً 
لا لديناء من أجل أي متجهين 6۷ ۴۷ وأي سلميين €۸ طره: 
{KF (au + bw) = kF(av + bw) = kK(aF(v) + bF(w)) = akfF(u) + bKF(w) = a(kF (u) + b(KF(w)‏ 
وبذلك. یکون ۴× خطیاً. 
المساشل 51 تتعلق بالتطبيقات الخطية 8> HR +R , GR 4R? , F:R‏ المعرّفة بواسطة 
2 + )دع رج رم G(xyy,z#) * (& ~ 2y)‏ ر H(xyy) = yD)‏ 


أوجد (6()0 + 5) حیث 2340ھ 

للا (2,10) ے (2,3-) + (47)ے (6)2,3,4 + (۶)2,3,4 ہ ربحت + رط ےھ زہزرق + ص۔ 

أوجد (38()۷) حيث (2,3,4) = ۷ 

(3F) = 3F(V) = 3F(2,3,4) = 3(4,7) = (12,21) 1# 

أوجد (560()۷ - 28) حیث (5.1.3) = س 

(AF — 5G(W) = 2F(w) — SG(w) = 2F(5.1,3) = 5G(5.1,3) = 2(10,4) ~ 5(2,1) = (20,8) + (~10, ~5) = (10,3) E 
.5 + 0 أوجد صيغة من أجل‎ 

(PF مع ما0 +٭‎ = F(xy,7) + Gxyy,2) = (x,y + 2) + (% ¬ (لارة‎ > (Gx = z2y +2) © 


أوجد صيغة من أجل 3۴. 


285 


266 


10.11 


111 


121 


13.11 


1411 


15.11 


1611 


111 


111 


19,11 


28.11 


2111 


22.11 


0 فضاءات التطبيقات الخطية 
ھ )32 + .GFK,Y,2) = 3F(x,y,2) = 32x,y,2) = (6x, 3y‏ 
أوجد صيغة من أجل 56 - 2۴ 
5(x ~ z, 5-5‏ ~ )2 + پر ج2)2 - (ھ ور ,50)0 - رھ ہر ,27)۷ = )2 (2F~ SGJ(x, y,‏ 
(22 + 3= ,+5 + × ~) = (ر5~ ,52 + ×+5-) + (22 + 2y‏ ,4) = 
آوجد (۸°۴)۷) حیٹ (2,3,4) = ۷. 
(HF) = H(F(V)) = H(F(2,3,4) = HQA,7) = 74) ©‏ 
أوجد صيغة من أجل 1°۴. 
{H°FJ(x,y,2) = H(F(y,z)) = H(Ax,y + z) = (y + 2x) 18‏ 
أوجد (110(00) حیٹ (2,3,4) = ۷. 
سھ ‏ )2-,3 = {H°GXV) = H(G(V)) = H(G(2,3,4)) = H(-2,3)‏ 
أوجد صيغة من أجل 4*6ل. 
(yx — 2) &@‏ = جورع - {H°GJ(x,y,2) = H(G(x,y,2)) = H(X‏ 
أوجد صيغة من أجل !8+ ٣۲‏ 
8 ۴+۸4 ليس معرّفاً لأن نطاقي ۴ و ۳ مختلفان. 
اوجد صيغة من أجل "6. 
٭ 0 لیس معزفاً لآن النطاق المصاحب ل 7 ليس نطاقاً ل 6. 
أوجد صيغة من اجل 581۔ 
ھا جوکیری ے وحیقڈے (ر81)3ک ہ (رںم‌ڑتاکگ۔ 
أوجد صیفة من اچل 11911 - 112. 
Hy) = (xy) ©‏ = ((ر06 7)0 د .H)»y(‏ بمعنى آخر, 1= ٨1‏ هو التطبيق المحايد على 8. 


المسسائل 28.11-19.11 تتعلسق بالتطبيقات ° + 8° :۴ ,› 6G: +R‏ و RR‏ المعرّفة 


بواسطة 


۔W‎ = )3,4,1( (رر×) والمتجهين (1,5-,4) » ۷ و‎ = )y,2×( عاتم‎ = (22,X ~ y) F(x,y,2) = (y,x + 2) 


.)۴+6()۷( أوجد‎ 
(F + Gu) = F(u) + G(u)= F(A, ~1, 5) + G(4, =1, 5) = (1,9) + (10, 5) = (9, 14) ل‎ 


اوجد (6()۷ +6), 

ھ دی ہ- (-ع + رض < رالد,3ق)6 + .(F + G)(w) = F(w) + G(w) = F(3,4,1)‏ 

أوجد صيغة من أجل 0 + 5. 

F F G(x,y,z2) = (۶۷9۷.2)ظ‎ + O(x,y,2) = (y,x + 2) + @z,x — y) ین ےہ‎ + 22,2x ~y +2) 9 


.(H1°۴()۷( أوجد‎ 


@ (2-,9) » ز(1,9-)11 لاس ليله 


21 


2411 


21 


27.11 


29.1 


3011 


3111 


321 
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أوجد صيغة من أجل HOF)(x,y,2) = H(F(x,y,2)) = Hy, + 2) = (« + 2,2y(‏ 
أوجد (4°6()۷). 
گا )1,4( = {H°G)(w) = H(G(w)) = H(GG,4,1) = H2,)‏ 
أوجد صيغة من أجل °6. 
ل عكر ع ع زر ,422ا = (H°OJ(x,Yy,2) = HGOG,y,2})‏ 
أوجد صيغة من أجل (6 + 7٥)‏ 
ا نستخدم المسالة 21.11: 
H(y + 22,2% ~ y +2) = (2% ~ y + 22y + 42)‏ ہ جع مہ + 1)0 ٭ مر عرتہ + کر 
آوجد صيغة 16 + 1°۴. قارن بالمساة 26.11 
8 نستخدم المسالتین 22.11 و 25.11: 
(2x <Y F 22 + 42)‏ <ھ (تقنا - HF + HOY, = (HOY, F (HOIK,Y,2) = (% + 22y)  )×‏ جد من 
المسألة (26.1, أن ۴۵ + HF + G) = HF‏ 
أوجد صيغة من أجل ۸°۳۸ = ۳7. 
8 (229) د H(x,y) = HHCG,y) = HO,2%)‏ 
مبرهنة 1.11: لتكن ۷, لا ۷ فضاءات متجهية فوق ۸. ولیکن ۴ و ۴ تطبيقين من ۷ إلى اء ولیکن 6 و ٴ0 تطبیقین من 
لا إلى ¥< XG + GFF = GF + GF Gi) !O%F +F') = GF + G°F' () jil k EK jly‏ 
Kk(G°F) = (kKG)°F = G%KP) (iii)‏ 
أثبت (1) في مبرهنة 1.11 .G«F + F') = G°F + G°F'‏ 
# لديناء من أجل كل ۷6۷, أن 
(GF + FY) =G(F + FV(vV)= G(F(V) + F'(v))= G(F(V)) + G(F'(v)) = (G°FJ(Y) + (G°F'J(V) # (GF + 02٤: )۷(‏ 
بما أن ™) 6° + (0F + F۷) = )G°F‏ من أجل كل 2۷ م إذن GF +F') = GF + G°F'‏ 
أثبت (11) في مبرهنة 1.11: 
0٣( + G (FD) > (GPW + (GFW) = (OF + GP)‏ 00 < ((۷) )0(0 + 0) ع F۷)‏ + 6( مسن أجل كل 
لاع ند (OF + O° FY) i be‏ = )6 + 6), من أجل كل ¥ € ¥ إذن: (G+ OFF = GF + GF‏ 
آثبت (11) في مبرهنة 1.11 .k(G°F) = (kG°F) = GF)‏ 
8 لديناء من آجل كل لاع «, أن K(GEJ(Y) = K(G°F)() = K(G(E(V) = (KGXF(Y)) = (kG°F)(»)‏ 
و K(GFJ(V) = k(G(F(V)) = G(KF(V)} = G((KFX(V)) = (G°KFJ(V)‏ = (۸)6۴(()۷). ینتسے عسسن نلسصسلہ ان 
k(G°F) = (KGJ°F = G(KF)‏ (نؤكد هنا على أنه لكي نبيّن تساوي تطبيقين, علينا أن نبين أنهما يقرنان نفس الصورة بكل 
نقطة في النطاق) 
لنفترض أن ,۴,...ر ام۴ تطبيقات خطية من ۷ إلى لا. بين أن 


.۷ €۷ من أجل أي سلمیات ...ر44 راي‎ ۴, + A F0 = AF + RF ۴... a,F, 


8 بما ان „(a F)() = a,F,(v) «a,F,‏ فالنتيجة صحيحة من أجل 07-1 إذن, نحصل بالاستقراء, على 


(aF, + af t...+ a, FJD = FJD + GF, 4...4 FJ = بد +...+ (تایظہد + (۷) ظ2‎ ,)۷( 


8 ٦ا‏ فضاءات التطبیقات الخطیة 


4 الفضاء المتجهي للتطبيقات الخطية 


33.11 


3411 


31 


36.11 


3711 


381 


3911 


مبرهئة 2.11: ليكن الفضاءان المتجهيان ۷ و لا فوق حقلٍ ۸. إذن, يشكل تجميع كل التطبيقات الخطية بعمليتي الجمع 
والضرب السلمي أعلاهء فضاءً متجهياً فوق ۸ 

ملاحظة: يرمز عادة للفضاء. في مبرهنة 2.11, ب (لا,10۳)۷. [حيث اشقت ۴٥۳١‏ هنا مسن كلمة تتشساكل/ 
.]momorphism‏ إن إثبات المبرهنة يختزل إلى تبيان أن (ا,0)۷ يحقق الموضوعات الثماني لفضاء 
متجهي [قسم 1.7]. في البرهان [المسائل !40.11-33.1] ترمز #, 0, 11 إلى عناصر في . (۴10)۷.10 و ھ تا 
ترمز إلى سلميات في ×]. 

«XF +O) +H =F + (G +E) [A قق‎ Hor(¥,U) أثبت أن‎ 

,8 لديناء من أجل ۷5۷ أن 

(F + G) + HEV) = (F + OV) + HEV) = (F(V) + G(v)) + HV) = Fv) + (Gv) + H(v)) = F(v) + م د بمصع+دم‎ + 

+H =F + (GC +H) dg < (G + HY)‏ (6 + ۴ إن تتحقق [4] في (10)۷,۵۵۳ا۔ 


آثبت أن (ل,/110501 تحقق [ي۸]: یوجد عنصر صفري 0 بحيث أن ۴= 0+ ۴ 
8# ليكن 0 يرمز إلى التطبيق الخطي 0000-0 من أجل كل © 0. إذن, لدينا من أجل كل ۲٢۷‏ 
F(v) + O(v) = F(v) + 0 = Fv)‏ = ))0 + ۴). ہما أن 800 (0(0 + ۴) من أجل كل ۷ ۷€ إذن 0=۴+ ۴ 
أثبت أن (نا,14:000۷ يحقق [يه] من اجل کل (,8100:)۷ 6 7ء پوجد عنصر (80۳)۷,0 € ۴- ۔ بحیلث أن 
وھ رج +7 
٭ لیکن ۴- التطبیق 1(۴). إذن, من آجل کل €۷ ۷ 
F +(-F)() = (F 4(= DF) = F(v) + (DF(v) = F(v) — F(v) = 0 = 0(v)‏ 
أثبت أن (۷,۵)٭ہ1ا یحقق 0(ظ۸]: ۴+ 6= 6+ .F‏ 
© الدينساء من أجل كل ۸۷6۷ ئن (15(00+ 6) - ()" + (000 > 66 + (50 د (0()0 + 8). وبالتاليء 
0+۶ -0+ط 
اثبت ان  11050/0(‏ يحقق (,0۸: .k(F + G) = KF + KG‏ 
8# لدیناء من أجل كل ۷۴۷ أن 
6)(v| = K[F(V) + Gv) = KF) + KG(V) = (KFJ(V) + (KOX) = (KF + KG)(V)‏ + ۷۶× < ()((0 + )کا وبنلہد 
.k(F + G) = KF + kG‏ 
أثبت أن (۷,0) H0‏ يحقق (a + b)F = aF + bÞF :[M|‏ 


8 لدیناء من أجل كل ۷۷ء أن 
اط + (a + DJ{F(V)] = aF(v) + bF(V) = (aF)(v) + (bF)(Y) = (aF‏ = ۷)ط(طا + (a‏ وبذلك (a + bJF = aF + bF‏ 


أثبت أن (لآ,/ا)ده11 يحقق a(bÞF) :M,]‏ = (طة) 


8 الدينا من أجل كل ۷ 6 ۷ أن (FW = a(bF(V)) = a[(bF)(v)] = (a(6F))(v)‏ = ((8)). ويذلك 
{ab)F = a(bF)‏ 


40.11 


41.11 


411 


1 


44,11 


45.11 


46,11 


47.11 
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اثبت آن _(لا 1100010۷ یحقق [ی3۸]: 2ے ئ1 


5 





له لديناء من آجل كل 6۷ ۰ أن (0)ت [(0]! ع (15(00). إنن. ۴ 
المسائل (46.11-41.1 تتعلق بالتطبيقات الخطية 82*87 :5 › R> R7‏ :6 87ج+ 8:82 المعوّفة بواسطة 
زرط بر ع د وص رداق (ر+ Ox + 2x‏ < 0۸ہ ۳ھ ے متا 
إلى أي فضاء متجهي (إن وجد) تنذمي 8, 6, و 11 
© تنتمي 8 6G‏ 4] إلى (1100)87,82 لانها تطبيقات خطية من 8 إلى ۸. 
أوجد صيغة من أجل 0 + 5. 


گا جرد + 282 + بر+ ×ق. ےہ (+ عبع +٥‏ ب2) + جر+ عھط+ تر +عىغے رعماہ + ,۶۷۴ ے< رع یرم + مل 


أوجد صيغة من أجل 4[ + 5. 
(x Fy F 2,2xx +y) 8‏ = ری ٭ رو ۔+ بیط + بر %( = {(F + HJ(x,y,2) = F(X,y,2} + HO,Y.2)‏ 
أوجد صيغة من أجل 6°۴. 
88 0*8 ليس معرّفاً لآن النطاق ‏ المصاحب ل ۴ لیس نطاقاً ل 6. 
أوجد صيغة من أجل 211 + 30 
له )3+ 32,5 + ناه + «6) > ۸0 2)2 + جر + ,2 + 2H(x,y,2) = 3(2x‏ + (ھ30)807 ٭ (,ر0) 270 + [|٥‏ 
بین آن ۴, 6 ۴ مستقلة خطیاً [كعناصر في الفضاء المتجهي (0ا,1100:۷]. 
8ا نفترض أن 
af + bG + cH =0‏ )۲0 


سوق الوق ا ا >1 © 8,0,6 [0 ھنا التطبیبسق الصفسري]. لسدینسا مسن اجسل 18 € (۱,0,0) ع بے أن 
(ہ + ط + 25.2 +.3) < ((.0)ہ + (af + bG + cHJ(e J = aF(1,0,0) + bG(1,0,0) + cH (1,0,0) = a(1,1) + b(2,1)‏ 
و (0.0) = ()0. إذن» وبسبب (1) يكون (0,0) - ( + 6+ 4ر20 + 4), وبذلك 
a + 2b =0 7 a+b +c =0‏ )2 
وبالمثل من أجل 0,1,0(6۸) س 
(aF + bO + cH)(e,) = aF(0,1,0) + bBG(0,1,0) + eH(O.1.0) = a(1,1) + b(0,1) + e(2,0) = (a + 20,4 + b) = 0(e,) * (0,0)‏ 





لدينا 


إذن 

a+b =0‏ و 0= 20+ G3) a‏ 
نستخدم (2) و (3) فنحصل علی 

0 0 حا 8٥‏ )4( 
ہما ان (ا) تقتضي (4), فإن التطبيقات ۴, 11,6 مستقلة خطیاً 





dim Hom(V,U) = mn jij dim U = و‎ dim V =m مبرهتة 3.11: لنفترض أن‎ 


آثبت مبرهنة 3.11 
لنفترض أن اي ۷ام۷) قاعدة ل لا و (,لا.....,0ا)1 قاعدة ل []. نعرف» من مبرهنة 1.10, أن تطبيقاً خطياً في 
(100۷۰] یتحدد بشکل وحبد بأن نفرن إختيارياً عناصر في لا بعناصر القاعدة ۷ ل /ا. تعرّف 


0 6 فضاءات التطبيقات الخطية 
F, EHom(V, U) i=l,...,m,j=l,...,n‏ 


ليكون التطبيق الذي يحقق ردا = ۴)۷ و 0= ۴)۷ من أجل #1 آي آن» ر۴ يطبق ٠,‏ إلى را ويطبق بقية ال ٠‏ إلى 
0 لاحظ أن (ر5) تحتوي تماماً 108 عنصراً؛ وبالتالي؛ تكون المبرهنة مثبتة إذا بينا أنها قاعدة ل (لا,10)۷. ٠‏ 





إثبسات أن (ن41 تولَسد (0)۷,10٭0ا: لیکن (611800۸۷,1 8ء ولنفشرض ان ر۷ = راا ے۷ = لے۴)۷۔ ہما آن 
ا € ۷ فهى تركيب خطي لل ت مثلاً 


0) Wy = Gly F Gall + ° ¥ gly  k=1,...,m,a, GK 


ننظر الآن في التطبيق الخطي ر۴ره (< (< =6 . ہما آن 6 تركيبة خطية في ال اء فإن برهان أن (ر۴) تول 


ي و 


Hom) ,1(‏ يكون تاماً إذا نحن بيّنا أن 6= ۴. 





نحسب الآن ل00۷ اعت بماآن 0= ل۴۷ من آجل اا وھ = ۴)۷ إذن 


Gu) ™ Z D aff) = لمسايظييه ب‎ > 2 aq, = axay F tl + ° ¥ ugh, 
تعر رہ‎ j= jr 


إذنء وبواسطة (1). س = 6)۷ من أجل كل 6. ولكن ہا = ۴)۷ من أجل كل 6 
6= وبالتالي (ی5) تولد (0ا,110110۷۔. 


ج عن ذلك من النظرية 10.!ء أن 





إثبات أن (ر۴) مستقلة خطياً: لذفترض انه» من اجل سلميات ۴ a,‏ 


]ذن: من اجل رآ < قلپ۷ _ 
یھ ۰۰۰۶+ اوھ اوھ رکا رھ پل * (وظأرظربة يقر > (رطكرظيه بض نش ع 0-00 
“7 02 سر4 


ولكن ال ,نا مستقلة خطياً؛ وبالتالي: یکون لدینا 0= يه ...0> یھ 0= من آجل ۳... 


5 3 بمعنى آخر. كل 
ال 0 يه وبذلك تكون (,۴) مستقلة خطیاً 





إذن» (ي۶) قاعدة من أجل (۴19)۷,1+ وبالتالي dim Hom (V,U) = m”‏ 
1 اوجد بفد 8% .Hom(R?*‏ 
8# بما أن 3 dim R=‏ و 2 dim R=‏ یکون لدینا [مبرفة 3.11] 6 = 3.2 = .dim(Hom(R?,R°))‏ 
1 اوجد بد .Hom(C?,8%‏ 
# *© فضاء متجهي فوق € و 8 فضاءُ متجهي فوق 8؛ وبالتالي فإن ,۳)0 غير موجود. 
1 لننظر إلى ©= ۷ على أنه فضاء متجهي فوق 8 أوجد بعد (500)۷.32۔ 


# إن 2© - لا, باعتباره فضاءً متجبياً فوق 8, له بعد 6. وبالتالي [مبرھنة 3.11], 12 > 6.2 > ((12 ۵0)11610)۷. 


1 جير التطبيقات الخطية 


يدرس هذا القسم الحالة الخاصة للتطبيقات الخطية ۷+ 7:۷ والتي تسمى أيضاً «المؤثرات الخطية» أو «التحويلات 
الخطية» على /. وسوف تكتب (807, بدلاً من (/1101807.7, من أجل فضاء كل هذه التطبيقات. 


1 عزف جَبْراً وجبراً تجمیعیاً فوق حقل ©1 


S211 


53.1 


34.11 


5511 


56.11 


S711 


81 


5.11 


60.11 
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8# نعرّف «جبرأء 4 فوق جقل 14 بأنه قضاء متجهي فوق ‏ معرّف عليه عملية ضرب تحققء من أجل كل ھ6 8,0,81, 


وکل کا 
HF‏ + عو وريز + (G‏ و F(G + H) = FG + FH‏ لك 
K(GE) = (kG)F = G(KF)‏ 0 
وهي قوانين التوزيع. إذا تحقق قانون التجميع أيضاً من أجل الضرب, أي 
(FG)H = F(GH)‏ )3) 
من آجل کل ھ © 5,0,11. فنقول أن الجبر 4 «تجميعي». [إذا تحقق قانون التبديل أيضاً من أجل الضربء أي 
FG = GF‏ @ 


من أجل كل 6۸ 7,6 فيقال أن الجبر «تبديلي»]. 
بيّن أن (۸)۷ يمكن أن ينظر إليه على أنه جبر فوق الحقل القاعدة >1 

8 إن التركيب 0*5 لتطبيق خطيين (۸)۷ € ۴,6 معرّف وخطيء وينتمي إلى (/4)09. نعرف, من مبرهنة 1.11, أن عملية 
التركيب تحقق الخواص في المسألة 51.11. وبذلك, يكون (8)97 جبراً تجميعياً فوق >1 بالنسية لتطبيقات التركيب؛ لذلك, يسمى 
غالباً «جبر المؤثرات الخطية» فوق ۷. [سوف نكتب 6۴ من أجل 6*۴ في الفضاء (۸)۷]. 

نقول عن جبرِ ۸ بآن له «عنصراً محايداه 1 إذا 8ه 2.1 - 1.8 من أجل كل 4 6 8. بین آن ل“ (۸)۷ عنصراً محايداً 

# إن التطبيق المحايد /اج-8 :4 ينتمي إلى (8)9. كما أن لدينا 17-17 ]آل. من أجل كل (۸0۷ 6 7 ويذلكء 
يكون التطبيق المحايد 1 عنصراً محايداً من أجل الجبر (۸)۷ 

أي من الأعداد الصحيحة التالية يمكن أن يكون بعداً لجبر (۸)۷ للتطبيقات الخطية: ك 9 18 25 31 36 44, 64 88, 
8 لنفترض أن ”= ۷صنف إنن 2م > ((/8)1) «ذك. بذلك؛ وحدها الأعداد الصحيحة المربعة التي یمکن آن تکون بعداً 
J‏ )A(Vء‏ أي 9 25, 36, 64 100. 





لیکن 7 عنصراً في (۸)۷. عرف القرى ,۳ للتطبيق الخطي ۲ 

گلا ہما آن التركيب هو عملية الضرب في (۸)۷. فیکون لدینا 7 E 72 > 7٥‏ 00 سک۲ 
المسائل 61.11-56.11 تتعلق بالمؤثرین الخطیین (4)82 © 5,7 المعرفين بواسطة (رل) = (ررx)؟‏ و 000) ٭ زین 

اوجد صيغة من أجل 7 + 8 

(S + T(x,Y) ×90 + T(x,y) = (yx) + (0,x) = (y.2X) 

أوجد صيغة من آجل 285-37. 

<28 ~ 3T(K,y) = 2S(x,y) ~ 3T(x,Y) = 2(0) ~ 3(0.) = 2y,~x) 8 

أوجد صيغة من أجل '57. 

E‏ 0« ع (,0)؟ ع ززو»)5)1 ع جرں(85) 

أوجد صيغة من أجل 15. 

(TS)(x.y) = T(S(xy)) = T(Y,X) = (O,y) 8 

أوجد صيغة من أجل 57. 


#8 یں ے> زی = ((y)؟)S‏ = (رر)*8. لاحظ أن 1= 8, هو التطبيق المحايد. 


2 ] فضاءات التطبيقات الخطية 


6111 


621 


61 


6411 


65.11 


6611 


6011 


68.11 


61 


70.11 


711 


7211 


أوجد صيغة من أجل ”1 
(0,0) = (×,۲)0 = ((۴)۳)۷ = (»)۲. لاحظ أن 0= 1 هو التطبيق الصفري. 
المسائل 64.11-62.11 تتعلق بالمؤثرين الخطيين (8)82 © 5,7 المعرّفين بواسطة (0,5) > (ز,:)5 و (0,) = (ر)1. 
بين آن 0- 55. 
٭ (0,0) > )7 = .)S((( = )S(xy((‏ بما أن 75 يقرن (0,0) 0 بكل 68 (×)» فإنه یکون التطبیق 
الصفري: 0= 18. 
بین آن ١0‏ ۲؟. 
Sy) = SYD = S(O) = (O) ©‏ مث 0,4) = (87)4,2) إذن. 510 الأنها لا تقرن (0,0) =0 
بكل عنصر في 82. 
بین آن 72-1 
ا .)xy( = N(x) = T0 = (x0) = Ty)‏ وبالتالي 7= 1. 
المساشل 70.۱1-45.11 تتعلق بالمؤشرين الخطيين 8)82 © 5,7 المعرّفين بواسطة (0,ر + ») (بيع)5 
T(xy) = (YN) gy‏ 
آوجد صیغة من آجل 7+ 8 
3 ورم > ووچرت + رمروبم ہ٭ {S + D(x) = S(x,y) + T(x)‏ 
اہن یلان اہن 37“ 55) 
ھ ةبيرق + عرة) * 3ری + (مھری ++ (SS ~ 3T(x,y) = SS(xY) —~ 3T(,y) = 5(x + y,0) — 3(—y,x) = (5x‏ 
أوجد صيغة من أجل '51. 
{(SDa,y) = S(T(xyD = Sy) = (x —~y O) #8‏ 
أوجد صيغة من أجل 718. 
y) 8‏ + )دہ رف + {TSI(x,y) = FES(x,y)} - ٣)۷‏ 
بن أن :83-8 
اگ (x + y0) = (x + y0) = SY)‏ دہ جرںمأقَ× ہد 5 إذن 33-5 
بيّن أن 1~ = ۲, حيث 1 المؤثر المحايد. 
ا( د ررب د چرسہیس = YD = Ty)‏ =( إن 1 =7 
لتكن حدوديةٌ "۸ ...+ ”ره + ×ة + رھ = 00م فوق ,K‏ أي آن 6K‏ . عزف المؤثر (۳)م حیٹ (۸)۷ € 1. 
® یعؤف المؤٹر (۲)7 بواسطة “1 8+...+ “يه + 3ه + ايه > (1). [من آجل سلّمي ٤‏ 4 یرمز غالباً للمؤٹر 11 
بواسطة K‏ فقط]. لديناء بشكل خاص, انه إذا 0= (1)م التطبيق الصفري فإن 7 يقال عنها انھا «صفرء الحدودية ()م. 
المسائل 77.11-72.11 تتعلق بالمؤثر الخطي ١‏ على *8 المعرّف بواسطة (ل4 + 2,3۸ +×) > 700 


آوجد سديفة من جل “1 


72), > 7)7) ے ززر‎ T(x + 2y, 3x + 4y) 8 
- (بر2 + ع)]‎ + 2)3 + 4y), 3(x +١ (بر2‎ + 4(3x + 4y)] = 7x + 10y, 15x + 22y) 


73.11 


T41! 


71 


7611 


77.11 


78.11 


79.11 


88.11 


81 


81 
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آوجد صیغة من اجل 1٦‏ 


T(x, y) = (T(x. y)) = 7)7 +10۰. 15۴ + 2220 mi 
== [(0x + 10y) * 2(5 + 22y), 3(7 <F 10y) + 4(15x + 22y) = (37% + 54y, B1x + 118) 


f)»( = × - 3× +4  ثيح‎ 1)1( أوجد‎ 
لديناء تعریفاً ان 41+ 3۳ - 1= (۴)۳. إذن‎ 8 
f(T, y) = (T= 3T + 4x, y) = T(x, y) = 3T, y) + 4C, y} 


= (1x + 10y, 15x + 22y) + (“3x — 6y, ~9 — 12) + (4x, 4y) 
= (8x + 4y, 6x + 14y) 


ھل ٣‏ جذر ل 4 + ×3 ~ × = ریںیء 


# لا لآن 8)0 ليس التطبيق الخطي. 


أوجد (8)15 حيث 2 - بد - خررے رمع 


gu, y= (TST 2(, y) = Te, y~ ST, y) ~ 2, y) 9 
= (7x + 10y, 15x + 22y + (5% 10y, ~ 15x — 20y) + (2x, ~2) = (0,0) 


ھل ۳ جذر اہ 2 ~ 5×۸ ¬ × د ()ع؟ 
8 نعم لان ٥‏ - تج التطبيق الصفري 
لیکن ”+ 7:8 معرفاً بواسطة (0.2.3) > (2رر »)7 _اوجد (۶۳ حیٹ ۱+ ×= (0 
گا )2 + (xx Fy‏ * میں + بح٥)‏ - مہ ۰+۱۱ك د جرورم 
بين أن ۳ في المسالة 78.11 جنڑ ل ڈدے (یم 
ها )0,0,0( = 7٠00(۰ = TEO,0,)‏ -٭ ھ۳0۶۰1 ہما ان 55-0, إذن 7 جذر ل * - (0)م. 
المسائل 82.11-80.11 تتعلق ہمؤٹر خطي ٹا في (۵)۷ یحقق ۴= ”5 [مؤثر مثل هذا بصطلح عليه ب «إسقاط»] 
لتكن لا صورة 5. بين أنه إذا لا © نا إذن ن > (ل)8: أي أن 85 هى التطبيق المحايد على لا۔ 


# إذا كان لاعن صورة ۴ إنن لاع (۴)۷ من أجل قيمة ما ا © ا. إذن وباستخدام 58  ,83‏ تحصل على 
.u = E(V) = Ev) = E(E(V)) = EN‏ 






بین آنه إدا #1 فإن 8 يكون شاذاً: أي أن 8)۷(=0 من أجل بعض ۷20 
mM‏ إذا #5 258 فیکون لدینا (8)0 من أجل بعض ‏ الا © ۷, حیث 0 * “. وبالتالي. ا (حيث ا صورة 
8)ء وبذلك = (8)0. إذن. 0= 





„v~ u #0 حیت‎ (vy ~ u) x E(v) ~ B(u) = u 
بین ان ۷@ 1= ۷ حیث ا صورة ق8 و ۷ نواۃ 6۔‎ 

® نبين أولاً أن ۷ > ۷۔ لیکن ۴۷ ۷. نضع (800 
E{V) hv ~ B(V) = u + w‏ = ¥„ لدينا من التعريف. أن (8)۷= ند في لا (صورة ۴). نبيّن الآن أن ۷ يننمي إلى ۷ 
(نواة 5): 





ٹا و5000 هس رع سد إئن۔ 


0 - (ماط - (م)ظ - (م)*ظر - زماظ > ((م)2 - مھ < (س)ظ 
وبنلكہ 6۷ ۷ وبالتالي, W‏ + لاك ۷. 


نبين في الخطرة التالية أن (0) = 10W‏ لیکن 60۷۷ ۷. ہمان ل۷۱ إئن ۷-(50. ہما ان ۷۷ء۲ 
إذن 8)00-0. وبذلك, 0= (۴)۷ = أي آن (0) = U0 W‏ 


٦٢ 4‏ فضاءات التطبیقات الخطیة 


811 


811 


811 


86.11 


71ھ 


8811 


89.11 


9011 


911 


9211 


93.11 


94.11 


95.11 


الخاصیتان اعلاہ تقتضیان ۷© 1= ۷ 


المسائل 87.11-23.11 تتعلق ہمؤثرین خطیین إ2 و رغ على فضاء متجهي 0۷ 1= ۷ معزفين واسطة لاع (8)۷ 
سح ز۷ا رظ حیٹ WEW uEU w=utW‏ 


.E = E, ہین أن‎ 


«B= E, «ij E(o)= E{E,(0) = E,() = E(u +0) = u = E (o) ۷ من أجل كل س + ات۷ في‎ 8 





بین ان رظ 

ال من أجل كل بن + ناح لا في ۷ E,(0 + w) + w = E,(u)‏ > (صارظ - ((سارظارظ > اھ إنن رك د يقل 

بین ان <٥‏ بظرظ 

8 من أجل كل + .v=u‏ في 217 (0)0 -0- (ص E,(0+‏ - (۷۰),ھ >(٥)بظھ‏ إنن ٥ء‏ بقرظ 

بین ان 0= ,۴رE.‏ 

8 لیا EE )۷( = E) = E, +0) =0 = 0v)‏ من أجل كل ٭+ نے٢‏ في ۷ إذن 0= ۴8رE.‏ 

بيّن أن 1< پظ + رظ 

1 -۔ لدینا )1 ع باع س + نك زيةغ + E, +E) = Ev)‏ من أجل كل لا+ لاك ا في لا. إذنء ۲> رظ + رظ 
المسائل 91.11-88.11 تتعلق بالفضاء المتجھي لکل الحدودیات الحقیقیة (في !)۔ 

هل يكون ١‏ جبراً فوق 58 

8# 3 يكون جبراً. تحت مملية الضرب العادية للحدوديات. 

هل /ا جبر تجميعي؟ 

# ہما أن عملیة ضرب الحدودیات تجمعیةہ فإن ۷ يكون جبراً تجميعياً. 

هل ۷ جبر تبديلي؟ 

8ه بما أن عملية ضرب الحدودیات تبديلية أي أن 0100ع = ()08) فإن لا يكون تبديلياً. 

هل ل لا عنصر محايد؟ 

8 نعم؛ الحدودية الثابتة 1 - ۶)0 عنصر محاید من آجل ۷۔ 


المسائل 95.11-92.11 تتعلق بالفضاء المتجهي ١‏ لکل المصفوفة المربعة -5 الحقيقية 





مل 3۸ جبر فوق 
8 یکون ۷۷ جبراً. تحت عملية ضرب المصفوفات. 
هل 71 جبر تجميعي؟ 

## نعم لأن عملية ضرب المصفوفات تجميعية 


هل 3/۸ جبر تبد 





# إذا 1<ھ لا يكون ]8 تبديلياً لانہ توجد مصفوفات 61 ۸,8 بحیث ان 88 * 48 


هل ل آل[ عنصر محايد؟ 
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# المصفوفة المطابقة 1 مي عنصر محايد من أجل ۸= 1۸= ا۸ من أجل كل 6881 ۸ 
1 بيّن كيف يمكن جعل أي فضاء متجهي / جېراً. 


8# نعرّف 0خ الا من أجل أي . لا © لارنا. إذن. يكون ١‏ جبراً. 


1 المؤثرات العكوسة 

1 عرف مؤثراً عکوساً في (۸)۷ الذي هو تجمیع کل التطبيقات الخطية من ۷ إلى ۷ 
لا نقول عن مؤٹر خطي ۷+-7:۷ بانه دعکوسء إذا کان لے معکوس, اي إذا وجد (8)0 © 7-١‏ بحيث أن 
رماوا TT‏ 
مبرھنة 4.11: يكون مؤثر خطي 7-17 :27 على فضاء متجهي منته البعد. إذا وفقط إذا كان غير - شاد 

98.11 أثبت مبرهنة 4.11 
لظ يكون 7 عكوساً إذا وفقط إذا كان واحداً - لواحد وفوقياً. وبذلك. وعلى الخصوص: إذا كان 7 عكوساً فإن وحده 
۷" الذي يمكدن أن يطسق على نفسه. أي أن '7 غير شاذ. نفتترض. صن جهة أخرىء أن 7 غير شان. أي أن 
(0) > 07عكا. نعرف؛ من مسألة 102.10, أن 7 يكون أيضاً واحداً . لواحد. بالإضافة إلى ذلك, وبافتراض آن ۷ منته البعد, 
يكون لدينا بواسطة مبرهنة 2.10, ان 
gi «mT =V iû dim V = dim(lm T) + dim(Ker T) = dim(lm T) + dim({0)) = dim(lm T) + 0 = dimim T)‏ 
أن صورة 7 هي لا؛ وبذلك, يكون 7 فوقياً. وبالتالي؛ یکون 7 واحداً - لواحد وفوقياً في أن معا وبذلك یکون عكوساً. 

1 بین ان شرط کون ۷ ذا بعد منته ضروري في مبرهنة 4.11 
8 ليكسن 7 الفضسساء المتجيسي للمسدوديات فسوق کا وليكن 7 المؤثئر علسى / المعسرّف بسواسطة 
و ا خر + a‏ = رھ +...+ ٩‏ + ,)۲ء أي آن ۲ تزید اس ؛ في كل حدٌّ بمقدار !. الآن. 7 تطبیق خطي وغير - 
شاذ. ورغم ذلك فإن "7 لیس فوقیاً ولیس عکوساً 

المسائل 104.11-100.11 تتعلق بالمؤٹر الخطي 7 على 82 المعرّف بواسطة (ل = ×2 ل) = (بن))1. 

1 بيّن أن 7 مؤثر عكوس. 
8 نعرفه من مبرهنة 4.1 أننا نحتاج فقط لتبيان أن 7 غير شان أي أن (0.0) » (7-1)0,0. نضع (0,0) - (نع)1 
ثم نحل من أجل * د لا. يكون لدينا (0.0) - (بر- «2,) ع (بنن) ىی 0> ۷ - 8ھ 0ے لو الحل الوحید ھی 0=» 
0 لا. وبذلك. يكون (0) -7©ك. أي أن 7 غپر شان؛ وبالتالي. یکون ٣‏ عكوساً 

1 اوجد صيغة من اجل ' "1 
8 نضع (5) = (۳)۷؛ وبالتالي (ر×) = ۳)4 ویکین لدینا 0 =( ج2ل) = (»)7 أي أن = ر 


2-y =‏ نحل من أ * و لا بدلالة 5 و فنحصل على 26/! + 1/28 - », 58- لا. وبذلك: يكون '7 معطي بالصيغة 
2ES)‏ + 1/25( = )50 








21 اوجد (7)6,2. 

8 إستخدم الصيغة من أجل 7 للحصول على (2.10) = (2 - 2,12) = (۲)6,2. 
1031 اوجد (1-16,2 

# استخدم الصیغة من أجل ١‏ للحصول على (4.6) < (1,6 + 3) > (5-1)6,2. 


1 اوجد (ا)'7٦‏ حيث نا المستقيم ×= ل 


6 ٢ا‏ فضاءات التطبيقات الخطية 





2# نضم 5 في الصيغة من أجل 1, فنحصل علی (5) > (وره)'”7. إذن .ا“ (۵'٣۳٣۔‏ 
المسائل 108.11-105.11 تتعلق بالمؤثر الخطّي 7 على 87 المعرّف بواسطة 


(2 - پر3 + 2ر - (2x, 4x‏ = (ھ ۱< :5ا7 


1 بین أن ٣‏ عکوس 
8 لیکن K٥۲۲‏ = ۷. نحتاج فقط أن نبين آن ۲ غير شان أي أن (0) = ۷. نضع '(0,0,0) = (2رر,»)۳! آي ان 
)2x,4× - ۷,2 + 3y - 2( = )0,0,0(‏ = (1)»2. وبذلك يكون 77 الفضاء الحلَّي للمنظومة المتجانسة 0= ×2, 
0= بر - 4 0= 2 - ر3 + ×2, والتي لها الحل التافه (0,0,0) فقط. وبذاكہ (0) = ۷ إذن, "7 غير شان ويكون بذلك 
وا 





1 أوجد صيغة من اجل '"77۔ 

8 نضم 0ی × (.0۷ [ربذلك رلا د ارق 1]. ویکون لدینا (ک) = (2 ~ 3y‏ + 2۸ر ~ ٭2۸,4) آی 
و ں4 ۲= 2- 3+ 2. نحل من أجل ين ل 2 بدلالة ۲ 4 ۲ فتحصل على 1/21 = ٠×‏ 
وبذلك, Ts, = (Ar — sr ~35 — Û‏ 





رر 3 








Asr 3s ym2r—8s 
.1 ')2,4,6( اوجد‎ 1 
7۳7 2,4,67 = (1,4 - 4,14 - 12 - 6( < )1,0,-4( نستخدم الصيغة من أجل ۳ فتحصل على‎ 18 
۳۶ أوجد صيغة من أجل‎ 1 
نطہق ۳ مرتین فنحصل على‎ 8 
Tr ar —s, Tr 35~ 0) 


(r, r (2r — s8), fr 3(2r — s) — (7r ~38 ~ [(( 
(hr, mr +s, — Pr + 6s + ور‎ 


TE 


j 
j 


المسائل 1.11-109.11!! تتعلق بالمؤثر الخطي على *غ1 المعرّف بواسطة 
(2 ,42 عر ,22 - برق - T(x, y. 2) = (x‏ 
1 بين أن ۳ عکوس. 
#8 نبيّن أن 7 غير شاذ. نضع (0,0,0) = (2,إ,»)1 فنحصل على المنظومة المتلثية المتجانسة 0< 28 - 3۷ - ×, 
0 4 - ر 0= *. وبالتالي» يكون 7 غير شاذہ أي ان "7 عکوس۔ 
1 اوجد صيفة من أجل "7 
# نضع 0( = (۲)۷,2؛ فنحصل على ۲= 22 - 3y‏ - », وص 42 - بل, 2=1. نحل من أجل × لر 2 بدلا ۲ 8ہ 
٢‏ فتحصل على 14 ++ Kar‏ بیب+وحرم, =2 Ts) = (r +35 + (4۴۰+ 418 alg‏ و 
اج اد برق ید بد شا 
9 کی 113:37 
© انستخدم الصيفة من أجل 1 فنحصل على (49,14,3) > (12,3 + 42,2 + 6 + )١‏ 2 (17101,2,3 
المسائل 4.110112.11!! تتعلق بالمؤثر الخطي 7 على ”۸ المعرّف بوأسطة (ررج - ×2 + ») = (2 )۴ 
1 بين ان ٣‏ مؤثر عكوس. 
© نضع (0.0,0) = (۴)»(,2» فنحصل علی المنظومة المتجانسة 2=0+ × 2=0-» 0د ل والتي جلها الوحيد 
0= » 0= 0= 2 إذن, یکین ۲ غير شاذ, وبذلك یکون عكوساً. 


113.11 


111 


115.11 


116.11 


11011 


11811 


11 


120.11 


1211 


221 
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أوجد صيفة من أجل '”1. 
8# اتضسع (.0,5) ت (,لل.1)8 فتنحصل علس ۲= 2+ » وس نودي ؛٭ئ تمل من آاجل × 2.9 فنجد أن 
.2+ ۱۸ں ےن جوا لاعت ین وظقا۱! 2لاب 10+ 00ے ۳-6۸0 gl‏ 
T7 (xy,2) = (1/2 x + H2 yz. 12 x - 2y)‏ 
أوجد (2.4,6)' ۲ 
# استخدم الصيغة من أجل ' ١‏ لتحصل على ((-,3,6) < (2 - 2,6,1 + 1) = (۲)2,46. 
المسائل 18.11-15.1١‏ تتعلق بالمؤثر الخطي 7 على 82 المعرّف بواسطة (60 + 47,38 +  )2×‏ (ن78 
أوجد صيغة من أجل !177 


8 مؤٹر شاذہ لآن (0.0) - (1-,7)2 مثلاً؛ وبالتالي. المؤثر الخطي R +R‏ :7 غير موجود. 


أوجد (7-1)8,12 

8 ,77108 هو قبل - الصورة ل (8,12) تحت 7 نضع (8,12) > (70*,3 فنحصل على المنظومة 
8 جيه +2 
2ر6 الا 4سترضدم 


هناء /ز هى المتغير الجر. نضع 8 > 2 حيث 2 وسيطء فنحصل على الحل 4+ 24- = 4= ل. وبذلك يكون 
T7(8,12) = {(=2a + 4a):a € R)‏ 

.٣7')1,2( آوجد‎ 

8 نضع (1,2) = (ر») فنحصل على المتظومة [ > بر4 + ×2 2ے 6+ 38. المنظومة لیس لھا حل. وبذلك, يكون 
٠ 77')1,2( -9‏ أي المجموعة الخالية. 

هل 1 دالة فوقية؟ 

8 ل لأنه ليس ل (1,2)ء مثلاً. قبل- صورة. 

ليكن 7 ذا بعد منته. وليكن ”7 مؤثراً خطياً على 7. تذكر أن 7 يكون عكوساً إذا وفقط إذا كان 7 غير شان وواحداً - لواحد. 
بيّن أن 7 يكون عكوساً إذا وفقط إذا كان فوقياً 

8 نعرف» من مبرهنة 2.10 أن (066:1)« ال + (1 )صنل = ۷ صزف. وبالتاليء فإن القضايا التالية متكافئة؛  )(‏ فوقی, 
T (Vv) _KerT = {0} (v}) dim(Ker'D =0 (iv) dim(lm TD = dim V (ii) dmT = V Gi)‏ غير شانہ Ti)‏ 
عكوس. 

لیکن ۷ ذا بعد منته. وليكن 7 مؤثراً خطياً على /ا يحقق 1> 18, من أجل مؤثرٍ ما 5 على /1. [نقول عن 5 أنه معكوس أيمن 
ل .]٣‏ بین آن ۲ عکوس. 

© لیکن "= dim V‏ نجدہ من المسالة الساہقة. آن ۳ يكون عكوساً إذا وفقط إذا كان ٣‏ فوقياً؛ وبالتالي» يكون 7 عكوساً 
إذا وفقط إذا كأنت .raık T =n‏ لدينا م > 1 عامة: > 18 عأقوء ع [ عأمم عام وبالتالي» rank T = n‏ ويكون 7 عكوساً. 





غي المسالة 120.11ء ان ۳ے 5 
© ينا 1ے ٣ھ“ ۳٣٣٣‏ رن ٢٣ے‏ را ے ری ے 017(۹ ے18ے 8 
أعط مثالاً يبين أن نتيجة المسألة 20.11! قد لا تتحقق إذا کان ۷ ذا بعد لا نهائي. 


2 ليكن ۷ فضاء الحدوديات فوق ‏ أي "هة +...+ a‏ + أ + ,ة > (0)م. وليكن 1 و 5 التطبيقين الخطيين المعرّفين 
بواسطة ' "ظ8 ++ اية جره + 0 > (0)م)7 وى .S(p(D) = at + a, +... af"‏ لدينا 


8 0 فضاءات التطبيقات الخطية 


123.11 


12411 


125.11 


126.11 


127,11 


128.1 


129.1 


130.11 


131.11 


132.1 


a) = a + + a = p(‏ +..+ ثارة + ااية) > (((7)5)00 > ((18()00). وبذلكء. 1= 15 آي التطبيق 
المحايد. من جهة أخرى إذا € ) و0*# xX‏ إذن ١‏ * 0- (5)0 - (5)100 = ()(81) ينتج عن ذلك ان 81 
أثبث أن مصفوفة 4 تكون عكوسة إذا وفقط إذا كانت غير شاذة 

8 تذكر أن 4 تكون مكوسة إذا وفقط إذا كانت ۸٠‏ مكافئة صفَّياً للمصفوفة المتطابقة (المحايدة) 1. وبذلك. فإن القضايا 
التالية متكافتة: (6 4 عكوسة, (10) ۸ و 1 متكافتتان صقّياً (411) يكون للمعادلتين 0= ×۸ و 0= ×1 نفس الفضاء الحلّي. 

(1۷) یکون ل 0 = ×۸ الحل الصفري فقطء (۷) ۸ غير شا 








لنفترض أن 5 ى 7 عنصرآن عكوسان في (۷. بین ان 57 يكون عكوساً وأن (SDT! =T‏ 
(STFS) = SFT S7! = SIST" = SS =1 il 84‏ 

و ')ST( = (ST = TTT = TT =F‏ 77'87 وبالتالي, يكون 57 عكوساً. بمعكوسٍ 2 
لنفترض أن (4)9 © 8 عكوس. بین ان '87 عکوس, وآن 8= ”(87). 

8 الديناة 1- 58ء !587 وبالتالي. یکون !“5 عکوساآً و 5 -٭ !-(6)۔ 


عرّف تشابه المؤثرات في (۸)۷۔ 
ئا نقول عن مؤثرين (۸)۷ © 5,3 أنهما «متشابهان», ونكتب ۲~ 8. إذا وجد مؤثر عکویس (۸)۷ € ۴ بحيث أن 
مجم داق 
المسائل 129.11-127.11. تبين أن العلاقة 5-37 لتشابه المؤثرات في (۸)۷ هي علاقة تكافق. أي أنها إنعكاسية. 
ومتناظرة. ومتعدية. 


بِيّن أن -- إنعكاسية, أي أن 5-8 من أجل كل (8)09 © 5. 

© المؤثر المحايد (7) 16 عکوس, ولدینا 1781ء 8 إذن. 5-8 

بین آن س متناطرة آي إذا ۲~ 8 فإن ٣-۶‏ 

# لنفترض ٣‏ 8ہ أي ان ۲۴۶ ۶= 8 حيث 8 عكوس. إذن, ۶ عکوس ولدینا '۶؟۶'('") = P۶۶‏ = 7 
وبالتالي» ‏ 8 - 7, 

بن ان - متعدّیة اي إذا 7-6 و 6-11 فان F~#‏ 

8# النفترض أن 6۔ظ ویلادم", إي F= POP‏ و HQ‏ "=6 حيث 8 و © عكوسان. إذن؛ يكرن 70 عكوساً 
ويكون لدينا (@)4 F = PGP = P^ (Q 'HQ)P = (PQ ° ')H(QF) = (QP)‏ وبالتالي» ‏ 14- 5. 

لیکن ۸ جبراً تجمیعیاً فوق حقلٍ #, وله عنصر محايد 4 © !. عرّف عنصراً عكوساً في 4 

8 يكون عنصر 4 86 عكوساً إذا وجد عنصر 4 © '-8 يحيث أن اس واو توق 

لیکن ۸ جبر الحدوديات (في ؛) فوق حقلٍ #. ما هي العناصر العكوسة في 4 (إن وجدت)؟ 

# إن الحدوديات الثابتة غير الصفرية 5 > (50, حيث 5 © ك, هي العناصر العكوسة في ل. 

لیکن ۸ جبر المصفوقات المربعة -٭ فوق حقل 16. ما هي (إن وجدت) العناصر العكوسة في ۸ 

# المصفوفات غير الشاذة في 4 هي العناصر العكوسة فيه. 


1 التطبيقات الخطية ومنظومات المعادلات الخطية 


133.11 


بن كيف تكون منظومةٌ لمعادلات خطية مرتيطة بتطبيق خطي. 
8 لتكن منظومة من 8 معادلة خطية و 8 مجهولا فوق حقل ك1 
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لا يكن فا عد ع ووه ان کے 
و2 > ,ريه + ١0‏ + وقووھ ۶+ BX,‏ 


تكون المنظومة مكافثة للمعادلة المصفوفية 8# حيث (ة) =۸ هي مصفوفة المعاملات و (») x=‏ (0)>ط 
المتجهان العموديان للمجاهيل والثوابت على الترتيب. الن ایمکن النظر إلى المصفوفة ۸ علی انھا التطبیق الخطي 
"6ح" :4 . وبذلك» يمكن إعتبار حل المعادلة 5< ×۸ على أنه قبل - الصورة ل KK"‏ طا تحت التطبيق الخطي 
"+" :4. كما يمكن النظر إلى حل المعادلة المتجانسة 0= ×۸ بأنه نواة التطبيق الخطي "16 هح" :4. 
مبرهنة 511: إن بُنْد الفضاء الحلّي ا لمنظومة المعادلات الخطية المتجانسة 0 يرم هى ۸-١‏ حيث ١‏ عدن 
المجاهيل و ۲ رتبة مصفوفة المعاملات ۸ 

.5.11 أئبت مبرهنة‎ 1 
إن‎ n = dim K" = dim(Domain A) gı - (۸)ء دہ‎ = dim(Im A) پنظر هنا ئ ۸ على أنها تطبيق خطيء وبذلك‎ 8 
„dim W = dim (Ker A) = dim(Domain of A) ~ dim(Im A) = م‎ - ٣ وبواسطة مبرهنة 2.10, یکون لدینا‎ 

1 لنفترض أن للمنظومة المتجانسة 0= »۸ الحل الصفري فقط. بين باه يكون للمنظومة غير المتجانسة ہا ٭ ۸۴ حل واحد 
على الاکٹز 
# إذا كان الحل الصفري هى الحل الوحيد ل 0 ۸۴ء فإن 8 يكون تطبيقاً غير شان. وبالتالي؛ يكون ۸ واحداً ۔ لواحدہ 
وبذلك يكون ل ١‏ > :ل حل واحد على الأكثر. 

1 لنفترض أن للمنظومة المتجانسة 0 > 8 حلولاً غير صفرية. بين أنّه إذا كان ل ٠‏ - ×۸ حل فإنه ليس وحيداً. 
# لیکن 6۴۲۸ - ۷: ولنفترض ان ۷ حل ل ط = ×۸ إذن» تكون قبل صورة ١‏ تحت التطبيق ۸ (87!)6, ھی 
المجموعة المصاحبة ۱۷۷+ ۷. ہما ان ل0 - *8 حلولاً غير صفرية, فإن ۷۷ تحتوي علی أكثر من عنصر واحد. وبالتالي, 
تحتوي ۷ +۷ علی آکثر من عنصر واحد. 


مبرهذة 6.11 لتكن منظومة ذات نفس العدد من المعادلات والمجاهيل؛ أي لتكن المنظومة التالية من المعادلات الخطية 
ب کک ۳.۳ کی ۳۹ ,۹ 





رتا کس پلہی3+...+ي 





5 لی کے رک48 کک 
() لنفترض أن المنظومة المتجانسة المقابلة ليس لها إلا الحل الصغري؛ إذنء يكون للمنظومة اعلاه حل 
وحيد من أجل أي قيم لل ,5. 
(1) لنفترض إن للمنظومة المتجانسة المقابلة حلاً غير صفري. إذن. توجد هناك قيم لل ,أ لا يكون للمنظومة 
أعلاه, من أجلهاء أي حلول. 
ملاحظة: بما أن للمعادلة أعلاه نفس العدد من المعادلات والمجاهيل, فإنة يمكن تمثيل هذه المنظومة بواسطة المعادلة 
المصفوفية - 8 حيث 8 مصفوفة مربّعة -0, فوق 14, والتي تنظر إليها كمؤثر خطي على *) 
13711 اثبت (1) في مبرهنة !6.1: إذا كان ل 0 = ×۸ الحل الصفري فقط, إذن يكون ل طا = 8 حل وحيد من أجل أي 5. 
# هناء ۸ غیر شائقہ لان 0-«8 ليس لها إلا الحل الصفري. وبذلك, تكون 4 تطبيقاً خطياً واحداً ‏ لواحد وفوقيا, 
وبالتالي يكون عكوساً. ينتج عن ذلك أن ل 5 > ×۸ الحل الوحيد 71م < مر 
1 أثبت (11) في مبرهنة [!.6: إذا كان ل 0- ×۸ حلول غير صفرية, فإنه توجد متجهات ١‏ بحیٹ لا یکون ل طا = ۸۸ حل 
8 . هناء شاذۃ لان ل..0> ٭ھ حلولاً غير صفرية. وبالتالي, لا يكون التطبيق "6 :لم 
۶٤۴۷‏ الا ينتمي إلى 2158 أي لا يكون من آجله ل > ×۸ حلول. 





آذن. يوجد 
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المصفع ضانت 
والتخطبیقات الخطجۃة 


2 التمثيل المصفوفي لمؤثر خطي 
2 مرف التمثيل المصفوفي لمؤش خطي. 


ھ لیکن ٣‏ مؤٹراً خطياً لفضاء متجهي ۷ فرق حقل ۸ ولنفترض أن ل٥...ر٥)‏ > 8 قاعدة ل ۷. الآن, تكون 
)...)1 متجهات في ۷؛ وبذلك يكون كل منها تركيبة خطية لعناصر القاعدة (6) ٠‏ أي أن 





۰+ وگھ‎ 
+ dfn 


Te) = ae, + apnea + ۰٦ 
ووھررہ + غر“‎ ۰ 












رر“ ۴۰٠٠۶٠٢‏ ۴ھ ۴ ورم 


إِن منقولة مصفوفة المعاملات اعلاہ۔ والتي نرمز لها ب (5)ي" أو ي[1], تسئی :التمثیل المصفوفي ل بالنسبة للقاعدة 
)ع » أو.«مصفوفة 7 في القاعدة () »! أي أن 


60 





رد اود 
[يمكن حذف الدليل السفلي 8 عندما تكون القاعدة 18 معروفة]. 
ملاحظة: لنفترض أن (,4....ر) > ٹا قاعدة لفضاء متجهي فوق حقلٍ .K‏ نتذكر [من قسم 9.8] أنه يمكن كتابة أي 
۷ , وباسلوب وحیدہ في الشکل ا +...+ رار + ,4= ۷ ول المتجه الإحدائي لہ ۷ نسبة للقاعدۃة 8 
يعرّف ويرمز له بواسطة: 


84 


یھ .رھ یھ]< 


lol 





[حيث يمكن حذف الدلبل السفلي 8 إذا كانت القاعدة معروفة]. يكون لديناء باستخدام هذا الترميزء أن 
e.e D‏ = (۳). نؤكد هنا على أن المتجهات الإحداثية يفترض أن نكون متجهات عمودية إلا 
إذا ذكر أو فهم غير ذلك. 





المبرهنة, والتي سوف تبرهن في المسالة 50.12 سوف تستخدم عبر هذا القسم. 
مبرهنة 1.12: لتكن (».....ب») > 8ا قاعدة ل ۷ وليكن '3 أي مؤثر على ل. إذن: یکون لدینا ٍ((1)۷] < ي(۷آر(٢]‏ 
من أجل أي متجه 6۷ ۷. [لي أنه إذا ضربنا المتجه الإحداثي ل ۷ في التمثيل المصفوفي ل 7, فإننا 
نحصل على المتجه الإحداثي ل (700] 





المسساشسل 6.12-2.12 تجد التمثيل المصفوفي للتطبيق الخطبي 187+-87: المعرّف بواسطة 
رو + 3ر5 - ٭2) = (و»اا نسبةً إلى القاعدة ((32) = رس(2.1) = ,ه) في 82. 


22 اوجد ( ۴)u‏ أي صورة المتجه الأول للقاعدة. 
Fu) = FAD) = (4 ~56 + = (~17) 8‏ 


2 اكتب (ر١)۴‏ كتركيبة خطية لمنجهي القاعدة ل رلا. 
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10.12 


11.12 


12.12 
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: 3 وه وب أو سے ردب یچ 
)2+ )=7( 7 و عتبر 
ویکون الحل 23- = » 5= ل إذن, ر15 + ,23- = ۴ 

اوجد (ر)۴. 

.F(u,) = F(3,2) = {6 - 10,9 +2) = (41) : 2ھ‎ 

اكتب (ره)۴ كتركيبة خطية لمتجهي القاعدة ,نا و پلا۔ 


٣( 8‏ سج 


ويكون الحل 29- - 2 18= ل ويلك ون18 + ,291- = (ر)۴۔ 
اوجد [۴) أي التمثيل المصفوفي ل ۴ في القاعدة المعطاة. 
8 نکتب إحداثیات ۴۵ و (ر۴)۵ کعمودین, فنحصل علی 
وو جوے_ 
)8 = 
ملاحظة: نلاحظ أن مصفوفة المعاملات لمنظومتي المعادلات الخطية في المسالتين 3.12 و 5.12 هي نفسها في الحالتين. 
وبالتالي. يكون من المفيد عادة أن نجد أولاً إحداثيات متجه إختياري 82 © (0,) في القاعدة المعطاة, أي أن نحل 
او (003:2+ (2:1) > ينام ,للد (5,ه) لنحصل على *ى ل بدلالة هى ا. سنفعل هذا في المسائل اللأحقة. 


المسائل 2.12-7.12! لإيجاد مصفوفة التطبيق الخطي 8+۴8 :6 المعرّف بواسطة (لر + 3۷,4۸ - ٭2) = (ر)6 في 
القامدۃ ((2-,1) = رنه (5-,2) = را) ل۸ 


أوجد إحداثيات متجه إختياري 22 © (3,5) بالنسبة إلى القاعدة المعطاة. 

# لدينا 
x+2y=a 2 1 2‏ 
)د )درم أد زرو روہ 


تلوق و لابسعلالۂة 8 و افنحصسل علسی 28+ 58- ), 20-8 = ل وبسذلك 
2b, + )-2 ¬ bY‏ + 5۵) < (ط۵) _آو۔ بشكل مکافیء, 28-5[7-,20 + 154 - [زطية)]. 


[ملاحظة: هذه الصيغة من أجل (5.) سوف تستخدم بشكل متكرر ادنا]. 

أوجد (,0)0, آي صورة متجه 'القامدة الأول. 

Gu) = G(1,-2) = (2 4 6,4 = 2) = (8,2) © 

اكتب (,600 كتركيبة خطية لمتجهي القاعدة ,ا و يلا 

8 نجد, من المسالة 7.12, آن رت18 - ,440 > ين(16-2-) + بده + 40) ك (8,2) > پ0 
اوجد نك 

8 (193) - 35 - قروا + 4) - زك-,2)ن > دمن 

اكتب (ولا)0 كتركيبة خطية في ,لاو رناء 

8 نجد. من المسالة 7.12 أن اا4 = 6)u, + (+38 =3 SOI‏ + 95( = (19,3) > (.00ة. 


أوجد التمثيل الخطي. [0]. ل 6 في القاعدة المعطاة 


2 تا المصفوفات والتطبیقات الخطیة 


08 نكتب إحداثيات (,0)0 و (.) كعمودين: 


101 44 
رو و)-)<[9] 


المسائل 16.12-13.12 تتعلق بالمتجه (3-,4) - ۷ والتطبيق الخطي 6 وكذلك القاعدة ) ((5-,2) > پت ,(2-,1) پ8) ۔ 
2 اوجد |۷), المتجه الإحداثي ل ۷ نسبة للقاعدة المعطاة 
ال نجد. من المسالة 7.12, أن "[5-,14] = [3 + 8- ,6~ 20] = [3-,4] = .]v[‏ 
2 اوجد (60۷. 
8 )17,13( = )3 - 9,16 + 8( = (3-,0)4 > (6)0۷.۔ 
2 اوجد المتجه الإحداثي» [(6)۷]. للمتجه (6)۷0 نسبة للقاعدة المعطاة. 
8 نجد, من المسالة 7.12, أن 47[7-,1!1] > 13[7 - 26-34 + 85] - [(17,13)] -[(6)0]. 
2 حقق مبرهنة ۱.12 بان [(6)۷] = [6[)۷] 
a= (f 2)0 5)= (5 0) = (2) =e -‏ 
المسائل 20.12-17.12 تتعلق بالفضاء المتجهي ,۶ للحدوديات الحقيقية ()م الني درجتها 3 فاقل, 


2 لیکن ورج 0:8 المؤثر الإشتقاقى المعرّفٍ بواسطة 46/مل - (0)م)0. أوجد مصفوفة 8 في القاعدة (۴,۵],ا 
3 اقي او في ۱ 
دم 
3 


8 نوجد (2)1, 200 0)7 و 5٥0‏ ٹم تكتبها كتركيبات خطية ل ۸4:1 22 : 


تبن + تین + من -0 
تبن + 0/2 + ,0 +1 
تر( ع۱7۳ +020 
رق + ترو مہ ہو + ن- 3۲ے زتاھ 





٭(ھ] 


هه 5 

ooo لب‎ 

oono 

مه سه 
5 


[لاحظ أن المتجهات الإحداثية ل (0)1, 0)0 ()0. 563 هي الأعمدة. وليست الصفوفہ في (0]]۔ 
2 ئتكن تيل + تين + إط + نك ()م. أوجد (()م)2. 
8 ناخذ المشتق. فنحصل على 302 + 20 + 5 = (()م)2. 
2 اوجد المتجھین الإحداثيين [0)0] و [(0)500]. نسبة للقاعدة (1,1.۳) في رط 
8 ککتب معاملات ()م و ((2)0)0 فتحصل على 
۵(7,ء,1.0] <(۱)م] و 230,07‪خ < ((0)م ط] 


2: تعلق من مبرهتة 1-12 سائحة هنا. 


72 04 0 
8 ۱ [(0ام)ص] د | 10 93 
0 0/14 0 


< [)م][ط] 


ههه 
- ہ ہہ 


المسائل 26.12-21.12 تتعلسق بإيجاد التمثيل ا یں للمؤكر الخطي *8<-5:82 المصرّف بواسطة 
(ر - )2y,3×‏ = (ر»)5 نسبة إلى القاعدة التالية: 


B= {v, = (1,3), u, = (2,5) 


212 


22.12 


2312 


25.12 


26.12 


2712 


28.12 


22 


30,12 


3112 
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أوجد إحدائيات متجه إختياري 82 © (طرة) بالنسبة للقاعدة 8. 
# لدينا 
x+2y=a a _ 1 2‏ 
(ؤاں (ث٭>(ق) لا ری 
نحل من أجل × و لإ بدلالة ۵ و 5, افتحصل على 20-58 2ع او 33-8 2 لل إذن 
(a,b) = (5a + 2b)v, + (38 — bv,‏ 


[ملاحظة: سوف نستخدم هذه الصيغة من أجل (۵.0) مراراً فيما يلي]. 


أوجد (8)۷. 
ھ ‏ (6,0) > (3 - 6,3) > (5)1,3 > 500 
آکتب ‏ (8)۷ كتركيبة خطية في ۷ و ي۷۔ 


ل نستخدم الصيغة في المسآلة 21.12 فنحصل علی و18۷ + ,30۷- = )6,0( = 8۷0 

أوجد (500. 

8 (10,1) > (5 - 10,6( = )82,5 = ہگ 

اکتب _(و5)۷ کترکیبة خطیة في ۷ و ر 

= نجدہ من المسالة 221.12 أن ,29۷ + 4889- پا -30)+ ,2۷+ 50~( = S(10,)‏ = ہت 
أوجد مصفوفة ؟؛ ي[8) في القاعدة 8 أعلاه 


نكتب إحداثيات (,800 او (,5)0 کعمودین. فنحصل على 


رو = 


أوجد التمثيل المصفوفي. ,[؟], ل8 نسبة للقاعدة المعتادة ((0,۱) 2> يك ,(0,ا) > ره) - با 
اله تذكر أنه إذا 82 © (طيه) فان ,عط + بعه > (طبة). وبذلك 

S(e,)= S$(1, 0) = (0, 3) = 0e, + 3e‏ 2 یڈ 

Se)= SOD =2, = er ~o‏ ° ° )1 ا کا 


المسسائسل 32.12-28.12 تتعلسق بإيجساد التمثيل المصفوفي اللتطبيق الخطسي 8 8R”+‏ :7 المعرّف بواسطة 
(ر5 + 48 - ×3) = (ر٣)۲‏ نسبة للقاعدة 8 أعلاه. 


اوجد (10۷. 
Tv) = TO,3) = (3 - 12,1 + |5) = (9,16) 8‏ 
اکتب _(70۷_ کتركیبة خطية في ,7 یا 


8 نجدہ. من مسالة 21.12, إن ,438 - 1ء 16(۷ Tv) = (9,16) = 45 + 3۷, T=‏ 


اوجد (7)۷. 


8 (14,27-) ع (25 + 20,2 - 6) > (ی7)2- (,11)0 


اكتب ل(ي7)۷ كتركيبة خطية في ,۷ و ر۷. 


4 © المصفوقات والتطبيقات الخطية 


32.12 


33.12 


34,12 


3512 


36.12 


نجدہ من المسالة 21.12 ان 69۷ 124۷ 54y + (42 - 27 (v=‏ + 70( = (14,27-) = )ر۷ 


اوجد التمثیل المصفوفي؛ ب[7], لہ 7 في القاعدة 8. 
8 نكتب إحداثيات ل70۷ و( 7)۷ کعمودین: 


و )ما 


اوجد التمثیل المصفوفيء بي[7]ء ل-7 في القاعدة المعتادة 8. 


T(e,) = (1,0) = (3,1) = 3e, + e, 


5 وت و 
گا 5e)‏ + م4 -(4,5-) - (7)0,1 > 26,7 وبذلك |( ؟) - IT‏ 


لتكن 2 )عه ٠‏ وليكن 7 المؤثر الخطي المؤثر الخطي على 82 المعرّف بواسطة 4ع (700 [حيث ۷ مكتوب في شكل 
متجه عمودي]. أوجد التمثيل المصفوفي 1 بالنسبة للقاعدة 8 أعلاه. 


# لديناء من المسالة 21.12, أن ر۷(ط - و3) + 250(۷ + وک5ہ) ء (۱,ع)؛ وبالتاليء 


7e0=(3 4)(3)=(,3)= =5, + eo, 


(f) =a, +o‏ = -د×× 


أوجد التمثيل المصفوفي للمؤشر الخطي 7 في المسألة 34.12 بالنسبة للقاعدة المعتادة 8. 


1[ 0111 
7 ئئ و 

SEE 9‏ _ بث ز(ؤ بات اتا 
e) = (4 4)1) = (4) = 2e, + 4e,‏ 

ملاحظة: لاحظ ان مصفوفة ١‏ في القاعدة المعتادة هي نفسها المصفوفة الأصلية 8 التي عرّفت 5. وهذا ليس غير عادي. في 
الحقيقة. سوف نبين في المسالة التالية أن هذا صحيح من أجل أي مصفوفةٍ 8 عند استخدام القاعدة المعتادة 


بش ا اتا 


تذكر أن أي مصفوفة مربعة -, (4) =۸ يمكن النظر إليها على أنها المؤثر الخطي 7 على "1 المعرّف بواسطة 
۷ > (700, حيث 7 مكتوب في شكل متجه عمودي. بيّن أن التمثيل المصفوفي ل 1 نسبة للقاعدة (©) ل" هو نفسه 
المصفوفة ۸ أي أن ۸“ [7]. 

hu 


a 
T(e,) = Ae, = =| .. |= ae + aye + °°° + aê, ل‎ 





oa eat 





سر رد مو رر رس 


[أي أن ,عه > (7)6 هو العمود رقم أ في 4]. 
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2 إن المجموعة (تاء1,8) لفضاء متجهي ۷ لدوالٌ 8اا . لیکن ۵ا المؤٹر الاشتقاتي علی ۷ء أي 02/46 < ©)2. 
أوجد مصفوفة 9 في القاعدة المعطاة 






0100 = 0(1) + 0(9 + 0(e') + 0(te) سر‎ 
امج + (0)6 + (0 + )1(1 = ذلك |0 0 0 0]ي‎ 
Ilo o1 1| 2001) + 0(0) + (°) + (e) 
0 0 0 1 ` + te' = 0(1) + 0(£) + 1(e') F 1te’) 


42 إن المجمومة (۰,م,ع) قاعدة لفضاء متجهسي ۷ لدوال 8+۸ f:‏ . ليكن 0 المؤثر الاشتقاقي على ١۷‏ أي 
0 = ()0. أوجد مصفوفة 0 في القاعدة المعطاة 


3 1 0 D(e”) = 3e” = 3(e™) + 0ıe") + “متيو‎ 
(D]= 0 3 2| (۸ئن + رتو( ر۔ ۰+ انم سے ( راز وبذلك‎ 8 
0 0 3 D(fe*) = 21e" + 3e" = 0(e") + 2(1e™) + 3(e™) 


2 لتكن القاعدة ((1,0(,)1,1)) - 5 ل”R.‏ ليكن ”8+ ”1:۸ معزفاً بواسطة (6,4) = (141.0 و (1.5) = (1)1,1. [تذكر 
أن تطبيقاً خطياً يعرّف تماماً بتأثيره على قاعدة له]. أوجد التمثيل المصفوفي للتطبيق ا نسبةً إلى القاعدة المعطاة. 
ل نكتب (6,4) ثم (1,5) كتركيبتين خطيتين لمتجهي القاعدة. فنحصل على 
1L -( 0 L(1,0) = (6,4) = 2(1,0) + 4(1, 1)‏ 
J4 5 L(1, 1)» (1,5) = -4)1,0( +5)1,1(‏ 
2 لننظر في القاعدة المعتادة لر.رشٛضن٥)‏ <8 لہ" وليكن "۸ ۸K"‏ زا معرّفاً بواسطة 7ع (©)ا. بين أن 
المصفوفة 8, الممظة للتطبيق .! نسبة للقاعدة المعتادة 58 يمكن الحصول عليها بكتابه المتجهات ‏ الصورة 











كأعمدة لها. 

8# نفترض آن (. ر33( = ۷. دن ,ع ٢‏ ۰۰۰ + ره + ۴ر4 = )1 . ويذلكف 
as 4‏ ,رھ 
پیر م 
٠٠١ 4‏ مھ dya‏ 

كما هو متوقع. 


2 لیکن 87ه*8:/م معرّفاً بواسطة (2,4) > (5)1.0 و (5,8) = (۴)0,1. أوجد المصفوفة 8 الممثلة ل ۴ بالنسبة للقاعدة 
المعتادة في ۴ 


8 بماآن (1.0) ى (0.1). يشكلآن القاعدة المعتادة ل ۸7 نکتب صورتیھما تحت ۴ كاعمدة لنحصل على (ٌ =4 


2 ليكن .1 الدوران في ۸ حول المستقيم ×- = لا. أوجد المصفوفة 7 بالنسية للقاعدة المعتادة ل 182 


8# لدينا تحت الدوران 1 (0,1) > (1,0)ا و (1,0-) >  .)0,1(‏ إذن 0۔ 2م 





42 لیکن "7 يرمز للانعكاس في 12 حول المستقيم × - = ر أوجد مصفوفة 7 بالنسبة للقاعدة المعتادة ل 82 


018 لديناء تحت الانعكاس '1, أن (1-,0) - (7)1,0, و (1,0-) = (1)0,1. وبذلك 3 عم 


المسالتان 45.12-44.12 تتعلقان بالحقل العقدي © كفضاء متجهي فوق حقل حقيقي 26 ومؤثر المرافقة 1 على ©. أي 
المعرّف بواسطة + = (۴)2. 
42 اوجد مصفوفة 7 نسبةٌ للقاعدة المعتادة (14) 


1010+ 08 
= 0(1) ~ 1() 





20 فك( دم 





6 3 المصفوفات والتطبيقات الخطية 


2 أوجد مصفوفة 7 نسبةٌ للقاعدة (21 + 1,1+ 1) 






( 3 ۹ 5 111+ (>1 -2-3)1 + (2)1 + 21( 


8 +0 -رتر+ یھ دہ 2+ فلك (ی ر )=[7) 


2 ليكن ,! المؤثر المحايد لفضاء متجهي ١‏ أي أن ۷= (1)۷ من أجل أي ۷۷ بین ان 1< پل,!] (حيث 1 المصفوفة 
المتطابقة]ء وذلك من أجل آي قاعدة (إ۷) =8 ل ۷. 


0 لل عه عدت لكر من أجل ص12 =1 إذن 1= ولا 

2 ليكن ,0 المؤثر الصفري على ۷, اي المعرّف بواسطة ۶0 (),0. من أجل أي ۷6۷. بين أن 20 و[,0] (حيث 0 
المصفوفة الصفرية]» من أجل أي قاعدة (۷) = 8. 
8€ الدينا Ov, + Ov, ++ Ov,‏ = 0= (»)0. من أجل اي متجه ,۷ في القاعدة. إذنء 0= ول0]. 


المسالتان '49.12-48.12 نتعلقان بالفضاء المتجھي ۷ للمصفوفات 2×2 فوق ٠۴‏ والقاعدة المعتادة التالية ۴ في ۷: 
}9 )عم ؤ دمل )عمل e-{a-(‏ 
12 


2 لتکن 4 ایا ٠‏ وليكن ١‏ المؤثر الخطي على 7 المعرّف بواسطة ۸ - (7۸. أوجد التمثيل المصغوفي ل 3 بالنسبة 
للقاعدة المعتادة ل ل. 


8 لدینا 
و+عد+ +ع۔-ؤ ی)۔(لٰ 3(0 }( REJ= ME=‏ 
KE)= ME, = (3, 4)( )(-)0 1)=0E, +18, +0, +38,‏ 
2E, * OE, + 4E, + OE,‏ =0 0-7 کل }( = TE,) = ME,‏ 
مه + NE)= ME, =(} 1(0 0= (Û 7) =0E, +28, +OE,‏ 
وپالتالي 
1020 
:ءا 
0304 


[بما أن 4 = ۷ ال فإن أي تمثيل مصفوفي لتطبيق خطي على ۷ يجب أن يكون مصفوفة مربعة -4]. 


2 ٹٹکن 2 6ت وليكن 5:۷-۷ التطبیق الحطّي المعرّف بواسطة ۸M‏ = (5)4. اوجد التمثيل المصفوفي ل 8 
بالنسبة للقاعدة ل ۷. 


# لديا 


XE)= EM =(} (1 )اد(‎ $) =aE, + bE, + OE, +08, 
KEJ= EM =(§ (E )=( = cE, + aE, +0E,+0E, 
KE) = EM = (f 6 5 ©) =0, +O0E, + aE, + bE, 
XE = E,M = (Û ۷ كام‎ ©) =0E, +OE, + cE, + dE, 
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5 
$ 
1 
Eau‏ 
مه 
حجد ہہ 
هه 
ہے 
1 
سر 
o&‏ 
ومع 
نے 


2 أثبت مبرهنة 1.12 


8 لنفترض أن 


ja 


Tle) = ajê, + ap€, F*** + ae, = aê 
3 


من أجل «.....! 1 إذنء تكون .[1] المصفوفة المربعة -ہ التي صفها ز يكون 
iD‏ 40 
نفترض الآن أن 


u = ke, F keg 0 + کہ‎ 


وبكتابة متجه عمودي كمنقول لمنجه صفی, 
fo), = (ky, kar... kT‏ )2 
بالاضافة إلى ذلك, وباستخدام خاصية الخطية التطبيق ١‏ يكون لدينا 


2 k,T(e,) = شا‎ a) 





= (3 akı), - > (akı + ak + ١ + مايه‎ (© 


j"‏ علا لسو 
وبذلك: يكون ي [(۴)۷) المتجه العمودي الذي مدخله رقم ز 
ماررھ + °°° + ak, + aka‏ )2ش 


من جهة أخرى, نتحصل على العدخل ز ل ,[۳[,]۷] بضرب الصف [ لہ [7] في ,ا۷ا أي ضرب )١(‏ في (2). ولكن جداء 
(1) و (2) یکون (3) بالتالي, يكون ل ,71,591 و ,[()۳] نفس المداخل. إذن. ٣(1,‏ ۳] = ,۷ے (1). 


2 المصفوفات والمؤثرات الخطية على 83 


يقتصر هذا القسم على المؤثرات الخطية على *8. نقصد بالقاعدة المعتادة على 8 المجموعة 
((0,0,1) دك ,(0 ,1 ,0) > رہ ,(1,0,0)-مھ) > ظ 
2 لنفترض آن ١‏ المؤئر الخطي على 8 المعرّف بواسطة ‏ (ميء + لار + ٥×‏ ,2رط + لارا + × ا2ھ + لاہ + T2) = (a,‏ 

بين أن مصفوفة ١‏ في القاعدة المعتادة ( 46 تعطى ب 

ب ده به 

[Tl.= | P, b1 0 

Cr, €3 €‏ 
أي أن صفوف .[1] يتحصل عليها من معاملات × ل 2 في مرکبات (2ر »)۲ 
8 الدينا 
دعر + يعرط + رعيه > (رہ برظ,رھ) × (7)1,0,0ھ (رع)1 


وميه + وعوط + رعو > )€2 روط (a,‏ = )0,1,0 1 
وعد + رعوظ ۴ رموه * (و© T(e,) = T(O,0, 1) = (ay, b3,‏ 





٢ 8‏ المصفوفات والتطبيقات الخطية 
ينتج عن ذلك أن 
“ھ 42 40 
3 وط ,ف )> .ل2] 
Cy‏ € € 


ملاحظة: تكون هذه الخاصية صسالمة من أجسل أي فضاء ", ولكن فقط بالنسبسة للقاعصدة المعتادة 
,0)e, = (0,1,0,...,0e, = ( 0,1)}‏ ,1,0( = 1 1 





2 یکن 8+ ۴:8 معرفاً بواسطة (رة + ×4 ,22 + ر = ×5 ,42 + ر3 - ٭2) = (2 ,ر ,)۴ 


أوجد مصفوفة ۴ بالنسبة للقاعدة المعتادة ل 8. 


1# 2 
8 من اسسا 5112 |2 1- ا 
8 


2 لیکن 6:8 معرّفاً بواسطة (×3,ر4 - »رع + ر2) = (2,ر»)6. اوجد التمثيل المصفوفي ل 6 في القاعدة المعتادة 
RS‏ 
#8 نج من المسالة 51.12 أن 
1 0-2 
ıo1 -4 3‏ 
0 .3 


المسائل 61.12-54.12 تتعلسق بسإيجاد التمثيل المصفسوفي للتطبيسق *8+-3:82 المعرّف بسواسطة 
ور پر 2,5% + ر + 32,2% - 2y‏ + ») = (2,ر.»)8. بالنسبة للقاعدة التالية في 87: 
بالنسب ية في 


B = (u, = (1,1,0), u, = (1,2,3), u, = (1,3,5)‏ 
2 اوجد إحداثیات متجه إختياري “8 © (ع,5,ة) بالنسبة للقاعدة 8 أعلاه. 


8 نكتب (عرط,ة) كتركيبة خطية في ,لاء رلاء ولا باستخدام المجاھیل × لله *: 
y + zx + 2y + 32,3y + 52)‏ + بج ہ (1,3,5)ء + y(1,2,3)‏ + (1,1,0)× > (م,طع) 








مجع 4ر x+y+ z x+ y+ zma x+‏ 
جس ج3 + بر2 +ع أو و۔۔ ع٭ 22 + رز او y+22=-a+tb‏ 
3y +52 =e‏ مع ود + بر3 -م3+ه3- دع 


نحل من أجل × لر 2 بدلالة 8, تا فتحصل على 25-6 + 4~ = »ر 2+ ا5 54 = ل ع- 30 + وق- 5 2 إذن 
رت -36 + 38-) + (a,b,c) = (~a + 2b — u, + (5a — 5b + 2)u,‏ 
آوء ہشکل مكافىء, 
آ(م - 36+ و3-,ه2 + 535 - وقن - 20 + 8-] > [لعرطية)] 

[ملاحظة: سوف نستخدم هذه الصيغة من أجل (,0,) بشكل متكرر في المسائل اللأحقة]. 
2 أوجد ج5 

ھ (4,ة,3) » (0 + 1 - 5 ,0 + 1 + 2 ,0 - 2 + 1) > =S(,1,0)‏ نت 
2 اكتب (5)00 كتركيبة خطية رتاه رلاء رناء 

8ا نستخدم المسالة 54.12 فنحصل على 

S(u) = 3,3,4) = (~3 + 6 — 4)u, + (15 = 15 + Bu, + (~9 +9 ~ 4)u, = =u, + يناك - راق‎ 

2 أوجد (رن)8. 


Su) - 5)1,2,3( > )[ + 4 - 9,2 + 2 + 3, 5 - 2 + 3( ت‎ )-4,7,6(  ھ‎ 


58.12 


59.12 


6012 


602 


62.12 


63.12 


64.12 


65.12 


66.12 
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اکتب (ره)؟ كتركيبة خطية ل ولا رلا پد 
اتا 0ا27 +430 - ,120 = كك 6)u, * )- 20 - 35+ 12u, + GEES‏ ~ 14 + 4( = )4,7,6( = )5 
أوجد (,5)0 
له (8,10,7-) ع (5 + 3- كر + 3+ 5,2] - 6 + 1( = )1,3,5($ = نت 
اكب (,5)0 كتركيبة خطية في لاء يلا ولا 
8u) = (=8,10,7) = (8 + 20 ~ 7u, + (40 ~ 50 + 4)u, + (24 + 30 ~ 7u, = 21u, ¬ 760+ 470 8‏ 
آوجد مصفوفة 5 [5] في القاعدة 13 أعلاه. 


اھ نكتب إحداثيات (5)000, (رنا)5. و (,5)0 كأعمدة, فنحصل على 








1 12 21 
[S=| 8 -43 -6 
4س‎ 27 47 


المسائل 65.12-62.12 تتعلق ہالمتجه (1,1,1) <۷ والتطبيق الخطي “8*8 :5 والقاعدة 8 أعلاه. 
أوجد [۷] 
8 نجدہ من مسالة 5412ء آن *[1-,0,2] > 1(7 - 3+ 3- ,2 + 5- 1,5 - 2+ ل-] > [u] = (LL)‏ 
أوجد (8)۷. 
SAID) = (1 +2 3,2 F1 + 1,5 ~1 + 1) = (0,4,5) 8‏ 
أوجد [(8)۷]. 
ل نجد, من مسألة 54.12, أن (3.-107F‏ = 5 -10,0+12 + 20 -— 5,0 ~ 8 + 0] > [(0,4,5)] > زرممق 


حقق مبرهنة 1.12 بان [5)0]) > [8[]0). 

-1 12 0 0١ /0+24-1 3 

[(5)0] > [10- إے 0-06 2 3 43- 8 | [مإزى] 
7 (54-47 ج10 /1- 4 277 ہہ 
المسائل 73.12-66.12 تتعلق بإبجاد النمثيل المصفوفي ل 8 + ”7:8 المعرّف بواسطة ,42 - ×2 + )2y‏ = (2ررx)‏ 

3:0 بالنسبة للقاعدۃ ‏ (.(1,0,0( ”<۷ ,(۱,1,0) = .B = (w, = (1,1, , w‏ 
أوجد إحداثيات متجه إختياري 87 © (8,05,0) بالنسبة للقاعدة 8 أعلاه. 
#@© نكتب (5,6,ة) كتركيبة خطية في ,8 ر۷ ,۷ باستخدام سلّميات مجهولة ۸ لر : 


x+y+ama, x+ymb, X=c آو‎ (a,b,c) a x(l. l1) + y(1,1,0) + 2(1,0,0) = (x عه + برخ‎ F y,x) 





نحل المنظومة في × لا 2 بدلالة 2 ١,٦‏ فنجد دا ہرد ہیں وبذلك: 
ي:#(- 8) + رازه - ط) + رهن > (۵,ھ) وبشكل مكافىء ‏ 7[ - هربع - طره] > [(a,b,e)]‏ 


[هذه الصيغة من أجل ©,8,6) سوف نستخدم لاحقاً بشكل متكرر]. 


0 ا المصفوفات والتطبيقات الخطية 


2 أوجد 1)۷ 


4 (3,3-,ق3) ك (زقبة4 - 1,1 + 2( = Tw) = TOL)‏ 


62 اکتب (108 كتركيبة خطية ل ,۷ ر۷ ۷۔ 


8 نجد من المسالة 66.12 آن Tw) = (3, 3,3) = 3w, + 3-3 + 3 + (vw = 3¥, ¬ 6w + 6w‏ 
2 أوجد (ر۳)۷. 
ھ ‏ (تقرق-,2) > (43 - 0,1 + 2) ع (1,1,0)ل' - لي 10 


2 اکتب ل٦٦٦‏ كتركيبة خطية في ,80 ۷ہ و۷ 
لق Tw, = TO,~3,3) = 3w, + (3 3w, (2 + 3w, = 3w, ~ 6w + 5w‏ 
2 اوجد 7)۷ 
ھ )0,1,3( = )0,3 ¬ 0,1 + 0( = )0,0, .T(w,) = T1‏ 
2 أكنب (ر1)۷ كتركيبة خطية في ,۷ ر۷ 8 
كا — .T(w,) = (0,1,3) = 3w, + (1 ¬ 3w, + (0 — Dw, = 3w, ¬ 2w‏ 
2 أوجد مصغفرفة '1, [1], بالنسبة للقاعدة 8. 
8 نكتب إحداثيات («70, (ير«10, (,7)۷ كأعمدة فتحصل على 
ور اک 
2 6 6-|=]7( 
1- 5 6 
2 اكتب 1)١(‏ كتركيية خطية في ,۷ ر۷ و۷ حیث (,ط) = ۷ متجه إخنياري في *۸. 
8 نجدہ من مسالة 66.12, ان T(v) = T(a,b,e) = (2b + c,a = 4b, 32) 4 3aw, + (2a ~4b)w, + (a + 6b + ew,‏ 
أو بشکل مکافیء ۴[ء + ط6 + a‏ ,45 - 20-,30] > [(1700]. 
2 حقق مبرهنة 1.12 بآن [(100] > [71]0] حیٹ ‏ (عرطية) < 8 


ھ8 نستخدم المسأالتين 66.12 و 74.12 
e 36‏ 3 3.8 
(=e‏ و4 - وج۔ )اد 6~ 5( r=‏ 
“=a + 6b ٢‏ ذ-هأ/1- 5 6 


2 المصفوفات وعمليات التطبيقات الخطية 


المبرهنة 2.12 التي سيتم إثبانها في المسائل 107.12-104.12, سوف تستخدم في مسائل هذا الفسم 

مبرهنة 2.12 لتكن لبےیٹز٥)‏ <8 قاعدة ل ۷ فوق ١K‏ ولبكن أ جبر المصفوفات المربعة -« فوق ك5. إذن» 
النطبیق 4 ج( ۸)۷ :م المعوّف بواسطة ي[1] > (001: يكون تشاكلاً جبرياً من (401 فوق /4.. أي؛ أنه 
من أجل (۸)۷ 6 5,1 وآي ۸6۸ یکون لدینا: 
[T] + [S] = [F +S] gi ,m(T +8) = m(T) + m(S) (i)‏ 
[kT] = kIT] gi m(kT) = kT) (Gi)‏ 
{S°T} = {SIE} gi m(S°T) = m(S)m(T) (iti)‏ 
)٦۷(‏ التطبیق " يكون واحداً ‏ لواحد وفوقياً. 





7612 


7712 


78.12 


79.12 


80,12 


8112 


82.12 


83.12 


84.12 


85.12 


86.12 
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المسائل 90.12-76.12 يوضح مبرهنة 2.12 باستخدام القاعدة ل ((1.2) > رد.(1,1) - رن) - 8 ل 2 والتطبيقين 
الخطیین 8 و 7 المعرّفين بواسطة 20,410 + ع)ے ص80 ےے (ر3+ دی ےہ وی 
أوجد إحداثيات متجه إختياري 82 © (5.ة) بالنسبة للقاعدة 8 أعلاه. 
له نكتب (8,6) كتركيبة خطية في ,ا رلا باستخدام مجهولین × و ل: (1,2)ر+ (1,1)»× = (طرھ) او وس ر+» 
= ,2+ »«. نحل من اجل × ی لا فلحصل علی 22-5 دعن ~a +b‏ = ل إذن 
پنا(ط + 8-) + بنط - 28) > (طرة) ای بشکل مکافیء "[ط + و-,ط - 20] = [(ط,)] 
[هذه الصيفة من أجل (0,8) سوف نستخدم بشكل متكرر]. 
أوجد التمتيل المصفوفيء [15. ل 5 في القاعدة 8 
ل + S(u,) = S(1,1)= (3, 4) = 2u,‏ ذلك 2+8 
لك ۔‪ 
3 ل ل - 6,4 = 51,27 =( ٠‏ مل رر 1-یا 
اوجد مصفوفة ۲ [7], بالنسبة للقاعدة 8. 
Tu) = TOL, 1) = (1, 4) = —24, + 3u‏ 5 3- 2-)۔ 
+ ,3~ 2,2 20172 ہر I= 5) i‏ 
أكتب (,ل)(7 + 8) كتركيبة خطية في نا و يلاء 
ا" يلاك + ,00 د (يناة + 20-) + Tu) = Su) F Ta; = (2u, + uy)‏ + ی). 
أكتب (,ل)(7 + 8) کترکیبة خطیة في ہلا و پلا۔ 
گا ر + u,‏ = وج5 + ,30-) + (رنا - ,60) > ۲0+ م5 = (a)‏ + 8 
أوجد 1 + ؟]. 
8 نکتب إحداثيات (,7()0+ 8) و (ره)(7+ 8) کعمودین: 
و او سای 
و وأحمدى 
حقق مبرهنة 2.12 (0: [۲ + 8] = [1] + [8]. 
n2 6,1-2 0 3 0‏ 
riser 9‏ )5 )ا رگ N=‏ 


أكتب (,لا)(37) كتركيبة خطية في ,لا ى ينا 
® اکتب (Tu) = 3Tu) = 32u, + 3u, = ~6, + 9u‏ 
أكثب (رلا)(37) كتركيبة خطية في ,فى يلا 
گا ہکا +90- دہ (ين5 + ,30-)3 > GT) = 3T(u,)‏ 
أوجد [31]. 
8 نكتب إحداثيات (,37()0) و (,37(060) کعمودین۔ 
9~ 76( ہیر 
e)‏ 
نحقق أن [35) > [3]1 


A= <O تق لير‎ ٣ 


٢ 2‏ المصفوفات والتطبيقات الخطية 


87.12 


88.12 


89.12 


90.12 


9112 


92.12 


93.12 


9412 


9512 


97.12 


اکتب (,5*1()0) كتركيبة خطية في ,0 و یلا۔ 

.(ST(u) * S(Tu) = S(TO,1)) = S(1,4) = (9,4) = (18 ~ 4)u, + (9 + 4)u, = 14u, ¬ Su, 8# 
أكتب (ره)(8*7) كتركيبة خطية في لا و راء‎ 

.(SP(u,) = S(T(u,)) = S(F(1,2)} = S(2,7) = (15,8) 32)ع‎ - 8)u, + (16 + Ju, = 24u — u, © 


ایجد [877]۔ 
ھ :اکتب إحدائیات (,5*7()1) و (ر)(8°1) كعمودين: 
)%4 )8:7 
حقق مبرهنة 212 (1ز): ‏ [5*1] > [8(]7]۔ 
241 14م 6+30 3-4418 62 2 
5۰7ا“ (و۔ و )=(وو وو )9-2 3( r=?‏ 


المسائل 03.12-91.12 توضح مبرهنة 2.12 من أجل 2= ۷ سنل أي من أجل قاعدة (رعره) = 8 ل ۷, ومؤثرین 

خطيين 7 و 8 على ۷ معرّفين بواسطة 

Te) > وميه + رعره‎ S(e,) = ce, + Ce, 

Tea) = bye, F be S(ea) = dye, + dea 
.]8[ آوجد آ7] و‎ 
أكتب إحدائيات (7)6, (,7)6 وكذلك (5)6, (5)6 کعمودین, لتحصل على‎ ® 

a, b‏ 4 64م 

( احم ° 4 (ê‏ 
أكتب (,5()6 + ۳) كتركيبة خطية في ,© و ي©. 
اه لر + +c e, + (a,‏ ,@ = ر8 + {T+ Se) 3 Te) + Ste} = a0, + ae, + C8,‏ 
أكتب (یہ)(5 +7) كتركيبة خطية في ,© و ي©. 


{TE ئن‎ = Tey} Se} پت سط‎ + bê, E de, ۴ ع گرا4‎ (b, ¥ de, 8 وا)‎ 4 de, E 


أوجد [5+5]. 
له نكتب إحدائيات (رع)(8 + 1) و (,ع)(58 + 1) كعمودين: 
até, Fd,‏ 
r+ B+)‏ 
حقق مبرهنة 2.12 () {T} + {[S} = [{T +S}‏ 


8 عمد ل نيم 2= &(*) يما ماحم 


أكقب (,61006) كتركيية خطية في ,© و ره حیث “۴61٤‏ 
ka, e, + Kage, 8‏ = ليعية + رعره)ط > ۵٢ا‏ - ندا(کگا۔ 


أكقب (رء)(1)) كتركيبة خطية في ,6 و ره 


(KTJ(e,) = KT(e,) = Ke, + be) = kb e, + khe, 


98.12 


99.12 


100,12 


101.12 


102.12 


103.12 


104.12 


105.12 


106.12 
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اوجد [7م] 


8 أكتب إحداثيات (7()6)) _ ر (یہ)(۷7) كعمودين 
kb,‏ ھا 
ر6 5<( 
حقق مبرهنة 2.12 (0): [۳)] = 1 


a, b ka, kb, 
A= Ka رق اد(‎ 
کترکیبة خطية ل ں٥ و یر‎ )59777)6(  بتکا‎ 


هه (رعيل + a, + a5) = 4,6, * Cpe) ade,‏ = (ر ر S(T{e J) = S(a,e,‏ ت بہ)(“8) 
و#ليفية * يعبة) + بقل فيه + رعيه) د 
أكتب (رع)(5”1) كتركيبة خطية في ,ع و ي©. 
ل (S°TI(e,) = SCF(e,) = S(b,e, + be) = b,S(e) + bS(e) = beye, + cey) F b (de, F de)‏ 
bde, ¢ bf, + bde,‏ وم re,‏ = 


.)5*7[ أوجد‎ 
نكتب إحدائيات (,5”7()6) و (,ي5*1()6) كعمودين:‎ 8 
a,c, + ad, b,c, + bad 
A) 
{SF} = EST] iii) 2.12 حقق مبرهنة‎ 


ره ,2۱۱۷۵۸۹۰ ىو 


8 [573]ھ وہ b+‏ يفيه + يمره 


أثبت (1) في مبرهنة 2.12: [5] + [1] - (8 + '1] 


# لنفترض أن 


S(e)= Z bye د‎ Te) D aye, 


أ. ولتكن ۸ و 8 المصفوفتین )=۸ و( =8 إن "۴[=۸] ى85 - [5]. لدينا من 
1 1 


أن 





(T + SYe,) = T(e,) + S(e,) = 2 (6, i) 
7 
لاحظ آن ۸+8 هي المصفوفة (يط + .28). ينتج عن ذلك أن [3) + [7) > آھ + ۸ = "(8 + ۸) = [$ + ۳ا‎ 
177 > ۴]7[ :2:12 أثبت (() في مبرمنة‎ 
لديناء من أجل ...ا - 4ے أن‎ 8 


(ka )€,‏ 5 رر“ 5 اد رع)3) د زء)(7غ) 


لاحظ آن 5۸ هي المصفوفة (ي68). ينتج عن ذلك أن [۲]) = "۸ = .[kT[ = K۸)"‏ 


أثبت 610 في مبرهنة 2.12: (5[]7] > [8:7] 


4 ت٦ا‏ المصفوفات والتطبيقات الخطية 





# لديناء من أجل ه...., 1‏ 4 أن 
bes) = 2 ( 2 abn )es‏ اہ 2 ٭(ماشرہ 2 = a)‏ زا = (So T(e) = SNe)‏ 


8 
تذكر أن 8ه هي المصفوفة ل) = ۸8 حيث يرطيه ب2 = .٠‏ ينتج عن ذلك أن [5[]1] - 8"۸ = "(۸8) = [5°]. 
3 7۳1 


2 اثبت (40) في مبرهنة 2.12: التطبیق 4 <-(۸)۷ :0< المعرّف بواسطة [7] > 80017 يكون واحداً ‏ لواحدٍ وفوق ۸6۔ 
18 إن التطبيق هى واحدٌّ ‏ لواحد لآن تطبيقاً خطياً يتحدد تماماً بواسطة قيمة على قاعدة للفضاء. والتطبيق فوقي لأن كل 
مصفوفة 6.4 8 صورة للمؤثر الخطي 
DY mye, i®l,...,n‏ سرعم 
f‏ 


حيث (إ") منقولة المصفوفة 14. 


2 المصفوفات والتطبيقات الخطية 


إقتصر القسم السابق من الفصل على دراسة التطبيقات الخطية من فضاء متجهي إلى نفسه. سندرس في هذا القسم الحالة 
العامة لتطبيقات خطية من فضاءٍ إلى آخر. 


82 لیکن ۷ و ا فضاءین متجھین فوق نفس الحقل .K‏ عرف التمثيل المصغوفي لتطبيق خطي ٣ص۷‏ 






© لاکن (ع-7) ی(5م؟) قاعدثین اختیاریتین ولكن مثبتين ل ۷ و لا على الترتيب. إذن: المتجهات 
)...)۴ تنتميان إلى لاء ويكون كل منها تركيبة خطية في ال راء أي أن 
af,‏ + + ويرك ل Fle) = anf‏ 


Fea) = aa, f + وھ‎ + 


إن منقولة مصفوفة المعاملات اعلاہ والتي نومز لها ب ي'[7] أو فقط ب [5], تسمى «التمثيل المصفوفي ل ۴ بالنسبة للقاعدتين 
{e}‏ و (۴)؛ او مصفوفة ۴ في هاتين القاعدتين. أي أن 





[لاحظ آن إ۴] مصفوفة ۸×۳ حيث [dmU=ag, dim V۷ =m‏ 
نستخدم أدناه المبرهنة 3.12 التي سوف تُبرقن في المسالة 138.12 
مبرهنة 3.12: لديناء من أجل أي متجه ‏ 17 © ۰۷ ,۴)01 = FJ, Iv],‏ 

[أي أن ضرب المتجه الإحداثي ل في القاعدة (46 في المصفوفة .'[5] يعطينا المتجه الإحداثي 

ل (۴)۷ في القاعدة () ]. 
المسسائل 113.12-109.12 تتعلق بإيجاد التمثيسل المصفوفسي للتطبيق الخطي 8+ ۴:8 المعسرف بسواسطة 
(22 + ہر - عرورع س نر3 + 2) = (2,ر.»)۴. بالنسبة للقاعدتين التاليتين ل 187 ى 803 على التر: 
1,3,5( = ,)1,2,3( = ,)1,1,0( = ب«) عر8ه الى )2,3( = {v, = (2),v‏ 








2 أاوجد إحداثيات متجه إختياري 22 © (ط,4) بالنسبة لمتجهي القاعدة ,۷ و ر۷ 


٠‏ (با+(یا٭٭(ی) اد مرا 


315 الفصل 12 تا‎ 
ویکون الحل 2+ 34~ = », ط- 2= ل وبذلك‎ 
[(a,b)]g, = [3a + 2b,2a ~ bT yl (a,b) = (3a + 2b)v, + (2a = b)v, 

2 اكنب ,۴)١(‏ آي صورة المتجه الأول لقاعدة 8 كتركيبة خطية في المتجهين ," و ي؟ لقاعدة 87. 

ل + ود اس وو 0+ Fu) = F(û,1,0) = (2 + 3 + 0,4 -1 + 0( 26356-5 + 6V,‏ 
2 أكتب (,50 كتركيبة خطية في ,7 واي 

8 2۷+ ۱ھ بی(8 0 ,160۷ + 15~( = )5,8( = )6 + 2~ 3,4 - 6 + 2( = F(u,) = F(1,2,3)‏ 
2 أكتب (رد)۴ كتركيبة خطية في ,7و ,3 

.F(u) = F(1,3,5) = (2 +9 — 5,4 — 3 + 10) = (6,11) = (18 + 22), 012 - Dv = 4v, Fv 8‏ 
113.12 أوجد التمٹیل المصىفوفي ل ۴ [۴], بالنسبة للقاعدنين ,8 ر ر8. 

ا نكتب إحداثيات )1 و )۴ في القاعدة (رلر۷) كاعمدة: 


)دما 


المسائل 117.12-114.12 تتعلق بالمتجه (3-,2,5) ۷٢‏ والتطبيق الخطي 87+ ۸:8 والقاعدنين ,8 و ر8 المذكورين 
أعلاه. 
2 اوجد المتجه الإحداثي ل . ,و[س]. في القاعدة ,8 
# نجدہ من المسالة 54.12 أن”[م - 35 + ه3- ,26+ ط5 - 54 , - 20 + ه-] > بم[ ,ط.ه)] ٠‏ وبالتالي 
21,[7- :11]- 3[7 +15 +6- ,6 - 10-25 ,1+3 + 2-]دوزه] 
12 اوجد (۴)۷۔ 
گ (3-,22) - زہ - 5 - 3,8 + 15 + 4( = F(v) = F(2,5.-3)‏ 
116.2 آوجد المتجه الڑحداٹي ل .۴)١(‏ رو [(©۴)۷]. في القاعدة 8. 
# نسنخدم المسالة ۱09.12, فنحصل على "72,47[7-|- 4+3[7ھ,6- 66[ = ,)3= ,22( = .[F(ua,‏ 
2 حقق مبرهنة 3.12 ,وإ ()۴] = و[F۴[]0)‏ 
11 
٠-72١ _‏ 9-21+481-۔/ _[ہ رز )4 ٦‏ ہ_ 
a7) Fla, 8‏ ( )12 )ا 0 2 5 )-ماماكها 
المسائل 21.12-118.12! تتملق بإيجاد التمثيل المصفوفي للتطببق الخطي ۸+ ۴:۸, المعرّف بواسطة 
2y - 4,۸ > 5y ٣ 32)‏ + ×3) = (2,لر»)۴, بالنسبة للفاعدتين التاليتبن ل 8 و ۸ على الترتيب: 


B, = (u, = (1,1,Du, = (1,1,0), = )1:0:0((‏ و ((2۵) - پ3(,۷,ا) ص۷) > پھ 
[تذکر ان (3a ~ bDv,‏ + ۷( + 58 -) = (,4)» پسېب المسألة 21.12{ 


2 اکتب 500 كتركيبة خطیة في متجهي القاعدة ,۷ و ر۷. 

EH‏ اا 20ح v=‏ + 3 +ے 2(۷ - 5 )= )1,1( = )3 + 5= |4 — 2 + 3( = ر۳ لاريم > نا 
2 اکتب (رلا)5: كتركببة خطبة في ,۷ و ر 

.F(u,) = F(,1.0) = (5,4) = (~25-8)v, + (1S + 4v, = ~33, + 9v, ل‎ 


2 اکتب ۴)١,(‏ كتركيبة خطبة في ,۷ و یا 


6 0 المصفوفات والتطبیقات الخطیة 
س يوق + لهات = Fu) = FO,0,0) = (3,1) = (=15+2)v, + (9-Dv,‏ 
2 إوجد التمثيل المصفوفي ل 5 [۴], في القاعدتين ,8 و رظ 


8 نكتب إحداثيات (,۴)۵ (رں)۴, (ر۴)۵ کاعمدة: 


3- 33- ہے 
8 و A=‏ 


المسائل 124.12-122.12 يتعلق بمتجه إختياري €8 (2,ل.») = ۷ والتطبيق الخطي ۴ والقاعدتين ,8 ى ر8 المذكىرين 
أعلاه. 
2 أوجد المتجه الإحداثي ل ۷ ,ر[], في القاعدة رظ 
8 نجدہ من المسالة 66.12, ان آزط - هيع - ط] ع بو[لع,ظية)] وکذلك "للا عه رکا = رول"ا: 
 ,- 02‏ + 


جیڈر - ر1ز + عق + 6۷د + 207 - 13%( = )32 + 5y‏ ~ 42% ¬ 2 + 3) > 800 وبذلك 
11y — 15z)‏ + 262,8 + 207 - 3 -] > يو[(7]. 


2 حقق مبرهنة 3.12: رے[(۴)۷) = ,و[1۴۱)۷ 
2 
20y +26‏ - ×13 ے | را13“ 33- 7-)۔ے 
Fla, 8‏ = )152 رو + جع ا( نل 3 )۔ {Fol‏ 
2 ليكن ”× "£ :۴ التطبيق الخطي المعرّف بواسطة 
na“)‏ 


بیّن أن التمثيل المصفوفي ل ۶ ہالنسبة للقاعدتین المعتادتین ")1 ى "ا يعطى بواسطة 


تیگ مھ ية شس کہ جس دی مد 


PO XX) = Xi y 160۰۰2171 





A du 


تو اي ٭[۶] 





أي أنه يُحصل على صفوف [7] من معاملات ال ,× في مركبات ل ...)6ء على الترتيب 
8 الدينا 


رھ 


du, F(1,0,...,0) ® (ays an. 
٠ @2( 


29 2: 









Cans <+ <> yn)‏ بوره 


2 لیکن RR‏ معرفاً بواسطة (ل 6‏ ×5,ر4 + ×2رو - 3) » (ل.5)8. أوجد التمثيل المصفوفي [۴] ل۴ بالنسبة 
للقاعدتين المعتادتين ل "۸. 


# نحتاج فقط, إستناداً المسالة 125.12, أن ننظر في معاملات المجاهيل في (..,(.۴)۸. وبذلك 


E‏ و 
[F]= 6 3‏ 
6~ 5 
2 ليكن 87+“ :6 معرّفاً بواسطة ووے 5~ 7y‏ 51,5% - 28 + 4 ¬ 3%( = (4ورلر»)6. أوجد [6] بالسبة للقاعدة 
المعتادة في "۸. 


8 بتجدہ من كول إن 5~ 2 4- 3)= 
نج من المسالة 125.12 أن (5- 7 3 و)>ڑھا 
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2 لیکن 8+ 11:8 معرّفأ بواسطة _(52,60 - ×ش + + ر82 ¬ و3 + 20 سے ( 0۷ا أوجد [188] بالنسبة للقاعدتین 
المعتادتين في *8. 
8- 
8 نجدہ من المسالة 125.12ء ان E:‏ 
0 


{= 


300 


3 
1 
0 
6 
129.12 لتكن (3- 2 7) -4 . تذكر أن 8 تحدّد تطبيقاً خطيآ P:R +R‏ معرفاً بواسطة ۸۷ = ۴)۷ حيث يُكتب ا کمتجه 
عمودي۔ بین ان التمٹیل المصفوفي لہ ۶ نسبةً القاعدنين المعتادتين ل ۸ و ۸ يكون المصفوفة نفسها: أي أن IF] =A‏ 


ا لدینا 
F(1,0,0)= (î‏ 
2) اميم 


0006 





والتي تحصل منها على م -(3- 5_ 2) 


A= مه‎ 7 


المسائل 2 تعلق بإيجاد التمثيل المصفوفي للتطبيق الخطي 82+ 8:87 المعرّف في المسلة 129.12, 
بالنسبة للقاعدتين (يلارلا.به) > ,8 او (ركا.7) > ي8 في المسائل 121.12-118.12. 


2 أكتب ‏ (5)0 كتركيبة خطية ل ,لاو يا 


8 نجد, من المسالة 21.12 أن ,ل(ط - 38) + ,20(0 + وك) > (طية)؛ وبالتالي 


7+319. 





C20 +8), + (12 4)u, = 120, + Bu 
اكتب (رد)۴ كتركيبة خطية في ,۷ وارلا‎ 2 
2. 3ت‎ 1 7 
ru)= (2 5 رمز - كفت - لي ) -[1 إ(3-‎ + 21+ 3)0, = 410, + 2v, 8 


2 اکتب (رنا) كتركيبة خطية في ,۷ و ړ۷. 


و3۸ 4 


1 
8 يمك رمه 000 3 ru) = (î‏ 
2 اوجد [۴] بالنسبة القاعدتین ,8 و رظ 


8 نكتب إحداثيات (,0). (رد)8, (رل)1 كاعمدة 


و 2 )دما 


المساشل 137.12-134.12 نتعلق بالتطبيق الخطي 17+-7:82 المعرّف بواسطة (ره + × ,و3 - 2) ے زررریہ0 


8 تا المصفوفات والتطبیقات الخطیة 
والقاعدتين التاليتين في هد ((0,1) عديه,(1,0) ع بن) »8 او ((كة) <ي13(۷) < (۷) >< 8. [يمكن النظر إلى 7 على أنه 
تطبیق خطی من فضاء لآخرہ لكل منهما قاعدته الخاصة به] 

2 اوجد التمثيل المصفوفي ل 7, 715], بالنسبة للقاعدتين 8 و 8 
© نجد, من المسالة 21.12 أن ي "(ط - 38) + ,26(0 + و5-) © (طرة): وبالتالي 


5 +رم8- > (2,1)- (7)1,0 - (7)6 ذلك 23 8 
Te} = T(O, 1) = (3,4) = 230, - 13‏ بدھ (و 5)-22ا 


2 اوجد التمثیل المصفوفی ل۲ 1[6],ء بالنسبة للقاعدتين 8 و 5. 
آوج يل المصفوفي 5 ہ 


Nu) = 7]1,3( -)-7,13( =‏ لك 11- 7 ےعء 
Tu) = T(2,5) = (11,22) = ~11, + 22e ©‏ اہ ير و 





62 اوجد 15 
© +26 > ((2)- (7)1,0-( 7)6 ۱ وت وم 
Fes) = T(O, 1) = (3,4) = —3e, + 4e,‏ وبنلك (4 ۳ئ 


2 أوجد ا 


61 2) ذلك‎ Tu) = T1, 3) = (7,13) = 61, ~34, 


171 -) 5 55 Tu) = (2,5) = (11,22) = 99u, — 5S, 
.1.12 ملاحظة: 1[5] و 1[5] هما التمثيلان المصفرفيان ل 7 كمؤش خطيء وفق ما تمت مناقشته في قسم‎ 
.]۴[]۷[, = ]۴)۷([, اثبت مبرهنة 3.12: لیکن /] ج۷ :7 خطياً. إذن»‎ 2 


8 لنفترض أن بہعشسر٥)‏ قاعدة ل ۷ء وآن E}‏ قاعدۃ ل لاء ولنفترض أن 


زأوه بق يله + ١‏ خولوه خزأمه - 760 
من أجل «,...,! - 4 إذن» [۴] هي المصفوفة 2 التي صفها رقم [ هى: 


() TR: 
ن . بکتابه متجه عمودي کمقول لمتجه صفي. نجد‎ =), +۰۰٠ + لنفترض الآن أن ,مم (2 = ,رع‎ 
٤ 
2) ll = [ky kas... kelî 
بالإضافة إلى ذلك, وباستخدام خطية 5, يكون لدينا‎ 


000 دن‎ ker) = ٥ k,F(e,) = 4(3 9 =) ررم ليه‎ + akg + + aka; 


إذن» يكون ,[(۴)۷] المتجه العمودي الذي مدخله رقم [ 
ل8 ۶۰۰۰۶+ كل 0( 


mim 
من جھة آخری؛ نتحصل على المدخل [ ك [۴[]۷] بضرب (1) في (2). ولكن جداء (1) و (2) هی (3). إذنء یکون ل ي[7[۷]‎ 
نفس المداخل. وبذلك. ,[(۴)۷] = ,[۴[]۷]. [ملاحظة: لاحظ التشابه بين إثباتي مبرهنة 3.12 و 1.12 في المسالة‎ IFW], ۾‎ 
{so.11 

مبرهنة 412: ليكن 1 +۴:۷ خطياً. إذن. توجد قامدة في ۷ وقاعدة في لا بحيث یکون للتمٹیل الصفي ۸ ل ۴ الشكل 


9 مْ) ع 4م حيث 1 المصفوفة المتطابقة المریغة ‏ زحیٹ + رتبة 5. 
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2 أثبت مبرهنة 4.12 
# لنفترض أن < 0۷ و« لا صنل ولتكن ۷۷ نواة * و 'لآ صورة ۴. لقد أُعُطينا أن ×× 1# علمه؛ وبالتالي, 
فان بعد نواۃ 7 يكون -80. لتكن لے ۷ر۔.,۷) قاعدة لنواة © ووسعها إلى قاعدة ل ۷: )ہے 
نضع ۴)۷ = ,در.(ر۴)۷ = رر( ۴)۷ = ره نلاحظ أن (لا.....,نا) | قاعدة ل 'لآ (صورة 8). وسّع هذه إلى قاعدج 
ا لاخعظ آنق 


اف یلام 


Op 





ED, 
+ Ou, 








O 
‘+ Ou, 


F(w,,_,) =0 = Ou, + ہن‎ +۰۰۰ 1 Ou, + Ou 





uy + OM, 


وبذلك يكون لمصفوفة ۴ في القاعدتين المذکورتین, الشكل المطلوب. 
140.12 لنفترض أن "= ۷ صنق و8 > ل صز تذكر أن الفضاء (,۷) 10 لكل التطبيقات الخطية من ۷ إلى لاء هو فضاء 
متجهي بعده 08:. صف الارتباط بين (10)۷,1 والفضاء المتجهي ى لكل المصفوفات " × ١‏ فوق الحقل القاعدة 1٤‏ 
8 التقابل بين (لا.!؟) 1100 و 4 تعطيه المبرهنة 5.12 
مبرهنة 5,12: لتكن (,©1 قاعدة ل 97. و (/41 قاعدة ل تا۔ إذن, التطبيق 4 +(0 ,10۸)۷ :ر المعرّف بواسطة 
171 (۴) » هى تشاكل تقابلي لفضاء متجھي. اي أنه يكون لديناء من أجل أي (۷.۳) 1000ا 6 8,6 
وأي کا ۴ . 
(0 (6)س+ لس د رو + )م لے زمز + رت ٭ رہ + مز 
(ii)‏ )مط ع رطق" ئي (۲۶× < .IkF]‏ 
(ۂ) التطبیق ۶ واحد ۔ لواحد وفوق :40ل 


[إن إثبات هذه المبرهنة هى جوهرياً نفس الإثبات للأجزاء (6, (19) للمبرهنة 2.12 والتي ظهرت في المسائل 
2ء 105.12,ى 4107.12 لذلك حذف]. 


الفصل 13 
تضيير الشاعدة. التحشاهه 


3 مصفوفة تغيير ‏ قاعدة (مصفوفة إنتقال) 


113 


2.13 


3.13 


4.13 


5.13 


320 


عرّف مصفوفة تغيير القاعدة من أجل فضاء متجهي ۷. 


© لتكن }8.18{ قاعدۂ ل۷ و (,: قاعدة أخرى. ولنفترض أن 






fi ant ata ٠٦ 
بھووۃ رميو‎ +۰ 










a,‏ :یھ می مگ 


]ذن, المصفوفة المنقولة 8 لمصفرفة المعاملات أعلاه تسمى «مصفوفة تغيير ‏ القاعدة» أى «مصفوفة الانتقال» من القاعدة 
«القديمة» (6) إلى القاعدة «الجديدة» (5) . بتعبير آخرہ تكون أعمدة 8 على الترتيب إحداثيات المتجهات ,!....ر؟.,؟ بالنسبة 
للقاعدة «القديمة» (8) . 
سوف نستخدم المبرهنتين 1.13 و 2.13 اللتين يظهر برهانهما في المسالتین 43.13 و 44.13. 
مبرهنة 1.13: لتكن 5 مصفرفة تغيير. القاعدة من قاعدة (©4 إلى قاعدة (]) ۰ و © مصفوفة تغيير ‏ القاعدة من 
القاهدة (6) إلى القاعدة (6). إذن؛ تكون 7 عكوسة ويكون لدينا ۶= 4. 
مبرهنة 3 لٹکن ۶ مصفوفة تخبیر ۔۔ القاعدة من قامدة (©) إلى قاعدةٍ (5) في فضاء متجهي . إذن: يكون لديناء 
من اجل کل متجه ۷ 6 ۷: () پ[۷] ٭ ب([ ۶۲۷‏ ر (i)‏ رآ ع ىلم 
ملاحظة: رغم أن © تسمى مصفوفة الانتقال من القاعدة القديمة (©) إلى القاعدة الجديدة (۶) : إلا أن أثرها هى تحويل 
إحداثيات متجه في القاعدة الجديدة (8) رجوعاً إلى الإحدائيات في القاعدة القديمة ‏ (,©) . 
المسائل 12.13-2.13 تتعلق بالقاعدتين التاليتين في 82 ((4-,3) > يس(2-,!) » 0) ع و (3,ا) “< ۷) “ یڈ 
((3,8) < يہ وتتعلق المسائل 5.13-2.13, على الخصوص؛ بإيجاد مصفوفة تغيير ‏ القاعدة 8 من ,5 إلى ر8 والمسائل 
3-53 بإیجاد مصفوفة تغيير ‏ القاعدة © من ر؟ إلى ,8 





؟وجد إحداثيات متجه إختياري €۸ (,4) بالنسبة للقاعدة (يناءرنا) < ,8 


# لدينا 
a 1 3‏ سس 3+ پر 1 x + 3y =a‏ 
)>+( ام ا وڪره أ جٛب+یتڑ2 
نحل من أجل × و ل بدلالة ۵ و ا فنحصل على 30 - وو سج ط۱۵ + 3ے ر. وبذلك. 
(a,b) = (2a — $b)u, + (a + bu,‏ اف Ha. b)}s = [2a ~ 3b, ak bj"‏ 


اكتب المتجه الأول في القاعدة رگ ,۷ كتركيبة خطية في متجهي القاعدة ,لاو رلا ل ,5 
8 نستخدم المسالة 2.13 فنحصل علی ‏ 5/2(0) + ,13/2(0-) = ر3/2(u‏ + 1) + ,ہ(2-9/2-) = (1.3) = ۷ 


أكتب رلا كتركيبة خطية في رلا و پل 





)3,8( ع‎ )-6-12(: + )3 + 4u, = ~I8u, 20, 4ه‎ 


أوجد مصفوفة تغيير القاعدة 7 من ,5 إلى ,5. 
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8 تتکتب إحداثیات ں۷ و ر۷ في القاعدة ك8 کسودین: 
5 ا 
۷ سم 
63 أوجد إحداثیات متجه اختیاري ٭2 © (طھ) بالنسبة للقاعدة ‏ (۷ص۷) > یگ 


لدينا 
(ؤار+(یاد(ؤ) د سوا 


نحل من أجل × و لر فنحصل على 35 + 88 ٭×ہ 6.-30ے و وبذلك 
[ta,b)]S, = [~84 + 3,34 — bJ" gî (ab) = (8a + 3bjJv, + (3a ~ bv,‏ 





23 أكتب المتجه الأول للقاعدة ,8 نہ کترکییة خطية لمتجهي القاعدة ۷ و ر۷ ل ر8. 

8# نستخدم المسالة 6.13 فتحصل علی ,50 + 14۷ = 2(۷ + 3) + 8-6(۷-) = (2-,1) = ن 
3 أكتب إلا كتركيبة خطية في ۷ ی ,7 

8 رقا + ,367 س د يدرف + 9 + ,24-12( = )3-4 = ر 
3 أورجد مصفوفة تغيير القاعدة © من ,5 رجوعاً إلى ,5. 

8# نكتب إحداثيات ,لا و یا في القاعدة 5 کعمودین: 


(36- بت 


2-)5 33 


3 تحقق من أن 5-7 > © [مبرهنة 1.13] 


. = مد( :)دم 


3 بين أن پی[ت]< ہو[ص] ۰ من أجل أي متجه (ط٥) ٢<‏ _[السالة 2.13 60]. 


,6.13 نستخدم المسائل 2.13, 13.كرى‎ # 
-#  -181/-80+ 30١ _ /۰206- 35١ _ 
).ام‎ Sa e )*( axê J7l 


3 بين أن [۷] = ,[۷] ۶ من أجل أي متجه (0) = ۷ [مبرهنة 2.13 (01]. 


-14 36١ +م2-/‎ 15١ +م8-/_‎ 36 _ 

8 ,1= وید )2 16م الہ 5( = 0ا2 امام 
المسائل 13.13 25.13 تتعلق بالقامدتين التاليتين في 8: 

S' = (¥, = (2D. v= (01,2, v (4,6) و‎ S = (u, = (12,0), uy = (13,2), u, = )0,1,3(( 





وعلى الخصوص, نتعلق المسائل 27.13-17.13 بإبجاد مصفوفة تغيير القاعدة © من 8 إلى '5, والمسائل 22.13-18.13 باإیجاد 
مصفوفة تغيير القاعدة © من '8 إلى 5 


3 أوجد إحداثيات متجه إختياري *8 © (عرطرة) بالنسبة للقاعدة (يتايرنا,,نا) 2 8 


E 


8 لدينا 


وج ا 
ےھ 2x+3y+‏ 
7 32 + ر2 


0 
هام 


2 0 تغيير القاعدة. القضابه 
نحل من أجل × ل 2 فنحصل على >+ 35~ 74 = »ر ع ا3 + وك عد رر + ا2 - 44 = .z‏ وبذلك 
a,b,c) = (7a ~ 3b + cu, + (6a + 3b ~ cu, + (4a — 2b + uy‏ 
أى 4a — 2b + cj"‏ عه [(a,b,c)], # [7a ~ 3b + o, ~6a + 3b‏ 
3 أكتب متجه القاعدة الأولى ,۷ ل 8 كتركيبة خطية في متجهات القاعدة 5: رلا يلاء ينا 
الا ستخسم المساألة 13.13 فتحصل على = ونا + 4 - 4)+ ید(ا- 6+ 6ن e (2,1) = (7 ~6 + 1)u,‏ 
لا + پلا < ,ا2ء 
3 أكتب را كتركيبة خطية في ,لاد یلاہ پلا۔ 


= (0,1,2) = (0 - 3 + 2)u, + (0 + 3 ~ 2)u, + (0 2 + 2)u, = ~ u, + u, + Ou, 





3 أكتب ,لا كتركيبة خطية في لاء اء رلاء 
<F Du 5‏ 00 + لاع زع + 8 - 4) + روزم - 12 + 6 س) + ابر( + 12 سه 7) ع (1,4,6) عت ڕ۷. 
3 2 1 7 2 1 3 
3 أوجد مصفوفة تغيير القاعدة ۴ من القاعدة 8 إلى القاعدة ٭8۔ 


8 نكتب إحدائيات ,۷. ر۷ء ر۷ بالنسبة للقاعدة 8 کاعمدة: 


2 1 
P= ~1 1 0 
1,20: 2 


3 اوجد إحداثیات متجه إختیاري 8 © (عراية) > ؟٠‏ بالنسبة للقاعدة (و۷بر۷ام۷) = '8. 


xt 2=@ 24 1 0 1‏ 
)- )1 00060 أو بے روخ پر +2 
6 2 1 ¢ ع ص م6 + بو2 + بن 


8 لدینا 





نحل من أجل *. ۷ 2 فتحصل على اع - 25+ 28- د إن 2 - ط5 + 84~ = اع + 3۸-20 وبذلك 
ياك + راك + 26 - »3) + ي20(0 - ذك+ مق8) + ,و( - 28+ 26-) > ( رق ره) دم 
أو 7[ + ؤ2 - و3 ,ء2 - ط5۶ + م8- ,ه - 20 + 20-] > بو[ رط ,م)] = [u].‏ 


3 أكتب المتجه الأول ,نا للقاعدة 5 كتركيبة خطية في متجهات القاعدة '8: ,لاد و۷: و۷۔ 


8 ستخدم السآلة ۱8.13 فنحصل على 
ولح يه +207 تت ي(3-4+0) + يو(8+10+0-) + رزوج2+4-) ع (۸2,0): س ہس 


3 اکتب ید کترکیبة خطیة في (۷ء ر وا 

8 - 23ھ [_.(3-6+2) +0 (5-4ا +ق-) + ب«(2+6-2-) > (13,2) < ہن 
3 أكتب إلا كتركيبة خطية في ,۷ء ړا و۷. 

ل ایی ت پک م (0~2+3)v,‏ ¥ 6(۷ اب 5 + 0( + (0+2-3)v,‏ = )0,1,3( كايند 
53 أوجد مصفوفة تخيير ‏ القاعدة 0 من القاعدة /5 رجوعاً إلى القاعدة 5. 


لا نكتب إحدائيات ,ناء رلاء ونا بالنسبة للقاعدة *8 كأعمدة: 


2-1 
عو لے 
1 3ڈ 
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3 تحقق أن '- - © [مبرهنة 1.13] 


60 0 1 1 2-11 و :4 
2 ا ح8 ] 30 0 1 3 2-8 ]دو 
1 0 4 2 9 1 1 اہ و 


243 بين ان و[س] -.و[ه]ط. من أجل أي متجه (عرطره) > + [مبرهنة 2.13 (0] 


© +3 + ه73 عرب نه +2 127 2.1 
1م -زء2 -5+ه8- |[0 1 1- 
4a ~2b +c.‏ © + 28 - 36 2 0 1 


hs 8 





2513 بين أن و [ه]= ء[ه] "۶ من أجل أي متجه (عبطه) - 7 [مبرهنة 2.13 (ا)] 


ع - 26 م2-/ +35-م7 “1f‏ 2 : 
mM‏ ا(2 250 وو 7 1- 3 = P7 'fojs = Qul;‏ 
0+ 30-26 © +28 +ه4ة 7 23 1 
26.13 لنفرض أن .موقر ^ ,۷ لے ٥ے‏ ر) = رل لع رعں) = ر۷ تشكل قاعدةٌ 8 لہ .K*‏ بین أن مصغوفة تغبیر 
القاعدة من القامدة المعتادة (,ه) = 5 ل" إلى القاعدة $ تکون المصفوفة ۶ التي أعمدتھا المتجھات ,۷ ۷ على 
الترتیب 





دینا 








Vy (Cy Cg. Ca} × ہے + رعرہ‎ +۰ 


بكتابة الإحدائيات كأعمدة, نحصل على 





كما هو مطلوب. 


27.13 أوجد مصفرقة تغيير القاعدة ۶ من القاعدة المعتادة (رعرعره) =8 ل8 إلى القاعدة .([,1,1)ت ب«) - 8 
Wy = (1,1,0), w, = (1,0,0۲‏ 


8# نستخدم المسالة 26.13 فنکتب متجھات القاعدة ۷ء ر۷ ۷ كأعمدة: 


89و 

3 1 ]دم 

1 0 0 

83 اوجد مصفوفة تغيير القاعدة © من القاعدة 5 أعلاه رجوعاً إلى القاعدة المعتادة 8 في 80 
8 تذكر [المسألة 66.12] أن س (ط - ) + رس( ~ ط) لج ره > (مرطية). ويذلك 

0 0 1 e, = (1,0,0) = Ow, + Ow, + Tw, 
0= 1 -( 5 e, = (0,1,0) = Ow, + iw, - رس(‎ 
e, = (0,0, = lw, ~ 1w, + Ow, 


53 تحقق من أن 5*١‏ - 0 من أجل المصفوفتين ١‏ و © [مبرهنة 1.13] 


1 1 1/0 © 1 1 0 0 
PO=|1 1 0 1 او‎ 1 0[-# 0 
10 0/51 -1 0 0 0 1 


٢ 4‏ تغيير القاعدة, التشابه 


99 +171 


8 لدینا [vig = [a,b,c]‏ و ٭[ط--۔ت-ط.] ٭ ط[۷]. إذن 


0 0 ya € 
ra ٣٦ 
4 1 07ا‎ a~b, 


3 لیکن (۵,۵) <۷ عنصراً في 82. إذن رع + =٥,‏ ۷ حیث (إءره) =8 القاعدة المعتادة في ۸ لنفترض قاعدة 
آخری» ولتکن ((1,1-) = ر (2,1) = ره) أعط تفسيراً هندسياً اننا إخترنا المتجه الإحداڻي ['ا,'ة] = ,[۷]. 
# تحدد القاعدة 8 منظومة إحداثیة جديدة من أجل المستوى 8 المحورين جديدين × ى 'ل كما موضح بالشكل 1-13. أي 
أن المتجهين ,ا و ره يدلآنء على الترتيب» على الاتجاهين الموجبين للمحورين الجديدين '* و 'لا؛ ويحدد طولا ,نا و رلاء على 
الترتيب. وحدتي الطول على المحورين الجديدين '* و 'لا. في هذه المنظومة الجديدة للإحداثيات, يكون 4 تقاطع المحور -'× 
ومستقیم میں ۷ موان ل "ل وتكون '5 تقاطع المدور -'لا مع مستقيم عبر ۷ موان ل × 





شکل 1-13 





3 أوجد. في المسالة السابقة, مصفوفة تغيير القاعدة 8 من القاعدة 5 إلى القاعدة 5, وأوجد مصفوفة تغيير القاعدة © من القاعدة 
5 رجوعاً للقاعدة 8 
8 ہما ان 8 القاعدة المعتادة. نكتب ,لا و رلا كعمودين لنحصل على ۶, أي 


2-1 
1 م 
أيضاً نستخدم الصيغة من أجل معکوس مصفوفة 2×2 فنجد أن 


)| )ہمہ 


3 في المسالة 31.13 عبّر عن 'هى 'ط بدلالة 8 و اء 


8 تجدہ من مبرهنة 2.13, آن 
46+ م1 7 

Na 4+} 

00 


أي أن 3/ط+ تلع 'ه و 26/3 + 3/و- عه 'ط. 


200 ۴ 


34.13 


و 


36.13 


3013 


38.13 


39.13 


40.13 


41.13 


42.13 
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لتكن القاعدتان (1.3) > 5 و (21+ 11+ 1) = '8 لاحقل العقدي © فوق الحقل الحقيقي 8. أوجد مصفرفة تغيير القاهدة 
من القاعدة 8 إلى القاعدة '8 
لدينا 


()101+1- 1+2 7 گن 
1727-1002 )دم 


أوجدء في المسالة 34.13, مصفوفة تحويل القاعدة © من القاعدة '5 إلى التاعدة $ 
ل نستخدم الصيغة من أجل معكوس مصفرفة 2 [المسالة 87.4] 


ipa AE 
.)سس‎ 


لتكن القاعدتان ‏ ((0,1) > ي1,0(6) - رع) ع 8 و ((ك,2) < 1,3(,۷) ٠‏ ۱ں ۷) ے 5 ل 8. اوجد مصفوفة الانتقال ۶ من 
القاعدة 5 إلى القاعدة 85. 
8 بما أن 8 القاعدة المعتادة ل 8 نکتب المتجھین ٢۷,‏ و ۷ کعمودین 
12 
P=) 5(‏ 
أوجد مصفوفة تغيير القاعدة © من القامدة 5 أعلاه رجوعاً إلى القاعدة المعتادة 8 1 ۸7 
8 تذكر [مسألة 21.12] أن يلا(ط - 38) + ,2002 + ۵ٹے) >  .),(‏ إذن 
30 +پت5- = (1,0) = e,‏ 2 سی 
ولد - 20 = 0,1 = e‏ ىس ( 0-7 
تحقق ان ٢٢ے‏ ں من المصفوفتین ۶ و Q‏ اعلاہ [مبرعثلة 1.13]۔ 
0 2)1 21 5-)_ 
or=(73 538 2-6 0 5‏ 
بين أن و[ل] > ي[5”']0 من أجل أي متجه 22 © (ط,ھ) = ۷. 
8 لينا "[طة] = ي(۷] ى 7[ه- 20.32 + 52-] = ,[۷]. وبالتالي 
2۲“( )2/4 5~ 
4 -30 )0000-2 3 ( 
لنفترض أننا أدرنا محوري × و ۷ في المستوى ”8 بزاوية 45 في عكس اتجاه عقارب الساعة, بحيث أصبح محور ×٢‏ الجدید 
على طول المستقيم ×= لاء ومحور -'لا الجديد على طول المستقيم *- - لإ. أوجد مصفرفة تغيير القاعدة 8 








P log 


8 هنا (۷3/2 ,۷2/2( = u,‏ هو متجه الوحدة على محوں '< الجديد. و (۷⁄2/2,۷2/2-) = ر هو متجه الوحدة على 
محور 'ل× الجديد. [لاحظ أن متجهّي القاعدة المعتادة هماء على الترتيب؛ متجهي الوحدة على محوري « و لا الاصليين]. وبذلك 


3 r) 


أوجد الإحداثيات الجديدة لنقطة (۸)5,6 في #2 تحت الدرران في المسألة 40.13. 
8 لضرب إحداثیات النقطة فى :6-١‏ 


(A Y=) 


أوضح مبرهنة 2.13 في حالة 3 = 0181. لنفترضء تحديدأ أن ۴ هي مصفورفة تفيير ‏ القاعدة من القاعدة ‏ (رعرت.رع) 
ل لا إلى قاعدة (,؟ءء؟م؟)؛ لیکن 


6: ٠ا‏ فغییر القاعدة, التشايه 


43.13 


44.13 


a % €, fi = de, + aye, + ayê, 
عر + ,مط = ب وبالتالي ايت بط یه ادط‎ + be 
د وك و2‎ fs = Ce, + Cae, + Ce, 
Pv, = ]۷[, ننفترض, أیضاًٌ ان 6۷ ۷ ولیکن ريا + ركن! + لہ < ۷. بین ان ,[۷] = ,۴۷ و‎ 
نعوض من أجل ل ,۴ في راو + ركرك + ,كرا > 07 نحصل علی‎ #7 
v = kj (a8, * يع ريك + ليقية + يقية‎ + be, + ليعيه + يعر + بعرع)يك! + ليعرط‎ 
- پکارط + ليه‎ 3 ck), + (ak, + bk, + ceke, * (ak, + bk, + ck 
إذن‎ ۷, = lak, + bk, + e, kak, + bk, + ekg a,k, + bk, + ذلك "لرک ,ا < [۷] و "یږ‎ 
a, ياه رط‎ ak, + bka + eks 
Pfu], =| 4 b, c2 || kı | =| ak, + bk, + caks |= [u], 
ده‎ Û, Cl \ks وار + يلوط + روه‎ 


أيضاً. بضرب المعادلة السابقة في !-8, يكون لدينا ,[۷] = ,[۷]]ا = P Pv],‏ د ااام 





آثبت مبرهنة 3 لتكن 8 مصفوفة تغيير ‏ القاعدة من قاعدة (,6©) إلى قا (244 ولتكن © مصفوفة تغيير ‏ القاعدة 
من القاعدة (۴) رجوعاً إلى القاعدة (6). إذن. تكون 8 عكوسة ويكون لدينا ۶= © 


8# لنفترض أن 

fi * arye, + p€ + °°° + ae, 4‏ )1( 
من أجل مر....,1,2 > أ وكذلك 

(2) يرط جح« + يرط + ازور ح ره‎ Ù buch 
من أجل ...1,2 - ل لتكن (نه) - م ولي 6 8 إذن, 5-87 و "8= 0. نعوض ب (2) في (1) فتحصل على‎ 

لقره 0 2 = bn)‏ اہ 2 تبر 


بما أن (,؟) قاعدة إذن بر8 < يرشرره /2 ٠‏ حيث برة دالة دلتا كرونكر, أي أن 1 ي8 إذا 1-1 ولكن 0-ي8 إذا 
ف لنفترض ل)“> ۸8. )ان پ8" ی:۔ ینتج عن ذلكا أن اعم وك ۴۶-۱] ٭ آرھی × ۸ظ ۰٣ھ‏ إنن 
اودع 


أثيت مبرهنة 2.13: لتکن مصفوفة قاعدة ‏ التفيير من قاعدة )٥(‏ إلى قاعدة (5) في فضاء متجهي . إذنء يكون 
لدينا من أجل أي 1 6 اس 


8 النفترض أن ,عه < = رھ +0:0+ يعيره +يعريع - بر . لاجل ...ا = ن لآن 8 المصفوفة المربعة 2 وصفها ز هو 
mt‏ 


)5< رو" (1s‏ )0 
إذن» وبكتابة متجه عمودي كمنقول لمتجه صفي: ,لا ل2 = رگ ,۸ + ٠۰۰‏ + اعا + k٩‏ > د 
[oly (ky, ka... , kî‏ لك 


نعوض من أجل ,5 في المعادلة من أجل ٠۷‏ 





0یس ,ھپ (E aki),‏ 2 ٭(مہ ا اد 


/ 
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بننج عن ذلك أن ,[۷] هو المتجه الحمودي الذي مدخله [: 

کر °°° ak F anya‏ 9 
من جهة اأخرى. نتحصل على المدخل ز في ,ا۴۷ بضرب الصف زل ۶ في ,إ۷]ء آي ضرب (1) و (2). ولكن جداء (1) 
و (2) هو (3): وبالتالي, یکون لہ ,[۳]۷ و ,[۷] نفس المداخلء وبذلك ,(۷] = ,[۴]۷. 


بالإضافة إلى ذلك ضرب ما جاء أعلاه في ' ١‏ يعطينا ,[۷] = ,[۴]۷' ۶ = ٣)۷,‏ 


3 تغيي القاعدة والعمليات الخطیة 


ناقشنا في القسم السابق تأثير تغيير القاعدة على المتجهات الإحداثية. نناقش هناء في هذا القسم, تأثير تغيير القاعدة على 

التمثيل المصفوفي لمؤثر خطي؛ وسوف نستخدم على الخصوصرء المبرهنتين الناليتين اللتبن سيتم إثباتهما في المسالتين 60.13 

و 61.13 

مبرهنة 3.13: لتكن ۶ مصفوفة تغيير القاعدة من القاعدة ,5 إلى القاهدة ,5 في فضاء متجھي ۷ إذن ۶']1[,۸۶-ے[7]. من 
أجل أي مؤثر خطي 1 على لا. 

ميرهنة 4.13: لتكن 4 مصفوفة مربعة -8 فوى ‏ (والتي يمكن إعتبارها مؤثراً خطياً على "©1) ولتكن ‏ (يناى.رط. 40 قاعدة 
ل .K"‏ إذن, التمثيل المصضوفي ل ۸ بالنسبة للقامدة المعطاة يكون المصفوفة «4!-5 - 8, حيث م8 
المصفوفة التي أعمدتها ,لا علی الترتبب 

3 لبكن ‏ 82 تر المؤثر الخطي المعرّف بواسطة (2 + »3,لا5 - *3) > (7)63. اوجد التمٹیل المصفوفي بے[5] ل1 
بالنسبة للقاعدة المعتادة 8 في 82 





8 بما أن 8 القاعدة المعتادة ل 82, نكتب معاملات «ى لا كصفين. فنمصل على (5- 3) > .[7] 
٦‏ 


3 اوجد التمٹیل المصفوفي اتا للتطبيق الخطي 7 اعلاہ بالنسبة للقاعدة ‏ ۔(25) ے18(,۷]ھم 8 =$ 
طريقة 1: نستخدم تعربف ,[1] للتطبيق الخطي 1 اعلاه بالنسية للقامدة ‏ «(طسوة) + ,20(9 + وكس) ه (ری) 
[انظر المسالة 37.13], علی 
ر59 ,1060 * و23(0 - 36-) + ,46(0 + 60) * (25 ,12-) > (23 +2 ,15 - 3) > (3 ,101 > ل 160 
Tu) = T2, 5) = (6-25, 4 + 35) = (19, 39) = (95 + 78), + (57 ~ 39), = 1730, ~ 96,‏ 
نكتب إحداثيات 709 و كاعمدة فتحصل على (177 1 )= [۲) 
طريقة 2: نستخدم المبرهنة 3.13. نجد من المسالتين 36.43 و 38.13 أن مصفوفة تغيير ‏ القاعدة من القاعدة 8 إلى القامدة 8 


عد (2 0-01 معن سه (2 )- 


DG 4 3-5 %‏ و)-مصسديم 


3 لیکن 85+87 نط معرّفاً براسطة (ل- «3,ز2) > (05,1!. أوجد التمثيل المصفوفي پا 
أعلاه 


؟-م . إذن 











گا لدينا 3 ادا حيث 8 القاعدة المعتادة في 82. إذن 


> 
=P =( DO DG 5O o) 


8 0 تغيير القاعدة. التشابه 


48,13 


4913 


50.13 


51.13 


52.13 


53.13 


لیکن تع به جم معرفاً بواسطة (32+ ر42-×,2+ر3+») = (2,ر»)۴. أوجد التمثيل المصفوفي ل ۴ بالنسبة للقاعدة 
المعتادة ۴ في 8. 
ٹا ہا أن 5 القاعدة المعتادة 4 8 نكتب معاملات ×> ل 2 كصفوف» فنحصل على 

E. 

{Fg=(1 9 4 

017 12 - 

أوجد التمثيل المصفوفي للتطبيق الخطي ۴ أعلاه بالنسبة للقاعدة التالية ل *غ1: 
S = {w, = (Hl, D,yw, = (1,1,0),w, = (1,0,0)‏ 


نجدء من المسآلتين 27,13 و 29.13, أن مصفوفة تغيير القاعدة من القاعدة 8 إلى القاعدة 8 تکون 


834 1 0 0 
0 1 )م و 1~ 1 P'=|l0‏ 
0 160 "41-20 


لذلك, وبسيب المبرهنة 3.13: يكون لدينا 


0 1 4 21111 3 1/1 80 0 
1 0 رت 5 90+ نت وو ہے ور 
oo 1 3A1 00 9 30‏ 1~ 1 


لیکن 8 د8 :6 معرفاً بواسطة (×3 ,4~ »,2+ ر2) < (2,ر.»)6. أوجد التمثيل المصفوفي ل 0 بالنسبة للقاعدة 5 أعلاه. 
8 من المبرهنة 3.13 


0 0 11/0 2 1/1 11 ة8‎ ۶8 
lol, = Plo, ۸۹۹ +111 =6 6ه‎ 2 
1 ~1 دالو‎ ١٥ 0/110 6 6 5 4 


ليكن *2ج*4:2 المؤثر الخطي المعرّف بواسطة المصفوفة 
E:‏ 
A=|3 -1 3‏ 
/2 1 0 

أوجد التمثيل المصفوفي ل 4 بالنسبة للقاعدة المعتادة 8 في 27 


نسترجع المصفوفة 8, بالنسبة للقاعدة المعتادة 5؛ أي أن 


1 2# $ 
{Al =A4=|3 -1 0 
¢ 13 


أوجد التمثيل المصفوفي للتطبيق الخطي 8 أعلاه بالنسبة للقاعدة 5 في المسالة 49.13. 


نجد, من مبرهنة 3.13 أن 
0 و 1 1 1/1 22 11/1 0 0 
{Ajs=P'AaP=|0 1 -1[3 -1 3 1 0| 1 1‏ 
2- 1 2 0 1 ماله 1-1 
لیکن 8+8 :4 معرّفاً بواسط 5 المصفوفة (77 3)- 4 . لتكن 8 التمثيل المصفوفي ل 8 بالنسبة للقساعدة 


((1,4(,)3,10)) . أوجد 8. 


۹ 7 ا سا 1 کو 5 سے 7 
® نكتب متجهّي القاعدة كعمودين. فنحصل على( )= ۶. نستخدم الصيغة من أجل معكوس مصفوفة مربعة-2 


[المسالة 87.4]ء فنحصل علی ت 0 د ادم . إذن 
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لو 0 200 0 2)2 


54.13 اکن (ڑ_ و - م . ولتكن 8 التمثيل المصفوفي الخطي ۸ +” 8 :4 بالنسبة إلى القاعدة ((1,4(,)2,9)) . أوجد 8. 


© نجد, من المبرهنة 4.13, أن 





35١/1 2١ _/ 220 57‏ 2/4-۔ لت 
روو۔ )=( 04 وا و 
21 1 
55.13 اث[ 3 1أعدم أوجد'-م 
6 23 
E‏ نستخدم خوارزمية الحذف لجاوس الموصوفة في المسألة 92.4 
0 1 1 1 2 1 0 0 1 21 
o-6 1 E 1 0‏ 1 ° | 14 ا«مم 
1 0 وب 4 1 0 1 0 0 6 5 2 
و کو 2 0 2 1 0 .1 1 2 1 
وس E‏ | 0 1 0 )0 1 4 ْ 3 1 ئ( 
1 11-4 1 0 0 1 سے پوس 1 0 0 
و وہ وت 0 0 1 
و #4 .2 | 0 1 ئ 
ا یت و 1 0 0 
وبالتائي: 
5 7 2- 
7 4 ۴ م 
1 1= 1س 
3 لتكن 


2 3 ~4 

3 6~ م 
2- 4 1 

ولتكن 8 التمثيل المصفوفي الخطي 87 ه*2 :م بالنسبة للقاعدة ((1,1,2(,)2,3,5(,)1,4,6)) . اوجد 8. 

8 نجد. من مبرهنة 3.13 والمسالة 55.13 أن 


-2 7 N2 3 4/1 2-1١ /-17 -1 9 
B=PAaP=| 2 4 4ااد۔‎ -6 f 3 = 7 ده- ه‎ 
~1 -1 1/11 4 -2/12 5 6 0 6 17 


8.3 
733 ارب کرس 3 1 دم 
1 0 0 


ےک 
8 يكون معكوس 8 في الشکل ٤|‏ 3 00-5 سے =١‏ ' ۴ (حيث 1 المصفوفة المتطابقة): 


001 
1I\/1 x y\ /1 x+1 y+z+I) /1 0 0‏ 11 
)0 1 6( ل 1 0إ]-[+ 1 11[0 0]--مم 
001 1 6 مأ 17 0 1/0 060 
نساوي بين المداخل المنقابلة لنحصل على المنظومة 0< (+ ين 0ع ام وج ين دادع رحلها ادي مساى 





١ 0‏ تغيير القاعدة, التشابه 
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3 لتكن 3 4 4=|2 
789 


ولتكن 8 التمثيل المصفوفي للتطبيق الخطي 8+ 8 :4 بالنسبة تلقاعدۃ ‏ ((1,0,0(.)1,1,0(,)1,1,1))  .‏ اوجد ۔ 
8 إن المصفوفة ١‏ اعلاه هي مصفوفة تغيير ‏ القاعدة من القاعدة المعتادة في 25 إلى القاعدة المعطاة. إذن 


و 2- وہر 111 5١/1‏ 0/13 1-12 
2 وہ 5-|-|1 1 1 4 1|2- 1 0اد میا رجھ 
9A0 01 7 5 24‏ 8 1/7 0 0 
3 لیکن مہ6 :7 المؤثر المرافق حيث © الحقل العقدي منظوراً إليه كفضاء متجهي فوق الحقل الحقيقي #8. أوجد التمثيل 
المصفوفي ل 7 بالنسبة للقامدة (41 + 203 + 1) > 8. في ©. 
8 لتكن القاعدة المعتادة (1,1) 8 ل ©. يماآن 1 (1)1 و1- -(70 فلن =i‏ 10 3 ما 


آيضاً مصغوفة تغییر ۔ القاعدة من القاعدة 8 إلى القاعدة 5 تكون ( 3 ) -م . لديناء بالإضافة إلى ذلك. 
( كاعم سس 2 27-7 پا 0( 7)«مصدمدمها 


3 أثبت مبرهنة 3.13: لتكن ۶ مصفوفة تغيير القاعدة من قاعدة (©4 إلى قاعدة (1)1 في فضاء متجهي ". إذنء 
P۴ ]۲[‏ - ,[٦ا,.‏ من أجل أي مؤشر خطي 7 علی ۷۔ 
* لدینساء من اجل اي متجسه €۷ ان ,[۳0] = ,[۲)۷]' ۴ = ,[۷],[ ۴)۲ = ,۷ . ولکسن 
Hv, = FY,‏ وا الي .P ۷, = 1۷, n‏ مسا آن التطبیسصكق ۔[0]٠‏ فوق "5 إذن 
[7) <> ×,[۶“']7. . من آچل کل "1 © ٭. ینتج عن ذلك آن ,[۲] = ۴*]۲[,۴۔. 


3 اثبت مبرهنة 4.13 لتكن ۸ مصفوفة مربعة ١-‏ فوق کا ولتكن (ولا....رلاء,نا) قاعدة ل ". إذن, التمثيل المصفوفي للم 
بالنسبة للقاعدة المعطاة يكون المصفوفة ۲7۸۶ > 8, حیث ۶ المصفوفة التي إعمدتها إلا.. علن الترتيب. 


5. 





8 إن التمثيل المصفوفي ل 4 بالنسبة للقاعدة المعتادة ل ”12 يكون المصفوفة 4 نفسها. أيضاً تكون 8 مصفوفة تغيير - 
القاعدة من القاعدة المعتادة إلى القاعدة المعطاة. إذن» وبواسطة مبرهنة 3.13, تكون ۲7۸۲ > تا التمثیل المصفوفی ل ۸ 
بالنسبة للقامدة المعطاة. 


3 التشابه وتحویلات التشایه 
3 عرّف تشابه المصفوفات وتحويلات التشابه. 
8 لتكن لش وى 8 مصفوفتين مربعتين» یوجد لهما مصفوفة عكوسة بحيث أن 88 ۶= 8. إذنء نقول عن 8 أنها 
«مشابهة» ل ثء أى أنه يمكن الحصول على 8 من 8 بواسطة «تحويل تشايه». 
المسائل 65.13-63.13 تبين أن تشابه المصفوفات علاقة تكافؤ. 
633 بین ان 4 مشابهة ل ۸ء من أجل أي مصفوفة (مريعة) 8. 
© المصفوفة المتطابقة 1 عكوسة, ولدينا 1= 1. بماأن 21-81 5., إذن ۸ مشابهة ل 4. 
3 بین انه إذا کانت ۸ مشابية ل 8ء فإن 8ء مشابهة ل ۸. 


18 بما أن 8 مشابهة ل 8, إذن توجد مصفوفة عكوسة ۴ بحيٹ آن 18° ”°= 4<‘ إذن B = PAP”' = (P”')AP”'‏ 
و ۳ عكوسة. إذن 8 مشابهة ل ۸. 
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3 بين أنه إذا كانت 8 مشابهة ل 8 و 8 مشابهة ل © فإن ۸ مشابهة ل © 
# بما أن 8 مشابهة ل 8 فإنه توجد مصفوفة مكوسة ۲ بحيث 8-187 8, وبما أن 8 مشابهة ل فإنه توجد 
مصفوفة عكوسة © بحيث أن 0000 - 8. ربالتالي (9۲)“!-(۵و) ٭ مزون571)0-1 د «ها-م ع وتكرن 0۶ 
عكوسة. إذنء ۸ مشابهة ل © 


ملاحذلة: يما أن تشابه المصفرفات علاقة تشابه. فإن كل المصذوفات المربعة -* مجزاة إلى أصناف تكافق لمصفرفات 
مشابية. 
مبرهنة 5.13 لنفترض أن 48 هي التمثيل المصفوفي لمؤثر خطي 7. إذن» تكون 8 أيضاً تمثيلاً مصفوفياً ل7 إذا وفقط إذا 
كانت 8 مشابية ل 8 [وبذلك» تشكل كل التمثيلات المصفوفية ل ١‏ صنف تكافؤ لمصغوفات متشابهة]. 
53 أتبت مبرهنة 5.13. 
8 لنفترض أن 4 التمثيل المصفوفي ل 7 بالنسبة للقاعدة (©). ولنفترض أن 8 مشابية لل أي أن ۴-۸۴ = 8 
حيث يم دم ہما أن ٣‏ عکوسة: فإن المتجهات ا ++ قرو + بعرم ع f,‏ (وعددها ۵ء ...ا٣ف‏ تکون 
مستقلة خطية وتشكل لذلك قاعدة اخرى ل ۷. ايضة تکون ۶ مصفوفة تغيير ‏ القاعدة من القاعدة (©) إلى القاعدة 
(5) . وبذلكء تكون 5188 - 8 التمثيل المصفرفي ل 7 بالنسبة للقامدة (۹) ۔ 
وبالعكسء لنفترض ان 8 التمثيل المصفوفي ا٣‏ بالنسبة لقاعدق (1). لتكن 7 مصفوفة تغيير ‏ القامدة من (6) 
إلى القاعدة (1). نجد. من مبرهنة 3.13 أن ۶۰'۸۶ ے 8 وبذلك تكون 8 مشابهة ل ۸. 
ملاحظة: لنفترض أن ؟ دالة على مصفوفات مربعة, تقرن نفس القيمة بالمصفوفات المتشابهة. أي (۴8 = (۸)؟. كلما كانت 
8 مشابهة ل 8. إذن, ؟ تعرّف دالة, يرمن لها أيضاً ب ؟, على المؤثرات الخطية 7 وذلك بالاسلوب الطبيمي التالي: 
[1)]7 ء (۶ء حیث () أي قاعدة. وتكون الدالة معرّفة جيداً بسبب مبرهنة 5.13 








ملاحظة: تذكر أن الفضاء المتجهي ,81 لكل المصفوفات المربعة -5 فوق حقلي ‏ والفضاء المتجهي (۸)۷ لكل المؤثرات 
الخطية على فضاء متجھي ۷ فوق کا هما جبران فوق . يُعرفٌ مفهوم التشابه أيضاً من أجل جبر تجريدي 54 
فوق حقل ‏ آي آن العنصرین €5 ۸.8 یکونان متشابھین إذا کان پوجد عنصر عکوس 50 © 8 بحيث أن 
= 8. وتنطبق هنا مبرهنة 6.13 التي سوف تبرهن في المسائل 70.13-67.13. 
مبرهنة 613 لیکن )5 جبراً فوق حقلٍ ‏ ولیکن ۴ عنصراً عكوساً في اد . إذن, التطبيق اه دك ٠:‏ المعزف بواسطة 
۶ھ _٦)۸(‏ یکون تشاکلاً جبریاً أي» یکون لدیناء من أجل كل اد6 ۸,8 ولي 18× 





TAB) = لك ال‎ TAA +B) =T{A +TB)Y 
بٴ7 واحد ۔ لواحد وفوقي‎ )۷( T{KA) = KT,(A) Gi) 


[التطبیق ,1 یسمی «تحویل تشابه»]. 
63 آثبت () قي مبرهنة 6.13 (8) 1 + (4) ,۲= (8 + ۸ل ۔ 
B) = PHA + BJP = PAP + PBP = 7,۸) ۴ T,(B) 8‏ + ۸ 
683 أتثبت (آ1) في مبرهنة 6.13 (۸) K۲,‏ = (۲,)۸. 
T (kA) = PH{KA)P = k(P TAP) = ×۲۸ 8‏ 
3 أثبت (1) في مبرهتة 6.13 (8) ,۳,4(۲ = (۲,)48. 


TAB) = PHAB)P = (P7 TAPY(P7 HP) د‎ T,(A)T,(B) = 


3 أثبت (19) في مبرهنة 6.13: ,7 واحد - لواحد وفوق 5 ۔ 
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71.13 


72.13 


73.13 


ت تغيير القاعدة, التشابه 


# لنفترض أن (۴,)8 = (۳,)۸۔ دن ۴'8۴ = ۸۴. نضرب في ۴ من جهة اليسارء وفي "۲ من جهة اليمين. 
فتنحصل على 18 ۸. وبالتالي, يكون ,7 واحد ‏ لواحد. لنفترض الآن أن 54 © 8, ولتكن ' ۲8۲ = ۸. إذن. 
P”'(PBP7'P) = B‏ = (1,)4. وبذلك. یکون ٣‏ فوق اك . 


المسائل 73.13-71.13 تقدم خواصاً إضافية للتشابه في جبر 34. 
لنفترض أن 8 مشابه ل 8, آي "A۶‏ = 8. بین ان '87 مشابه ف ۸7 
© لدينا جا راع ہے سرادم احواهم د احرطما-م) سے ۶ظ وبذلك يكون !8-7 مشابهاً ل 4-1 
لنفترض أن 8 مشابه ل ۸ء أي ۶۳'۸۲ = 8. بین إن ۳'۸۴ = "8 وبذلك يكون "8 مشابهاً ل "4. 


# يكون البرهان بالاستقراء على 0. تتحقق النتيجة من أجل 1=« (فرضا). لنفترض أن 1 <5. وأن النتيجة تحقق 
من أجل ۱ - و .B" = BB""' = (pP"'APX(P7'A°'p) = P”1A°P j|‏ 


لنفترض ان ٥‏ عنصر قطري في ]5 أي أن 1 = 0 من أجل بعض 16 © . بين أن 2 هى العنصر الوحيد المشابه لنفسه. 


.B = PDP = P(KDP = k(PT'IP) = kI = D «gij لنفترض أن 8 مشابه ل 28 أي مما-م داه‎ 


3 اثر ومحددة مؤثر خطي 


74,13 


75.13 


76.13 


72713 


78.13 


79.13 


إن «أثر» مصفوفة مربعة (ه) = ۸ ونکتبه (۸). هو مجموع عناصرها القطرية. آي ۵ +...+ رة + ,۵ = (۳)۸). 
سوف نستخدم هنا مبرهنة 7.13 التي يظهر برهانها في المسالة 89.13. 
مبرهنة 7.13: لنفترض أن 8 مشابهة ل ۸. إذن» (۴)8) = )٣)۸(‏ 
عرّف أثر مؤثر خطي والذي نکتبه (601. لماذا يكون التعريف معرّفاً جيدا: 
گا لدينا (تعریفاً) أن ((7])ئ > (5)کاء. حیث [7] أي تمثیل مصفوفي ل 7. نجدء من مبرهنة 7.13, أن كل المصفوفات 
المتشابهة لها نفس الآثرء وبذلك سوف يكون لكل التمثيلات المصفوفية ل 7 نفس الآثر. 
عرّف محددة مؤش خطي 1, والتي نكتبها (060)8. لماذا يكون التعريف معرّفاً جيداً؟ 
8 لدينا (تعريفاً) أن  4:)17[(‏ (۳)ا:4. حيث [1] أي تمثيل مصفوفي ل ہما أن المصفوفات المتشابهة لها نفس 
المحددة» فإن أي تمثيل مصفوفي ل 7 سوف يعطينا نفس القيمة المحددية. 

المسائل 79.13-76.13 تتعلق بالمؤثر الخطي على 8 المعزف بواسطة (ر8 + 7,45 “ ٭3) = (و)۴. 





اوجد اثر 8. 

8 یجب اول أن نجد تدثيلاً مصفوفياً ل 8. باختبار القساعدة المعتادة. يكون لدينا (ي 3 ) -[5] . 
وبالتالسيء | > 8 + 3 > ([۶))تا < (5)ط۔ 

هل یمکٹنا ان نحصل علی قیمة آخری من أجل ٢)۴(‏ باختيار قاعدة أخرى؟ 

8 الاء فإن كل التمثيلات المصفوفية ل ۴ متشابمة وبالتالي یکون لھا جمیعاً نفس الاثر 11. 


اوجد محددة 7 


8 لديناء نسبةٌ للقاعدة المعتادہ أن ( 3 -[#] . وبالتالي. 28-52 +24- | 3_| = de7)‏ 


هل يمكئنا الحصول على قيمة أخرى من أجل (06108 باختيار قاعدة أخرى؟ 
® ل فإن كل التمثيلات المصفوفية ل ۴ متشابهةء وبذلك تكرن لها نفس القيمة المحددية 52. 


80.13 


83 


82.13 


83.13 


8413 


85.13 


86.13 


الفصل 13 0 383 


آوجد 7 من اجل المؤٹثر الخطي على 87 المعرّف براسطة (× + ر3 ¬ 42,3 ~ 2y‏ + ج2 ~ Ty) = (x‏ 
قلا اوجد التمثيل المصفوفي ل 7 بالنسبة مثلاً للقاعدة المعتادة. وذلك بكتابة معاملات *, لا : كصفوف. فتحصل على 


1- 0 2 
ا 2 ا 
3 





1 وہ 
وبالتالي» 
0 
1- = 0~ 24 - 6 + 3 + 0 + 4 + 2 
3~ 
اوجد آثر المؤٹر الخطي ۳ أعلاه. 
=0 2 
ل 25( 3 «n=‏ 
CF‏ مدا 


أوجد أثر المؤثر التالي على 87: 
)تيع + bz,e,* + ej‏ + لاوط + T(x,y,2) = (a,x + a,Y + aD‏ 
18 يجب أن نجد أولاً تمثيلاً مصفوفياً ل 5. باختيار القاعدة المعتادة ( »)21 تحصل على 
و ر@ a,‏ 
5١ 8+‏ ,| >[7] 
»€ € ,€ 
وبذلك. پە + را + (E) = tr([T]) = a,‏ 
آوجد محددة المؤٹر الخطي 1 أعلاه. 
ده 62 ابره 


تا وط رط 
6 € € 


8 وعرظية - يعوظيم - رعوطيه - زم طرھ + det(T) = d bC, + a,b,‏ 








لنعتبر الحقل العقدي تا فضا؛ متج متجهياً فوق الحقل ا الحقيقي . ولیکن 7 المؤثر المرافق على 6 أي أن 7ھ (ع)7 اوجد 
.det(T)‏ 

8 بماآن 1>-(701 وا - - (106, فيكون لدينا و <[7] بالنسبة للقاعدة المعتادة ‏ (1) ل © فوق 8 إذن. 
|9 





_ | عه 
أوجد أثر المؤثر المرافق 7 على © المذكور اعلاه. 


1 89 


8 ۔د۔:ء(إ_ ز)سدمك 


لنفترض أن 7 المؤثر على الفضاء المتجبي ۷ للمصفوفات المربعة -2 فوق , والمعرّف بواسطة 2118 (1)4 حيث 
5 =4 . أوجد 06409 


8 نوجد تمثيلاً مصوفياً ل 7 في قاعدةٍ ما لہ ۷, ولتكن 


| تاعكق تاعهل تعهل )عما 


إذن 


4 [] تغيير القاعدة, التشابه 


0 
©) = aE, + OE, + cE, +0E, 
a 

£) =08, + aE, + 0E, + cE, 
) = BE, + 0E, + dE, +0E, 


OE, + bE, + OE, + dE,‏ = ل 


وبذلك 
a 0c 0‏ 
a 0‏ 0 
aa? + bî ~2abed  »  [Tle=|, ¢ 4 0‏ = 
b 0 d‏ 0 
53 اوجد اثر المؤثر الخطي ۳ أعلاه. 
0 
=2a+24 8‏ |0 
4 


88.13 


ہہ ہ 


0 
0 


بِيّن أن (88) > (ظك):ء من أجل أي مصفوفتين مربعتين -۶ 


الو :=0 














حلم 00( 2)-رف”* 
(f o)‏ :)وہ7 
re»= (¢ 4) 1=‏ 
a0c0‏ 
00 + 1 م چو یں 
boa ona‏ 0¢ 
a 0‏ 
1 $ ناد رعس 
0 
هوه 


8 التكن ليه حك ولي > ظط نود لي = ۸8 حيث يرقره ل ح یہ . وبذلك 


tr(4B) = 2 € برطرھ‎ 


من جهة أخرى. (3) - 88, حیث 2ر۵ 2 ديك . إذن 


D4 = > a,b, * (AB)‏ کے سارہ 2 - رمق)ن 
Mije‏ اج ر 


89.13 


# إذا كانت له مشابهة ل 8 إذن توجد مصفوفة عكوسة ۲ بحيث أن 8" ”۶= ۸. نستخدم المسالة 88.13 فنحصل على 


r(A) = tr(P 7 BP) = tr(BPPT’) = tr(B) 


3 تغيير القاعدة والتطبيقات الخطية 


أثبت مبرهنة 7.13: إذا كانت مصفوفة 8 مشابهة لمصفوفة 4, فإن (۲)4: * .)٣)8(‏ 


يناقش هذا القسم تأثير تغيير قاعدة على التمثيل المصفوفي لتطبيق خطي من فضاء متجهي إلى آخر. سوف نستخدم فيما 


يلي مبرهنة 8.13. 


مبرهنة 3 لنفترض أن 5 مصفوفة تغيير ‏ القاعدة من قاعدة (,©) إلى قاعدة (:©) لفضاء متجهي /؛ ولنفترض أن © 


مصفوفة تغيير ‏ القاعدة من قاعدة (/) إلى قاعدةٍ (1/) لفضاء متجھي لا. ولتکن ۸ تمثیلاً مصفوفياً لتطبيق 
خطي 0 ه1 :8 بالنسبة للقاعدتين (,©) ى (,,) . إذن 


û) 
.]50 - مو‎ 
(i) 
. ]۴[4 = ]۴[4۲ یکون ۸۴! آي آن‎ 


إن التمثيل المصفوفي ل۴ بالنسبة للقاعدتين [0ء) و (/) هو المصفوفة 


۸۶ و؛ آي آن 


إن التمثيل المصفوفي ل ۴ بالنسبة للقاعدتين ([6) و (ور)اء آي عندما يتم تغبير القاعدة في ۷ فقط 


90.13 


9113 


92.13 


93.13 


9413 


95.13 


96.13 


الفصل 13 0 335 
(411 إن التمثيل المصغوفي ل ۴ بالنسبة للقاعدتین ‏ ()ع) و(//)ء أي عندما يتم تغيير القاعدة في ا فقطء 
يكرن 8 0 أي أن /5[1]*-0 - [۴] 
سوف نرمزء خلال هذا الفصل ب ر ,8 را علی الترتیب للقواعد المعتادة من اچل 82, 3 وب یک گ58 للقواعد 
التالية من أجل 22, *8, “14 على الترتيب: 
)1,2 0:234(,)1,247()0.1:1.1(.)0,1) ۶ر8 ((1,1:1(,)1:1:0(,)1,0,0)) < ,8 ((1,3(,)25)) ديه 
لتكن ر۶ ر۶ مصفوفات تغيير القاعدة على الترتيب» من رع إلى ر5 ومن و55 إلى ,8 ومن تا إلی ,5 اوجد ۶ پ7 
# نحتاج فقطء تأسيساً على المسالة 26.13 إلى أن نكتب متجهات القاعدة الجديدة كأعمدة لأن ر۴ ت ,8 هي القواعد المعتادة: 
1 
2 
2ے 5 58 
وأحيم 2 1 م 5 .يم 
0 10 
4 
ملاحظة: سوف نستخدم مذه المصفوفات في المسائل اللاحقة. 
المسائل 94.13-91.13 تتعلق بالتطبيق الخطي ۸+8 :۴ المعرّف بواسطة 


F(x,y2) = (2x 4 y ~ 23x ~ 2y + 42) 


س دم ھا یہ 
تبرت 


0 
1 
1 
2 


لتكن 4 التمثيل المصفوفي ل 1 بالنسبة للقاعدتین المعتادتین ٹا و ر5. أوجد ۸ 


8 بما أن و و ہتا القاعدتین المعتادتین, فإننا نکتب کہ ل 2 كصفوف لذحصل على 0 ۴ د كم دم 


لنفترض أن تغييراً للقاعدة من ,8 إلى ,8 يتم في ۸ فقط أوجد التمثيل المصفوفي لہ ۴ بالنسبة للقاعدتين ,5 و ظ 
# لديناء من مبرهنة 8.13 ((), ان 
111 
8 1~ 1 2/_ 5 
3 0 1 اہ ف )عصمدقما 


لنفترض أن تغييراً القاعدة من رغ إلى ,5 يتم فقط في 82 أوجد التمثيل المصفوقي لہ ۶ بالنسبة للقاعد: 





إن معکوس (7 P=‏ هو 2 )ےم ٠‏ إذن» وبسبب مبرهنة 8.13 (011, يكون لدينا 


13 9- ہے جو 1 22 کہ 
5 35 (=)4 2~ 3 3 
أوجد التمثيل المصفوفي 8 ل ۴ في القاعدتين ,5 و ر5. 


# انب بعد سام ھ (ہ- 8 9)- زو 1 3/1 4 تار )مد تمده 





مارم د يوام 





ليكن ”8+ 1:8 معزفاً بواسطة 0080| حيث(عٌ 1 3 ) >4 . أوجد التمثيل المصفوفي للتطبيق 1١‏ بالقسبة 


للقاعدتین المعتادتین ۴ و ٤,‏ 
# بما أن ,© و وتا القاعدتان المعتادتان, فإن التمثیل المصفوفي للتطبیق ۔ا یکون المصفوفة ۸ نفسھا, أي أن 


a-ak $ 4% 


أوجد التمثيل المصفوفي 8 للتطبيق الخطي ا أعلاه بالنسبة للقاعدتين ,5 و ر8. 


٢ 6‏ تغییر القاعدةہ التشابہ 
8# نجدہ من مبرهنة 8.13 (11) أن 


0 0 
1 : )۔‎ 77-6 E 
1-7 


1 

وھ ےد 201 ۹ے برحرےت 
19 12 58 38 4 34 1 3 ) دممايم - وها - 8 
4 


ہر جح ھا یہ 


3 لکن "چب 7:8 ضوف بواسطة . († + 2 + )62 + 3y - 2 + 2 - 5y‏ + 22) > (,2,لا,»). أوجد المصفوفة ۸ التي 
تمثل ۶ باستخدام القاعدتین المعتادین کا و رظ 


2 5-1 2 
8 تت إحدائيات ٠:‏ 9 »۲ کاسدة. فتحصل على | 0 5~ 4-1 
3 2-3 85 


3 أوجد المصفوفة 8 التي تمثل التطبيق الخطي 1 أعلاه بالنسبة للقاعدتين ,5 و وگہ 


8 إن معكوس ۴ وهي مصفوفة تغبير ‏ القاعدة من وغ إلى ر تین (1- r= ١‏ [المسالة 28.13]. وبالتالي 
1- 1 
وه یر پر 2/1159 1- 3 112 0 0o‏ 7 
2 3- 18 4 - چے 0 8 5- ا 1 اود 8=P,‏ 
دده كن ها |1 41 لد :+ :2 ماله 1-1 
23 
9913 ليكن ھ۸ معزفا بواسلة المصفر | 4 .اید المصفوفة 8 التي تمثل ۸ بالنسبة للقاعدتین ,5 و ,5. 


= 
هص 
03 


! 3): 5 1 


0 0 1/2 3 
B=PFAP,=|0 1 ۷ك(‎ 3 
1-1 070 2 -2 -3 


8# السسديتساء مسےن آج لا ئی ۷6۷ أن 
(O EFICPlY,) = (Q {FIO}, = 20-٠)]۶[/)ن[ں( < QO [F(e)], = {F(o)],‏ = م [مام ياه" © 
ولکن [Fo]. =[F(o)],.‏ وبلتائي IFIP. = [FY {oe‏ 2 
بما أن التطبيق ..[ن] حدن فوق ”, إنن ۴ [م] 7(۴ [5 2٠۶]‏ من اجل کل "۰۳ے ۴ وبذلدہ م)(5)'٥و‏ - ۶(۴ ۔ 


.]F۴1 = 07']F۴[4° :0( 8.13 أثبت مبرهنة‎ 3 


3 أثبت مبرهنة 8.13 (ا): /[۴]' 7© = [۴]. 
ھا لتكن هع ©. إذن, 2-1 (حيسث 1 المصفوفة المتطابقسة). لذلسك. وباستخدام ما سبقء يكون لدينا 
“IF = [F] = Q[F]{1= 0Q {FF‏ 

3 أثبت مبرهنة 8.13 (ذذ). ۴[۲] *.)[۸] 
کا لنفترض إن #ع م إذن 05-130-1. لسذلكء وبسبب ما جساء أعلاه. يكسون لديئسا 
مم سے م7[ مم - [Fl = [FI]‏ 








3 عرف تكافق المصفوفات. 
کا لنفترض أن هم ى 8 مصفوفتان 08 توجد من أجلهما مصفوفة مربعة -8 غير شاذة ط ومصفوفة مربعة ١-‏ غير 
شاذة © بحيث أن 088 - 8. نقول عندئذ أن 8 مكافتة ل ۸. 

3 لنفترض أن 8 و 8 تمثيلان مصفوفيان لتطبيق خطى ) +-/1 :2 ٠.‏ بِيّن أن 8 مكافثة ل 8. 
# يوجد. بواسطة مبرهنة 8.13, مصفوفتان لتحويل - القاعدة 8 و 0 بحيث أن 07۸۶ - 8 ہما أن '07 و۶ غير 
شاذتینء فإن 8 تكون مكافئة ل 8. 
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المسائل 107.13-105.13 تبت 





أن تكافؤ المصفوفات هي علاقة تكافؤ. [وبذلك» فإن كل التمثیلات المصفوفية لتطبيق خطي 
اص۷ :ا تنتمي إلى صنف التكافؤق نفسه من المصفوفات المتكافكة] 

3 بین لن ۸ مکافثة مہ ۸, من أجل أي مصفوفة ۸ (0×0). 
0 المصفوفتان المتطابقتان 1 و ,! غير شاذتين. بما أن ھآ = ۸, فإن ۸ تکافیء ۸ 

3 بین انه إذا کانت ۸ مکافٹة لہ 8, فإن 8 تكون مكافئة ل ۸. 
آ9 بما ان ھ مکافثة ل“۔ 8, فتوجد مصفوفتان غير شانتین ؟ و © بحيث أن Q8‏ = 4. إذن "97'4۴ = 8 وتکون 
'- و ' ۲ غیر شاذتين. إذن, 8 تکافیء ۸. 

3 بین أنە إذا کانت 4 مكافئة ل 8, و 8 مكافئة ل ۷, فإن له تكافىء ©. 
© ندینا Q8۶‏ =4 و Q''‏ =8 حیث ۶ 0, '8, “0 مصفوفات غير شاذة. إذن 00'۴۴ = 08۲ = ۸ حيث 
'00 و ۴٣۶‏ غير شاذتین. وبالتالي, تكون 4 مكافئة ل ©). 


الفصل 14 
فضاء اص الجد اء۔ 
الد اضلسی. التعامد 


إن تعريف فضاءٍ متجھي ۷ يتضمن حقلاً إختيارياً 1. سوف نقتصر, في هذا الفصلء على کون ٤ا‏ إما الحقل الحقيقي ۴ أن 
الحقل العقدي ©. وسوف نفترض أولاً وتحديداً, إلا إذا ذکر آر فھم غير ذلك, بآن 1 5 ونقول في هذه الحالة أن /7 قضاء 
متجهي حقيقي؛ وسوف نعمم, في الأقسام الأخيرة نتائجنا إلى الحالة €= > ونطلق على ۷ عندئذ إسم «فضاء متجهي 
عقدي». 

تذكر أن مفهومي «الطول» و «التعامد» لم يظهرا في دراستنا للقضاءات المتجهية الاختيارية [رغم ظهورهما في فصل ١‏ بشان 
الفضاءین "8 ”0]. يسوف نضيف, في هذا الفصلء يُنْيّةَ أخرى على فضاء متجهي ۷ لنتحصل على «فضاء جداء داخلي». 
وسوف نعرّف قي هذا الإطار هذين المفهومين (الطول والتعامد). 





4 فضاءات الجداء الداخلي 


1.14 


2.14 


3.14 


4.14 


5.14 


338 


عرف الجداء الداخلي وفضاء الجداء الداخلي. 
# لیکن ۷٢‏ فضاۃ متجهياً حقيقياً لنفترض أنه يقرن بكل زوج متجهات 6۷ ۷ء لا عدداً حقيقياً نرمز له ب (۷,ل). تسمی 
هذه الدالة جداء داخلیاً (حقیقیاً) على ۷, إِذا حققت الموضوعات التالیة [حیث ۷ 6 0,۷ ارتا و :[ab,kk € RF‏ 
)R1۴[‏ (خاصية الخطية) (۷یڈاط + (اررناة > لاريلاط + ,تھا أى, بشكل مکافیء 
a, + uy) = uv) + u) (Û)‏ و (kuy) = ku) (o)‏ 

[_310] (خاصیة التناظر) ‏ (۷,۵۱) < (02,۷) ۔ 
[,81] (خاصية موجبة التعريف) إذا #0 له إذن 0 < لارها. 
ويطلق على الفضاء المتجهي ۷, معزفاً عليه الجداء الداخليء إسم «فضاء جداء داخلي». [يطلق أحياناً على فضاء جداء داخلي 
حقيقي إسم «فضاء إقليدي»]. 
بین إن (۷,0) = 0= 0,۷ من أجل كل 2۷ ۷۔ [وكذلك. على الخصوص. 0 - (10,0]. 
0v, = Ov, = 0‏ = (0,۷). ایضاً 0= (0,۷) = (۷,0). 

تقول [,۸1۴] آن جداء داخلیاً یکون خطیاً بالنسبة لموضعه الأول. المسالتان 4.14-3.14 تبينان أن جداء! داخلياً حقيقياً 
يكون خطياً أيضاً بالنسبة لموضعه الثاني. 
بين أن (uv, + uv,‏ = راج ۷ 
8 لین من [۸1۴] و [ر۳] ان ارا + ,۷ر = اا + ا۷ا < ےر + ر۷ کار ج ,۷را 
ہین ان ۷بسا = (vر)‏ ۔ 
آل - {u,kv) a (kv,u)} =e k(v,u} = kuy)‏ 
[ملاحظة: نؤكد هنا أن هذه النتيجة مختلفة قليلاً من أجل فضاءات الجداء الداخلي العقدي كما سوف ترى في المسالة 219.14] 
عرّف «النظيم» و «الطول» لمتجه ٠ا‏ في فضاء جداء داخلي ۷۔ 
8 نعرف, من [,818], أن (لاءل) غير سالب وبالتالي يكون جذره التربيعي الموجب موجوداً. نستخدم الترميز 
(.)/ - إإه|| . هذا العدد الحقيقي غيس ‏ السالب يسمى «نظيمء أو «طول» ن. [سوف تستخدم العلاقة 
(0, = ام بشكل متكرر]. 





714 


8.14 


10.14 


14 


12.14 


13.14 


14.14 


15.14 


16.14 
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فك ے7۷ ¬ 6۷رد + ,50 ۔ 


الا نستخدم الخطیة في الموضعین معاً فنحصل على 
- 51ا45 + (3500,.1- ص300 < (ی7۷ - بہت2ا + Su, + Bu, 6v, ~ Tvl = Suv, Su, = Tv) F (Bu,‏ 
رد56 [ملاحظة: لاحظ التشابه بين هذا المفكوك ومفكوك (70- ء8()6 + «5) في الجبر العادي]. 


. Gu + 5۷.40 - 6v) فك‎ 


(Gu + Su, Au = 6u) = 112(4, 4) —18(4, 0) + 20(v, 4} = 300, u) = 12(u, e) = 18)8,0( + 20) -( -30)0,۵( © 
= 12(u, u) + 2(0, u) = 30(0, 0) * 12llefl? + 2(4, 0) — 30l 


فك 3۷۴2 - 20ا ۔ 

ھ 2و + 1200۷ - 2u — 32u — 3v) = 4u) — Gu) = Gv) + (vy) = 4ful®‏ دہ ٹرزہوے مور 

فك 8g‏ ات 1200۷۷ سم 100,۷ Ê‏ 128,8۸۷ ¥ 180,۷۱ عن 1500,۷۷ a‏ ليده 8 و ,20۷ 3 3u,‏ : 

عرّف الجداء الداخلي المعتاد أى النمطي (المعياري) على *8. 

8 لیکن (8) > نا و () = ۷ متجهين في "8, إذنء نعرّف الجداء الداخلي على "۸ بأنه الجداء النقطي في "8 المعرّف 


بواسطة ‏ ,طيه+...+ رطية + رطرة - ۷ رغم وجود طرق عديدة لتعريف جداء داخلي على "8 [أنظر المسألة 18.14], غير 
أننا سوف نفترض هذا الجداء الداخلي على "78 إل إذا ذكر أى فهم غير ذلك وسوف ترمز له ب له ۷ بدلاً من (0,۷) 





ملاحظة: إذا افترضنا أن و۷ متجھان عمودیان, فإن الجداء الداخلي أعلاه يمكن تعريفه بواسطة آنا = (0,۷ء حيث 
يرمز "آنا إلى جداء المتجه الصفي ,"نا والمتجه العمودي ۷ وفق تعريف الضرب المصفوفيء أي أن 


0000 2 
0 bz 2. = a,b, + ab, + aba 
وأ /يه‎ 4 


المسائل 17.14-11.14 تتعلق بالمتجهات التالية في 80 (1,24) = ا (3,5-,2) = ۷ (3-,4,2) د بر 
أوجد لادناء 
8 نضرب المركبات المتقابلة ثم نجمع, فتحصل على 20-16 + 6 - 2= ۷ل 
آوجد لا.لا. 
ل ا 
أوجد د 
ھا 13- 2 15س م- ق ع ہیں 
آوجد ۷۔(۷+ 3)۔ 


# نوجد أولاً (1,9-,3) > + يد ثم 17- - 12-2-27 - #«.(0.د). نستخدم [,818] بشکل بدیل, فتحصل على 
7- > 13 س4 = «(u + v).w = u.w + v.w‏ 


آوجد اسا . 


ال نحسب أولاً ننا بتسربیسع مسرکبسات تا ثسم جمعھسا: 21 = 16+ 4 + 1 = 4+ 27 + ۴[ = إا . إذن. 
ell = vT‏ . 


آوجد اا۷ . 


© 38ے 25+ 9+ 4= إا ؛ وبذلك. ۷35 = |اه]| . 


0 1ا فضاءات الجداء الداخليء التعامد 


4 اوجد ۷۲۱+ نل ۔ 
ھ نحسب أولاً (1,9-,3) - + ن. وبالتالي» 91= 81+ 1 + 9= ”ر + سا انن ۷۶ء إإه + »|| . 
4 تحقق من أن ما يلي جداء داخلي في 8 رلاړ×3 ٣‏ لايك + يلار ¬ رل × = ۷رد حیث ((لمک) دھ (ړررو) = ۷ 
گا نتساکسدمسن تحقق الموة ات الڈسلاٹ لجسےاء داخلسي۔ بسوضسۓ (تیع) - ۷ نجسد آن ‏ 
bz x + bz)‏ + بعة) > ویقبعاط+ ر۸5 = .au + bw‏ 
وبذلك 
(au + bw, u) = ((ax, + bz, ax + b22), (Y,, yz)}‏ 
(ax, + b2,)y, + 3(axa + b22)»‏ ¬ ول عط + (ax,‏ ست (ax, + b2 Jy‏ 
ور32 + ,۷ر2 ¬ رل2 رهاط + (ر ر×3 ٣‏ ,× “ رل عد سل ررم سه 
a(k, 0) + b(w, vu)‏ = 
ينتج عن ذلك أن [RIP J‏ متحققة. أيضاء 
(3,۷ا) جع وللی×3 TN RSF‏ ر39 + كيلا يكل لاح العم (ار۷)» وبذلك تتحقق المسوضوعة .[RIP,J‏ 
آخيراً. يكون لدینا 0 <22 + “ليع - ,ع ےھ +تد+ یرجھ ٹر ےب 0۵0(2 عندما #0 »× وبالتالي 
تتحقق [و3[۶]. 
14 بین آن رلا × = ۷۱ا ليس جداء داخلیاً علی 32 حیٹ (يكن») > ناهلولا ع ۷۔ 
© ليكن k=2‏ (1,3) ع نار (1,))<× إذنء (2,6) 8٥ا‏ ويكسون لدينا 3= 1.3.1.1 = ۷س 
و 12 = 2.6.1.1 = نط . وبذلك, 26 2,3 ع (رناظ لا يساوي اناا ؛ وهذا يخالف الموضوعة [ر818]. 


4 بین ان ولايد ل بورع + الإر»د ع ٥,۷(‏ ليس جداء داخلياً على 200 حيث ‏ (واابياان,») > سای (ولابو۷ر۷) < ۷۔ 
ھ لکن (3,4,5) عدلا. إذن, 0س 25 - 16 + 9ع 5.5 - 4.4 + 3.3 = ألابل) ؛ وهذا يخالف الموضوعة [ي815] 
المسائل 28.14-21.14 تتعلق بالمتجھات التالیة فی 37 (1,5) = نه (3,4) v=‏ (2-,7) = ۷ 
4 أوجد (0.ن) بالنسبة للجداء الداخلي المعتاد علی 82 
2 ددے +٥0‏ دہ جیا 
4 اوجد (0.,۲) بالنسبة للجداء الداخلي في 82 المحرّف في المسالة 18.14 
8 جوت 60+ 5ل 4 3ه 35.4 + 53 - 1.4 ~ 1.3 » ریا 
4 أوجد (۵,۷) بالنسبة للجداء الداخلي المعتاد في 82 
lw) =7 10 = — 3 8‏ 
3 أوجد اسنا باستخدام الجداء الداخلي في 8 كما في المسالة 18.14. 
© وو = 30 35 س 2 + 7= )2-(.3.5 + 7ك (2ه) ل د 1.7 = (uw)‏ . 
4 اوجد 171 مستخدماً الجداء الداخلي المعتاد في ۸. 
© 25 ع 16 + 9 ((34(,0,4) ×٭ (۷,۷) = ال ؛ وبالتالي 5× 8۷ ۔ 
4 اوجد |[ء|] مستخدماً الجداء الداخلي المعرّف غي المسالة 18.14. 


© 3دع هه +12 - 9-12 ((4,ة) ,(4,ة))- (د,ه) - *إزد| ؛ وبالتائي, ۷33 - ||ہ]| 





27.14 


28-14 


29.14 


30.14 


3114 


3214 


33.14 


3414 


35.14 


36.14 
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أوجد 1 مستخدماً الجداء الداخلي المعتاد في 102 


(ww) = 49 + 4 = 53 @‏ = سل ؛ وبالتالي» 53/ = |إ« || . 

آوجد إإسد|| باستخدام الجداء الداخلي في 82 كما في المسالة 18.14. 

jll] وهليحد‎ iij : wl? = (ww) = 49 + 14 + 14 +12 - 9 

عرف متجه وحدة. 

© إذا 1ع للنلاء أى بشكل مكافيء إذا 1= سا , فإننا نقول أن 0 هو متجه وحدة وبانه ملاظ 
مين أن 8< 1۷81ء من أجل أي متجه ۵ ۷۔ 


ھ2 نعرف. من [ر۸[۴])» أن ۷.۷۱۰) موجب. وبالتالي» يكون (۷/)0,0> ||0|[ موجباً ایضة 


بین أنه نا ۷۶0 إذن يكون مر l=‏ متجه الوحدة الوحيد الذي يكون مضاعفاً موجباً ل . [وتعرف طريقة 
الحصول على ث٠‏ من ۷ باسم «مناظمة» ٭] 

الا لنفترض أن مدق . حيث K<0‏ ر 3ء |0( ۔ إنن 7إ إ مإ ے (ص,ن)۶ط < (ں۸ ,ا) = إإه ]| =1 .ہما آن » 
موجب. نحصل على ||ب]إ/1 = »۸ 

ناظم (1-,2,1) - نا في الفضاء الإقليدي الثلاثي 80 

#8 لاحظ أن (صل) مجموع مربعات مداخل » أي أن 6= *(1س)+ 7[ + 22 = اونا . وبالتائي» وبقسمة نا على 
ull = Vu, u) = V6‏ . نحصل على متجه الوحدة المطلوب: (1/۷6- 6,1۷6 2/۷) = إإإ اں = û‏ 

ناظم (1/4-.1/2,2/3) = ۷ في الفضاء الإقليدي الثلاثي 187 


#8 نضسرب ۷ آولاً فسي 12 للتخلسص مسن الكسسور, فد ل على (3-,6,8) = 12۷ ویکسون لسدینسا, 
9 = )3 200 ,120) . إذن, متجه الوحدة المطلوب يكون (3/6/106- ,8/7109 .705 6/۷) = ||۱2 )| /12 = û‏ 


ناظم (3,4) v=‏ فی 22: !) باستخدام الجداء الداخلي المعتاد في 8 (ب) باستخدام الجداء الداخلى فى 22 المعڑف ذ 
اظم في 0 3 ي ای ابی 3 اخلي في ۸ المعزف في 
المسالة 18.14 

8 (() نجدہ. من المسالة 25.14 ان 5< ۱1۷ وبالتالي» (3.4) > ||| إن دق 

) نجد. من المسالة 26.14 أن ۷⁄33 > ||| . وبذلك. (3۸/33,4/۷۳3) > [ت([/و دو 





) 


عرف المسافة بين متجھین ٹا و ۷ والتي ٹرمز لھا بہ (8)0,۷, في فضاء جداء داخلي ۷ 


قلا تعرّف المسافة (۷,ن)4 بدلالة النظيم كما يلي ۷۷ - نل -< (۷,ن)ن 


ان تعريف المسافة اعلاہ في فضاء جداء داخلي لا: يتوافق مع المفهوم المعتاد للمسافة (الإقليدية) في 8 


8 لتکن ل٥ ٨)٣,‏ ولط رطا ,ه) = ٩‏ نقطتين في ۸ (حيث ا و ۷ هي. على الترت و ن ا 
و 0) كما موضح في ا ا ا ا ا و ات چٹ E‏ 





=4( 
وهي تتوافق مع ۵7 ¬ ره) + ( رط - ره) + (, ¬ )^ اد ¬ a,‏ ¬ بھ رظ ~= lke,‏ ٭ لاد = 4| = e‏ 





المسائسل 39.14-37.14 تتعلسق بسالمتجهسات التاليسة في الفضاء الإقليدي “8 (5,5,8,8) = لد (1,23,4) ك 
(1-,3,2-,4) ٭! 








2 1 فضاءات الحداء الداخليء التعامد 


(رط ,وط ,9)6 


شكل 1-14 





4 أوجد (ل,0)0. 


8 نحسب أولاً (4,3,5,4) = (8-4 ,8-3 ,5-2 ,5-1) = ۷ ~ نا. ثم نوجد 
66 = 6| + 25+ 9 + 16 = 4 + ?5 + 3 + 4 = لإ - ن . إذن؛ ۷66 = (س ,)4 . 





4 ٹوجد (400,۷. 
ھ ‏ )8,6,9 ,1( = uw‏ ,182 = 81+ 36+ 4م + 1د گاث- 0ل. وبذلك 1/182 زم ,)4 . 


.4)۷,۷( أوجد‎ 4 
. dv, w)a VEO = 2V5 «iij . yv - إل و2 + وس تلبس‎ +25 = 60g vw = (3,5,15) & 


84 أوجد (۷,ن4 حیث (4ک) ٭ -ص (6-,2) =۷ في الفضاء الإقليدي .R*‏ 





uv = 3,10) ©‏ و 109 = 100+ 9= l0 ~v]‏ . وبالتالي» 105 =( 4)4 . 
4 أوجد (0.نم)ك من أجل ناء ‏ في المسالة 40.14 وذلك باستخدام الجداء الداخلي في ”۸ المعرّف في المسالة 18.14. 
8# ددینا (3,10) = ۷~ وبالتالي: 
49 - 300 + 30 -- 30 - 9ع 10 10١3 + 3-10١‏ - 3-10 - 3-3 > ((3,10) ,(3.10)) ع *إإه - || إذن ‏ ۷245 =( ,4 
ملاحظة: تبين الأمثلة أعلاه أن المسافة بين متجهين تعنمد على الطريقة التي يعرّف بها الجداء الداخلي. 
4 لیکن ۷ فضاء متجھیاً لدوال حقيقية مستمرة على الفترة ا >> 4. بين أن ما بلي جداء داخلي على ۷: 
0 
ووم f‏ = ) 
8 لتكن ؟ ۾ ا دوالاً في 7. إذن: باستخدام نتائج من الحسبان, 
٥ ٣‏ 03 
f rome ac+ f gome d= (1.8) + (8,‏ دب (طرج +۸۷۱)]]< (ط بج +7) 
» 
kf DMD a= KC, 8) 98‏ <ھ 0او(۸0 04 )]< 2ھ ۸۷) 
٠ 3‏ 
وهكذا نتحقق [,۸1۴]. لدينا لذلك ( ,۾ ) = 4 )8)0 NDC ar f‏ ا“ (وبم) ٠‏ أي أن (ر517] متحققة. آخيراً.إذا 
0 
f * 0‏ إذن 0< ين خ(م)ر) ]۔ (ر/). وھذا يعني تحقق {RIP,J‏ ینتچء عن ذلك. أن هذا الجداء هو جداء داخلي على لأ 
المسائل 49.14-43.14 نتعلق بالفضاء المتجھي للحدودیات؛ بجداء داخلي معرّف بواسطة )8)4( 1 والحدوديتين 


g0 = 3-2 RO = +2‏ 21-3 -ث> (ااط 


44 


44.14 


45.14 


4614 


47.14 


48.14 


49.14 


50.14 


S114 


S214 
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آوجد عا . 
(f= j (+ 2G d= f GF + 40-4) d= [f + 2~ 4} = ~1 mM‏ 
آوجد (8)). 
7 -ء ,[» - أي - ]| - به رد مرحم أ (n=‏ 
آوجد 18ء 
"8 کر رٹ .و یں 
آوجد 8اا 
1 
lal=VT=1 lls (g8) = f G-22 =1 8‏ 
َا ۶۔ 
لا ببماان 7-۱۷۶7 
28 کی و 
ھ+) یپ د( 7۔7 
نَاظِمْ ع. 
8 الاحظ أن ع متجه وحدة أصلاً, لان 1 - 181  !‏ وبالتالي, 34-2 2ع - ق, 
أوجد (0)6,8. 


8 الدينا 4+)2- + مع - 0 إذن 
1 
d= | 4F = 1614 16) = {4F ~87 + 16] j= #‏ )4+ 21+421 ا 0 


وبالتالي» ۷71 = ۷۹ = g(‏ 4)۶ 
المسائل 65.14-50.14 تتعلق بالفضاء المتجھي للمصفوفات «×" فوق 8 والجداء الداخلي (,) المعرّف على ۷ بواسطة 


(A,B) = tr(B"A)‏ « حیث تدل ٢ا‏ علی الأثر (آي مجموع العناصر القطرية). وتبين المسائل 52.14-50.14 على الخصوص. 
أن (,) يحقق الموضوعات الثلاث للجداءات الداخلية 
ہین آن (,) يحقق [,819). 

گلا نحصل, ہاستخدام خواص دالة الاثر على 

(A, + ABI = آقات‎ ۸,۲۴ A,J] = IBA, + BTA,J = (BTA) + tr(BTA,) = (A,B FAB? 

{kA,B) = tr[BT(kA)] = tr[k(BTA)J] = k tr(B"A) = KA,B} و‎ 
ا‎ ۶۹ 

8 نستخدم حقيقة أن (047:> ۲040 فيكون لدينا 

. (A,B) = tr(B"A) = tr[(B"A)"] = tr[ATBT)} = tr(ATB) = (B,A) 


لکن لرة) = ۸ بين أن ره < ل =(4(=۳)474 ,4) . (آي مجموع مربعات کل عناصر ۸. وبذللك. يحقق ا 
RIP,‏ 


4 ]ا فضاءات الجداء الداخلي» التعامد 
8 لتكن جم د كم وبذلك بيه > پتا؛ ولتكن AA = (e‏ إذن 
يزه ب = e, = D bay‏ 
Mm‏ 1 
وبالتالي 


و کو دعو ب متم 


je‏ ال 
4 تتكن 0 سيىر2©] = ۸ و .]= 8 هنا ال © وال ,2 هي على الترتيب أعمدة المصفوفتين 4 و 8. بيّن أن 
(AB) = DIC, + DIC, +...+ DTC‏ . 
na‏ 
8 لتكن (رة» = BA‏ إن .e = DC,‏ اإنن. .]0+...+ (A,B) = tr(BTA) = DÎC,‏ . 
المسائل 65.14-54.14 تتعلق بالمصقوفات التالية: 


ce) o لوه‎ 465 





.)4,8( أوجد‎ 4 
(4,8) = (1,4) + 2,5(5) + G. (7) = (0+ 24) + (16 + 25) + (21+24) = 19 8 


4 اوجد (۸۵)۔ 

8 وہ = )914-16+)404+0=(+)27+6( = (A,C)‏ . 
4 اوجد 8,07 ۔ 

© 21- ے )24 - 6{ + )0+ 10-( + )4 + 3( = (B,C)‏ . 
4 أإوجد (€ + 4,8 . 


5 
5 
. (A,B + C} = (A,B) + (A,C) = 119 + (=9) = 110 بدیل,‎ 


# السب 2 اہ +دھ ٹم نوجد 110 = (35+8) + (24+25-) + (30 + 36) = ٥(‏ + 4,8 . او بشكل 


. {2A + 38, 4°( اوجد‎ 4 


. (3A + 3B,4C) = 8(A,C) + 12(B,C) = 8(9) + 12(-21) = 324 ھ‎ 


4 اوجد 1۸۱ ۔ 


ا ' نحسب آولا 4ا - لخره), 271 - خب + 5 + ”6 + 7 + 8 + 9 = (۸,4) . وبالتالي 7ھ )1۸| ۔ 


81 ۔ 





NB = 1 + 2 + 32 + 4° + 5 + 6 =1 8‏ = (8,8). وبذلك. 81/ د |8 . 


61-1 ناظم 8. 
2 رک 2791 مو لہ دو اھ 
9ء ۹۸۷ 4۸۷9 ۷۸۵ ali‏ 


٦۴١ اوجد‎ 4 


)C,C( = | =9 +25 +4 +1 +16 = 55 ©‏ . وبالتالي. ۷5ء [١|[ء‏ 


4 نَاظِمْ © 
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® نقسم كل مدخل في © على 101 فتحصل على 








اج 5 عدم وي 6 
٥ -4)۷55‏ ۱۸58۹ 1 
4 أوجد (4)4,8. 
ا خسن اوه 3 ١‏ قژادھ۔ھ۸ ٠‏ ثم 2124 4 + 0 + 4 + 16 + 36+ 4ت - 82 - هلا. إذن. 
2۸7 - ۷3ے اھ - ۸إ[ > زه ب4)4 . 
4 وُوجد .4)۸ 
"5 


= € = 4ء وہذلك 4 = 64 + 25 + 25 + 169 + 36 = „A — Cj?‏ وبالتالي 2⁄66 = ¥344 = (° ,4)4 
4 خواص الجداءات الداخلیة والنظیمات 

(جمع نظیم/وقد فضلنا ھذا الجمع علی غیرہہ مثل نظم أو أنظمةء منعاً للالتباس - المعرب). 
4 بين أن جداء داخاياً ١‏ ,) يحقق موضوعة إللاً تفسح التالية: 

۷۴۷ من آجل کل‎ ,)u,۷( 0 یکون‎ ]N[ 


إذن ۵“ () 


إذا وفقط إذا 0= ن 
u=0 tij ©‏ < (+0۷,1) ہ زرلا ع (ارنة 
ےھ ۷ہ أن 60 (نارنا) > (لارنا . 


67.14 


من جهة أخرى إذا ۶0 إذا يكون لديناء من أجل 
بین آن (۷ ۳...۵ (۷ریتااہة + (۷,ہظایھ < ( بن +...+ اھا . 

8 يكون البرهان بالاستقراء على ؟. نعرف, من 
انن ‏ (۷ہڈاپھ + (۷ رتا 


۷۱+۴۰۰+۵ہ(0ا) 
رت 


[818]: أن النتيجة صحيحة من أجل 
27-2 


به ع la up) = a u,v‏ + (۷, 
ين أن (بنا رم سے 2 =) at. 2 bv,‏ ۳ ۰ 
۴ھ و و 


8 لدیناء من المسالة 7.14 و [ی812]. أن 





1= لنفترض أن 


يي ل ب ا ل لالت 


>i 
و‎ 


اماد وا انما ل 
(رنا ورغة )طايه 2 2 ×× (ہا بر٥‏ )رارہ 5 3 ع 


اکر 
694 بین ان ۷(۶( + (۷ ن20 + lo + vj? = ١۷2‏ 


fu + vê = (a ربع وريج‎ > ug + (u,v) + (vu) + (vy = (uu) + (uv) + كه 12لا + لحيس + الساك تب + لين‎ 
u ~v = ul * ~ 2u, v( + vاا بين آن‎ 4 


fu ~ v2 = (u — vo — vv) = (u,b) — (u,v — (vu) + (vy) = (uu ~ u,v) — u,v} F (vy) = lui? © 
بین أن ”۷اا ¬ 072ھ (× - ص۸ + ھا‎ 4 


fu + vy — vv = زعم - لسرن + لوي - تمس‎ < lu — (u,v) + (u,v) — vl? = fu? — lvl? © 


6 3 فضاءات الجداء الداخلي, التعامد 


72.14 


73.14 


74.14 


75,14 


76.4 


74 


78.14 


حقق قانون متوازي الاضلاع: 2v‏ + 27 = 2ل - سا + 12+ ها. [أنظر شكل 2-14]. 
ا نجمع المعادئتين في مسالتي 4 و 70,14 فنحصل علی 212 + تأساج د تسو + لجسل 


شكل 2-14 





حقق الشكل القطبي التألي من أجل  )0,0(‏ [وهر ما ببيّن أن الجداء الداخئي يمكن الحصول عليه من دالة النظيم]: 
كامح مدلا كلام + ه)! > زه نم . 
8 نطرح المعادلة في المسالة 70.14 من المعادلة في المسالة 69.14 فتحصل على - بب +ٗ َ۱ 
القسمة على 4 تعطينا النتيجة. 
المسائل 80.14-74.14 تتعلق بجداءين داخليين # و 8 على نفس الفضاء المتجهي ۷ إنستخدم هنا الترميز التَانٌّي (۶00,0 
و (0,۷)ع للرمز للجداءین الداخلیین تہ لا و ٢‏ تحت ٢‏ و 8, على الترتيب]. 
بيّن أنه إذا كان ل؟ و ع دالتي نظيم متساويتين, أي ,إإه]| = ,اإها| من أجل كل ۷6۷ فإن وح 
# استخسدم الشكسل القطبي اللجداء الداخلسيء فسي ال اللسسة 73.14, فنمصسل على 
وص مع د (مإزه - سل - جلزم + fe u) = (lle + oll — e~ ull = (la‏ 
المسائل 77.14-75.14 لتبیان آن المجموع ع + المعرّف بواسطة (۷,لوع + (0,۷)] = (0,۷)(ع + ۴). هى أيضاً جداء 
داخلي علی ۷۔ 
بین ٹن ۴+2 يحقق الموضوعة 1 ۸1۴). 


(f ¥ gan, + bu, 0) = f(au, + bua, U) + g(au, + bus, U) 8 
= aft, U) « (نارينة)هط + (نا ررس)هه + (نا وسار‎ 
7 Alf, [(د موناع + (س ميه)ل ]5 + [(ه رمع + زه‎ 
= af(f * 8(4, o)] + b[(F + g(t, [(د‎ 


وبذلك. يحقق ع +۶ الموضوعة 818,1 
بین أن چ +۶ یحقق الموضوعة [ٍ8[8]۔ 


g(v, u) = (f + g)(u, u) W‏ + )0 ,ق = زه ہاج + (ن ,مهار > (ن ,مه)(ع + /) . إذن ع8+؟ یحقق الموضوعة ر81۴]. 


بین ٹن ع +۴ يحقق الموضوعة [,817] 
8 لنفتسرض آن #0 ن. إذنء يكون (0,0 و (ناءن)ج كلاهمسسا موجبسا. وبسسالتسالسيء. یکسون 
(سرن)ع + (نارنا)؟ - (بارد)(ع + 8) مرجب أي أن [,819] متحققة- 
المسائل 80.14-78.14 لتبيان أن المضاعف السلّمي ٢‏ المعرّف بواسطة (١0,۷)عK‏ :< (0000,۷, هى ایضاً جداء داخلي على 
لا عندما 0< 


بین ان ۸۴ یحقق [ طلظ]. 


(kD(au, + buy) = K[f(au, + buy] = K{af(u,,v) + bf(u,, 0] = alkffu,,v)] + bIkf(u,,v)] ل‎ 
-  ةقسرو‎ + هقاط‎ 
إذن» يحقق 6! الموضوعة المذكورة.‎ 





الفصل 14 تا 347 
4 بین ان ۶ یحقق [ر415]. 
.)K)v( = ku, = kv) = (KD u,v) - 8‏ وهذا يعني تحقق الموضوعة الثانية. 


4 بین آن ۸۴ یحقق [,1۴] 
إذا #0 إذن (ست)؟ موجب. ولكن × موجب. إذن, يكون (uس))‏ = (لارا)60) موجباً أيضاً: وهذ! يعني تحقق 
وقلع 
4 متباینة کوشي ۔ تشفارتز وتطبیقاتھا 
نستخدم في هذا القسم المبرهنة المهمة التألية. والتي سوف نبرهنها في المسألة 92.14. 


مبرهنة 1.14: (متباينة كوشي - تشفارتز): لديناء من أجل أي متجهين ‏ 6۷ 0,۷ آن 0218۷12 > 0,۷۴ . _(اں وهو 
بشکل مکافیء, 8٦81۷۴‏ » اللارس)| ). 


4 :لکن ہت ہار و ملاددرولارلا أهداداً حقيقية. بيّن أن (7+ .+ 41(97...+ 0۸ > لړ .+ یع ےہ 
ھ لیکن () - نا و (() ع 7 المتجهين المقابلين لهذه الأعداد في ”8. نحصلء باستخدام متباينة كوشي ‏ تشفارتز على 
.0> 00,۷۴ ؛ وهذا يعطي المتباينة المطلوبة. 

8214 


لتكن 1 ى 8 أي دالتين حقيقيتين مستمرتين على فترة مغلقة [8,0] - 8. بيّن أن 


8 مم 2 3 

(f fIOaD a) 2] اوس‎ 4 2(0 dr 
5 لیکن ۷ الفضاء المتجهي للدوال الحقیقیة المستمرة علی . نعرفء من المسالة 42.14, أن »4 ()0(8)/ نآدوی‎ 8 
جداء داخلي على . إذن؛ وبسبب متباينة کوشي - تشفارتز يكون لدينا 717.1817|> “(ع,5). وهى النتيجة المطلوبة.‎ 


4 عزف فضاء الجداء الداخلي ۷ المعروف باسم فضاء - را (أو فضاء هلبرت). 


# ۷ هو الفضاء المتجهي المتتاليات اللأنهائية (من الأعداد الحقيقية)» (...رره.رة), والتي تحقق 
.4 2 كر ٠‏ أي أن مجموع مربعاتها يتقارب. ونعرّف الجمع والضرب السلّمي وفق المركبات: 
rt‏ 





(@ 02, .. J+ (Br Das...) = (@, Fb, a, + Da, ...) 
k(a,, a...) = (Ka Kaa, ...) 


كما يعرّف جداة داخلي في ۷ بواسطة ...+ ہثاية + ,4,0 = (( رطا 1)0 ړ ۰)4۹ 


84.14 مين أن الجداء الداخلي في الفضاء - را أعلاه معرّف جيدة أ 





أن المجموع ... + رضي + ,طر» - رقره (2 يتقارب مطلقاً. 
2 
۴# لديناء من متباينة كوشي - تشفارتز, 


والتي تتحقق من آجل كل 7. وبذلك تكون المتتالية (الرتيبة) للمجاميع ااية!+...+ أرطره| = ,58 محدودة, وبالتالي 
متقاربة. إذن, المجموع اللأنهائي يتقارب مطلقاً. 
8514 عرف الزوايا في فضاء جداء داخلي (حقيقي) ۷. 


8 نعسرّف السزارية 0. بين متجهيسن / © لارنا. بأنهاالزاريسة 0 الوحيدة بحيث أن 7 >0>0 
ى 1م 8إ ۷۷,ن) < وجم. 


8 ت٢‏ فضاءات الجداء الداخليء التعامد 


86.14 


87.14 


88.14 


89.14 


90.14 


91.14 


لماذا تكون الزاوية 0 اعلاہ موجودۃ داثماً؟ 

8# تُعرف, من متباينة كوشي ‏ تشفارتز: ان 1 > 0 05 >1-- وبذلك يمكن دائماً الحصول على زاوية 0 . وبسبب القيد 
> 6 > 2,0 تكون الزاوية © وحيدة. 

أوجد ٭ ہہ من أجل الزازية 8 بين (3,2-,1) له (2,1,5) =۷ في 8. 

© نحسب 2-3+1029- (بري), 14 = 4+ 9+ 1= lv =4 +1 +25 =30 , hu?‏ وبذلك 


9 9 
cos 0 = TV 7 VÊ 


أوجد 58م من أجل الزاوية 8 بين (5,1) > لا و (2,3-) = ۷ في الفضاء الإقليدي الثنائي 87. في أي ربع تقع 50 


# نجسب 7- = 3+ 10- = ۷ا 26= 1+ 25= ”اا 13= 9+ 4= ”ا . وبذلك 


7 7س 
وہو -< ہیں دہ 
ہما ئن ٘8 دہہ سالبء فإن 8 تقع في الربع الثاني. 
أوجد 6056 من أجل الزاوية 8 بين (5,1)- لا و(2,3-)-7 في 82 , حيث يُعرّف الجداء الداخلي كما في المسالة 
4 [قارن بالمسالة 88.14]. 
8 نحسب 14- = 4+249 10-15- = «(uv‏ 18 ع 3+ 5- 5 - 25 = cul = uu)‏ 


3= 27 + 6 + 6 + 4 د زور د اناا . إذن 


i E 
VIVE WE 


cos 0 = 


2 





أوجد 0590ء من أجل الزاوية © بين 26-1 - )8 فى 2)- (8)0, في الفضاء المتجهي ۷ للحدوديات بالجداء الداخلي 
: 
ھ۸00 إ] < ی۷۸ 


ھا نحسب 


پک 
س 


وإ ع[ - وإعس مدقم ]دوي 


A= (= far =a a= 4 


lete n= a= 


cos 0 = إذن‎ 


کرات ےب قس سس تج 
ONIN 6‏ 


أوجد 0586© من أجل الزاوية © بین (1_ “4 . ا ژادھ في الفضاء المتجهي للمصفوفات 2×2 الحقيقية 
حيث يعرف الجداء الداخلي بواسطة (878)نا - (8,8) . [أنظر المسائل 53.14-50.14] 


© نحسب 2= (1-3-(+ )0+6( = .B =0 +1 +4 +9 =4 AN" =4 +1 +9 +1 = 15 (A,B)‏ إذن 


2 2 
cos 9~ و‎ > 


4 


93.14 


94.14 


95.14 


96.14 
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آثبت مبرمئة 1.14 (کوشي ۔ تشفارتز): 012.1۷۷2[ > 0,۷(۶) ۔ 

ا لديناء من أجل أي عدد حقيقي, أن 2م + tv) = u) + tuy) + (u = 7] u + 2v‏ .لکن 
a= ul?‏ لمعه e= lvl ys‏ ہما آن وح تلاو + سل يكون لدينا 0< +٠‏ + 2:3 من أجل كل قيمة 
ل ؛. يعني هذا أن الحدودية التربيعية لا يمكن أن يكون لها جذران حقيقيان. يقتضي هذا أن 0> 4۵٥‏ - 62 أى ع4 > 2ط. 
إذن, *[4]0]21۷ > 4):012. القسمة على 4 تعطينا النتيجة المطلوبة. 

ملاحظة: نجد متباينة كوشي ‏ تشفارتز: من اجل فضاءات الجداء الداخلي العقدیةہ في المسالة 233.14 

المسائل 95.14-93.14 تبين أن النظيم المؤسس على جداء داخلي يحقق الموضوعات الثلاث لنظيم. [أنظر القسم 10.14]. 

ثبت [ل8]: 0< 14لا ؛ 0> 10 إذا وفقط إذا 0= v‏ 

88 إذا 0س ۷ إذن ۵ <(۷۰۷). وبسالتسالسی, 0< (۷ ,۷)۷ - ([]| إذا ٦ء‏ ۷ إذن <٥‏ (0,0):. وبذلك 
0ح لدع ۵۷| . 

kvl = |٤8۷ اثبت [رآ8]:‎ 


il ©‏ 2002 ع (ح,۷)ت( < (۷,ہ۱]) = kv‏ . . ناخد الجذر التربيعي للطرفین, فنحصل علی إر×]. 


بت lu + vl < full + 1۷۲ :[Nq]‏ 
# نستخدم متباينة كوشي ‏ تشفارتز, فذحصل على 
lvl)‏ + 010 9 ؟ ٘ ٰٔ" flu + vl = (a + vo + vl = (ut F (u,v) ¥ (u, f (vv‏ 
نأخذ الجذر التربيعي للطرفين» فنحصل على [,/3]. 
الموضوعة [,20] تسمى غالباً «متباينة المثلث». لماذا؛ 
8 إذا نحن نظرنا إلى 7+ نا کضلع في المٹلٹ المکؤن من کا و ٢‏ [كما هى موضح في الشكل 3-14], فان [ړ×) تذكر 
بآن طول ضلع في مثلث أقل من مجموع طولي الضلعين الآخرين. 


شكل 3-14 


4 التعامد, المتممة المتعامدة 


97.14 


98.14 


99.14 


عرّف التعامد في فضاء جداء داخلي ۷. 
گل نقول آن المتجهين ۷ 6 لاينا متعامدان؛ أى ‏ بشکل مکافیء ۔ أن لا متعامد مع *, ونکتب uv‏ إذا 20 (لاين), 


بين أن علاقة التعامد متناظرة آي أنه إذا ۷ 1 ل إذن اب 





© نذا ۷ل س إذن 0ع للارنة. وبالتالي» 0= (۷رن) <  )۷,۵۱(‏ إذن ساب 
بین آن 06۷ متعامد مع کل ۷۴۷. 


گا لدينا 0= ,0)۷ = 0,۷ = (0,۷) : وبالتالي, یکون 0 متعامداً مع کل ۴۷ ۷. 


4 بین انه إذا کان نا متعامداً مع كل 6۷ ۷, فإن ٥ے‏ 


٢ 0‏ فضاءات الجداء الداخلي, التعامد 
ھ إذا ۵< سنا من لجل کل 6۷ ۷ إذن 0 (لردة, وبالتالي 0ع ن. 
ملاحظة: لاحظ أن المسالتين 4 و 100.14 هما إعادة صياغة كون جداء داخلي یحقق موضومة اللأتفسخ (010] 
المذكورة في المسألة 66.14. 
4 لنفترض أن ا او 7 غير - صفريين في ل. بيّن أن داو“ متعامدان إذا وفقط إذا كانا «عموديين»؛ أي أن 7/2 =0 (أى 
° = 0 ) حيث 0 الزاوية بين ناو 7. 


گا لديتا آن نا و ۷ متعامدان إذا وفقط إذا 0= («رد)ء إذا وفقط إذا 0= 58ء إذا وفقط إذا 7/2 =0 


4 بيّن أنه إذا کان دا متعامداً مع ۷ فان کل مضاعف سلّمي لہ ا يكون آیضاً متخامداً مع ۷۔ 
8# إذا 0ع (ردة, إذن 0= 0= (۵(,۷)ء ع (9,۷ا) ء _ كما هى مطلوب. 
4 اوجد متجه وحدة متعامداً مع (1,1,2) = ۷ و (0,1,3) ي۷ في 27 
ا لیکن رن ےس نرید 22+ + ×=( ۷س) =0 و 32+ برك »)=0 وبذلك, نتحصل على المنظومة 


المتجانسة 22=0+ ر+x‏ 320+ لا. نضع #1 فتجد أن 2-3 بر و1« إذن, (,3-,1) = 
۷ فتحصل على متجه الوحدة ۷ المطلوب والمتعامد مع ,۷ و ر۷: (3/0/11,1//11- ,1/6/17) > إإس ]اسرد ام 





1 إستخدم الجداءات التقاطعية (القسم 12.1) لإيجاد متجه وحدة متعامداً مع (1,2,3) كلا و (1,4-,3) = ۷ 
رو کی 
4 3-1 
الوحدة المطلوب: (7/1/195- ,11//155,5//195) ع إإس || /سدك ور , 

ملاحظة: نؤكد على أن الجداءات التقاطعية لا توجد إلا في ٭31, وبالتالي يمكن استخدامها من أجل مسائ التعامد في 80 فقط. 


8 توجد ۷× w=u‏ من الصفيقة ( ). فتحصل على (7-,115) > 8. نناظم ٭, قتحصل على متجه 


4 نفترض ان ۷۷ مجموعة جزثیة في ۷۔ عرف المتممة المتعامدة ل ۷ والتي ٹرمز لھا ب “۷ (اقرأ ۷ متعامد)۔ 
# تتكون “18 مسن تلك المتجهسات في 7 المته اسدة مسع کل 61 #, أي أن (من آجسل أي ۷6۷۷ 
W* = (v € V:(v,w) =0,‏ 

4 بٿن ان *۷ فضاء جزئي قي ۷ 
# من الواضح أن ٣‏ ۵0" لنقترض ان +6۷۷ ۷ت إذن, من أجل أي 5 © رھ أي لا © #۷ يكون لدينا 
0ع مط + ممع (سرراط + (ورناه ع ( ۷ تا + ۵ھ). وبذلك. +18 © + له وبالتالي, یکون ۷۷ فضاء جزئیاً في ۷ 





-7 لیکن نا متجھاً غیر - صفري في 47 أعط وصقاً هندسياً ل *ناء 
8 إن الفضاء الجزثي *نا هى المستوى في ۸ الذي يمر بنقطة الأصل 0. ويكون عمودياً على المتجه ناء کما هو موضح 
بالشكل 4-14. 2 


شكل 4-14 





108.14 


109.14 


110.14 


111,14 


112.14 


113.14 
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لیکن (4-,1,3) > ن. أوجد قاعدة من أجل *نا. 


لاحظ أن “نا تتكون من كل المتجهسات (#رلا,<) التي تحقق 0= ))x,¥,2(,)1,3.,-4((‏ إو 42=0- x +3y‏ 
المتفيران الحرّان هما لا وى 2 نضع 1- 2خ لا. 2-0 فتحصل على الجل (1.0- ,3 w=‏ ونضع 0 سے پچ 1ے 
فنحصل على الحل (4,0,1) = ر«. المتجهان ,۷ ى ر« يشكلان قاعدة للفضاء الحلّي للمعادلة, وبالتالي قاعدة من أجل “لد 


لنفترض أن ۷ يتكون من المتجهين (1.2-,1,2,3) = ا و (1-,-,24,7) =۷ في 8 أوجد قاعدة للمتممة المتعامدة 18/4 
WA‏ 


8 نبحث عن كل المتجھات ۷,2,580,م) > التي تحقق 


(wu) = x +2y +32— +ى‎ 20 
{(w, u) برج ع‎ + 4y +72 +28 — =0 


نحذف × من المعادلة الثانية. نجد المنظومة المكافئة 


x+2y+3z2— s+2=0 
2+ 49-5 0 


المتغيرات الحرّة هي لا ١۶‏ ]. نضع سے بر 9 : 10 فتحصل على الحل (1,0,0,0-,2) = ۷ ونضع ۶۲۰٢‏ 
1و ٢٣۶٥‏ فنحصل علی الحل (4,1,0-,13,0) = ر«. ونضع 0ے و 8-0 ١1‏ فتحصل علی الحل 
(17,0,5,0,1-) > ي۷٠‏ _تشکل المتجمات (۷ٍ۷,,۷) قاعدة للفضاء الحلّي للمعادلة, وبالتالي قاعدة من أجل “۷. 


لیکن (2,5-,0,1) - نا في *2. أوجد قاعدة للمتممة المتعامدة ٣“‏ ل نا 
# نبحث عن كل المتجهات (0,,لا,*) في 24 بحيث 

0= ))5 ,2= ,0,1( ,5 ,2 ۸ر 5)) آو 5=0 + 22— Ox +y‏ 
المتغيرات الحرة هي 2). نضع =× 0-0 1-0 فتحصل على الل (1,0,00)= ر۷ نضع 0= [=2 ہے 
فتحصل على الحل (0,2,1,0) >< ر«. نضع 0-», 2-0, 101 فتحصل على الحل (5,0,1-,0) = ۷«. المتجهات ,سر 
ر۷ ۷ شكل قاعدة للفضاء الحلّي للمعادلة. وبالتالي قاعدة من أجل “ن. 
لتكن منظومة المعادلات الخْطية المتجانسة فوق ۸: 


0 بے ٠+‏ 
0ھ + 


+ ووه + ay‏ 
` + ررر ٣‏ لر 






0 کے ۳ ٠‏ یں + کے 


أو في شكل مصفوفي. 0= ×۸. تذكر أنه يمكن النظر إلیٴ الفضاء الحليّ ۷ على أله نواة التطبيق الخْطّي ۸. اعط تفسیراً 
آخر لہ ۷۷ مستخدماً مفھوم التعامد 

8 اكل متجهب حل ابرا ر×) = ۷ يكون متعامداً مع كل صف في 8. وبذلك. يكون 77 المتممة المتعامدة للفضاء 
الصفي 1ہ ۸ 

بین ان ۷ے ۶ 

8 کل ۲۷ متعامد مع 0: وبالتالي, 0+۷۔ 

te و‎ 

٭ بماآن 0 <(0:0:. من أجل كل 6۷ ۷ فإن 0۷ إذا 0غ دنه إذنء 0ے (صہ)؛ وبائتالي ۷۳ € ن 
يعني هذا أن ۷۴-٢‏ 


2 تا فضاءات الجداء الداخليء التعامد 


1144 لنفترض ان ,لاع ,ا بِيّن أن 217/4 5لا 
8 لیکن 3784© «. إذن 0- (لا,«), من أجل كل ر6۷ ۷ بما أن ر۷٤‏ ,۷ إذن 0< (۷,۷) من أجل كل 
sw EW aig <. EW,‏ وهذا يقود إلى +18 2 4/لا. 

4 بین ان .W* = span )W(*‏ 
گا بمائن (۳۷)صەمت ٤‏ /۷۷, يكون لدينا  178/+‏ *(/0007م5. لنفترض أن *۷ 6ن أن (5000)10 © ۷. إذن. توجد 
الام ۷ا۷ في ۷ بحیٹ أن 4+8 رة + ,4۷ = ۷. إذن» وبساستخدام +69۷“ یکسون لسدینسا 
a + aw +... aw = a. Û + a0 +... a0 = 0‏ = | خط aw, + AW‏ = ا  .‏ اي أن 

.u € 7+‏ ينت من ذلك أن *(۷) ھم © “۷. الاحتواءان یقودان إئی ‏ +(008دمه - 4ل 


4 بين ان .W € W^*^*‏ 
#۴ لیکن 3790© «. إذن. 0ے (8۷۷) من أجل كل 6۷۷ ۷: وبالتالي» W۷‏ € *«. | ينتج عن ذلك أن 844 > ۷۔ 
4 نفترض ان ۷ فضاء جزئي في فضاء منته - البعد ۷. بين أن Waw‏ 
8 نصسرفہ سسن مب رھد 4 11.14, لن 6۷۷۶ ۹۷ء ۷, ون ++ج @ ۷-۷ وبسالتالي 
dim W = dim V ~ dim (۷<‏ وكذلك ۷۷٣‏ جزل - ۷۷ جوزل ے ++ 0۷۷۷ا يقود هذا إلى dim W = dim W**‏ ولکن 
“۷۳ € ۷ بسبب ما سبق إذن, WN“‏ = ۷ کا مطلوب 


4 المجموعات والقواعد المتعامدة 


سوف نستخدم في هذا القسم التعريفات التالية: 

تعريفات: لتكن مجموعة متجهات (يلا.....رلاء,0) - 8 في فضاء داخلي ؟. نقول عن 5 أنها «متعامدة» إذا كانت كل متجهاتها 
غير صغرية؛ وكانت هذه المتجهات متعامدة ثناتياً؛ في إذا #0 اننا ولكن 0 أرناررنة من أجل زغل 
ونقول عنها أنها «ناظمية ‏ التعامد» إذا كانت 58 متعامدة وإذا كان طول كل وأحدٍ من متجهاتها يساوي الوحدة آي 


بتعبير آخرء إذا 








زد + 00 
رة إذا (uw) =8, = [û‏ 


آتا «العُنَاظَمةُ فتشير إلى أسلوب قسمة كل متجه في مجموعة متعامدة 5, على طوله, تول 5 إلى سجموعة 
ناظمية التعامد. إن قاعدة متعامدة (ناظمية ‏ التعامد) هي قاعدة 8 تكون أيضاً متعامدة (ناظمية ‏ التعامد). 





4 بین آن مجموعة المتجھات 8 التالية في “8 تكون متعامدة: ((2,1,1-,3) < ۷ ,(2-,3,4,1) <۷ ,(3,4-,1,2) > ن) > 5 
(u, 0) =3+8-3-8=0 8‏ 
(u, w) =3-4-3+4=0‏ 
(v, w) =9-8+1-2=0‏ 
كل زوج متجهات متعامدان وبالتالي» تكون 5 متعامدة. 
4 نالم المجموعة المتعامدة 8, في المسالة 118.14ء لتحصل على مجموعة ناظمية . التعامد. 
# نقسسم كل متجه في 58 علسى طوله. نوجد أولاً 30= 1+4+9+16 = «lvl = 9+16+1+4 = 30 «lu‏ 
15 > 1+1 +4+و - لاسا . إذن (4/0/30 ,6/30 3- ,2/30 ,1//30) دق ٠»‏ 
(2/30- 1/30 ,4/30 ,8/30 3) - ن» (13/ 2//30,1/13,1- ,3//13) - هر تشكل مجموعة المتجهات ناظمية - 
التعامد المطلوبة. 
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4 لتكن القاعدة المعتادة في الفضاء الإقليدي الثلاثي 22 ((0,0,1) > يه .(0,1,0) > يه.(1.0,0) > ب) > 5 هل 13 ناظمية 
التعامد؟ 


ھا لدينا 0 ايعيعاء 50 رعا و 0= اپا . وہذلك, تكون 8 متعامدة. كما أن 1( > لرعره). +١‏ ليفي». 
إذنء تكون 5 قاعدة ناظمية التعامد ل 187 





1“ ل(یعمها. | 
ملاحظة: النتيجة السابقة صحيحة عموماً؛ أي أن القاعدة المعتادة في "2 تكون ناظمية التعامد من أجل كل 8 
121.14 ليكن / الفضاء المتجهي للدوال الحقيقية المستمرة على الفترة 7 >1 »> 7#-, بجداءٍ داخلي معدّف بواسطة 


به 0 أ “ (ع ۶). مجمسوعة السدوال 8 التسافية تلعب دوراً السساسيا في نظسريسة متساسسلات فسوريد 


(...2 جمعيا2 ملكا قمعا ستكرل ) 8. هل 5 متعامدة؟ هل 5 ناظمیة التمامد؟ 
# 8 متعامدة. لان ۵-0 70800 . من اجل اي دالتین 65 58. من جهة أخرى, ؟ ليست ناظمية التعامد. لان 


5 (eos f, cos) = cos? tat = > لدينا مثلاً‎ 


4 بين أن مجموعة متجهات متعامدة 8 تکون مستقلة خطیاً 
8 لنفترض أن <a)‏ 0{ = 8 وان 


0 all, + al, + °° au, =0 


ناخذ الجداء الداخلي (Ad‏ مع رتا فنحصل علی 
لا u) = (aj, + alla FF a, UD = a(t, HD 1 a (ua) +° ¥ a, (tk,‏ ,0( =0 
a, O = a (ti, }‏ + °+ 0 ہہ + رم مہ 
ہما أن 8 متعامدة. إذن 0 - (رت ,,) ؛ وبالتالي 0 = ,ه. نآخذہ بالمثل, الجداء الداخلي ل (1) مع ,ا من أجل .2 > ار 
(Ou, } = (at, FF a, B,D = a, (Bj, UD + °° ¥ au, k,) +° € aft, 4) = a(t, 4)‏ =0 
ولكن #0 ,دالا » إذن 0= و وبذلك. تكون ؟ مستقلة خطياً 
المسائل 127.14-123.14 تتعلق ہمجموعة المتجھات 8 التالية في *۸: 
((2.1-,3) < بط ,(4-,2.1) ھ ہد ,(2,1ا)< ہہ) 





4 بین آن 8 متعامدۃ 

8 0= 4¬ 2+ 2= رس 120+ 33-4 رال 0= 6-2-4 ولارن وبذكہ تکون 58 متعامدۃ 
4 هل 5 قاعدة ئ 48 

# بما آن 8 متعامدة فھي مستقلة خطیاً. ونحن نعرف أن أي ثلاثة متجهات مستقلة خطياً تشكل قاعدة من أجل ^8 
4 أكتب (4,1,18) - ٠‏ كتركيبة خطية في رلا پلاہ ہنا 

8# نضع ۷ في شكل تركيبة خطية باستخدام المجاهيل ×> ل , كما يلي: 


G4) (4,1,18) = x(1,2,1) + y(2,1.~4) + (3,2,1) 
طريقة 1: نفك (1) فنحصل على المنظومة‎ 
x¬ 4y +z = 18 و - پر لچ‎ >۱ x +2y +32 =4 


نحل المنظومة فتحصل على x4‏ 3تل 2-2 وبذلك رن + يلقح 4u,‏ = ۷ 





٥ 4‏ فضاءات الجداء الداخليء» التعامد 


126.14 


127,14 


128.14 


129,14 


طريقة 2: [تستخدم هذه الطريقة حقيقة أن متجهات القاعدة متعامدة» ويكون الحساب أبسط كثيراً]. نأخذ الجداء الداخلي ل (1) 
مع إلا فنحصل على (1,2,1(.)1,2,1)» > (4,1,18(.01,2,1) أو 6# 24 لو 4 -*. [الحدّان الأخيران يتلاشيان لان را 
متعامد مع را و رد]. نأخذ الجداء الداخلي ل )١(‏ مع ره فتحصل على (4-,4(2,1-,2,1)يز = (4-,4,1,18(.2,1) أو 
وروے 3یہ إو 3سدلء ثم ثأخذ الجداء الداخلي لہ۔(ا) مع يا فتحصل على 

(2,1-,3). (2,1-,2)3 ع (2,1-,4,1,18(.)3) او 142 = 28 إو 2=2. ونا ,20 + ,30 - ,ں4 ۷۔ 





أكتب (3,4,5) = ۷ كتركيبة خطية في ,له پل پلا۔ 
8 نكوّن أولاً المعادلة 

(21-,3)ع + (4-,2,1) ×× + (1,2,1)×دے (3,4,5) )1) 
ثم ناخذ الجداء الداخلي ل (1) مع ,نا فتحصل على (2,1(.)1,2,1,[)» > (3,4,5(.)1,2,1) أي 16-60 أو 8/3 يي 
وتأخذ الجداء الداخلي ل (1) بالفسبة ل را فنحصل على (4-,4(.)2,1-,2,1)يز > (4-,3,4,5(.)2,1) فى ل10=21- أو 


1 - ع ل. وناخذ الجداء الداخلي ل (1) مع ينا فتحصل على (2,1-,2,1(.)3-,2)3 > (2,1-,3,4,5(.)3) لو 142 - 6 
لى 3/7 × تہ ويذلك ين 3/7 + رن 10/21 - بن 8/3 ع وى 





نَاظِمْ 5 لنحصل على قاعدة ناظمية .التعامد ل 80 

lul? = 9+4+1 = 14 full = 4+1+16 = 21 lu, f? = 144+1 =6 8 

وبذلك. تشکل (6 1/۸۷ ,2/۸۷6 ,1۸۷8) *- ,۸ء (4۸۷77- ,2۸۷77,1۸۷71) ٭ فء (11/14 ,8/13 2- ,3/0/134) - ھ۵ القاعدة 
ناظمة ‏ التعامد المنشودة. 

مبرهنة 2.14: لنفترض أن (رلاء....رلاء,نا) قاعدة متعامدة ل لا. إذن» يكون لدينا من أجل کل ۲۴۷ 


(u, 4) 
um كل‎ 


(9, #2) 
o uu) 





أثبت مبرهنة 2.14. 
2 لنفترض ان لق 5+..+ وتار + = ۷. نسأخسذ الجداء الداخلي للطرفين مع إلاء فتحصل عل 
Fa. Fk lau = Kk (a) + ky‏ ار فا با + (vu = (ku, + kuy tac tkyu u} = kup)‏ 


لارا K0 = k‏ +...+ 0. وبذلك ادر تال در۷) = ۸ بالمثل. ومن أجل 





يبظ حل .كيف . أن 

. (vu ia (kyu, + رقارط‎ f... ky, = ku u, kyu) +... tk fu} = kO +... tk uu) +... Fk, = ku, 
إئن ل0 ار۷) = ,. نعوض من أجل , في المعادلة ,لا +...+ نار ع ده فنتحصل على النتيجة المنشودة.‎ 
ملاحظة: يعرف السلّمي أعلاه‎ 





_ (4) _ u) 
° CD all 
بمرکیة ۷ علی طول بنا آو معامل فوربیه لد ۷ بالنسبة ل د‎ 








المسائل 132.14-129.14 تتعلق بمجموعة المتجهات التالية 5 في 84 ,(1,2,1,3)” ينا ,(1-,1,1,0)ع بن) ع 8 
((13,1,3-,16) ع ين ,(9,2-,1,1) = 


u 





ابِدّن أن 5 متعامدة. 
ھچ 1+2+0-3=0= uu‏ 1+1+0-2-0س يعارن 0-3-0 16-13 سيره 
u, u4 =16-13-9+6 =0 uu, =16-26+1 +9 =0 uu, *1+2--9+6=0‏ 


وبذلكء تکون 8 متعامدۃ 
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4 هل $ قاعدة ل ٩8“‏ 
نحم فبما أن 5 متعامدة فهي مستقلة خطياًء واي أربعة متجهات مستقلة خطياً تشكل قاعدة من أجل 84 
4 أوجد إحدائيات متجه إختياري (6,0,0.ه) > ١‏ في “2 بالنسبة للقاعدة 8. 
018 فبما أن 5 متعامدة, فإننا نحتاج فقط لإيجاد معاملات فوربيه ل ۷ بالنسبة لمتجهات القاعدة, كما في مبرهنة 2.14. وبذلك. 
فإن 
إن 


(u, „+b -d 

















5 e, 3 

18 (uu) 6ء +28 + ےی‎ 
2 asta) 15 

,۶ے لاک ےم 
(tart) 87‏ 3 

= {u u) _ 164~ 13b +c +34 
ND 435 


هي إحداثيات ۷ بالنسبة للقامدة $ 
4 ناظم 8 للحصول علی قاعدة ناظمية ‏ التعامد ل 84. 

8 لینا 3= 04ء 15 = ٠ lul”‏ 87> *ارااء و 435 > صا . وبذلك. تکون 

« û, = (1V, UVF, “9V 2V) rû, = (VT, 2N, 1V, 3V) û, = (13,1۷3, 0, ~11۷3) 

(435 31 ,13/۸/435.,1/۷435- ,435 16/۸۷) = نه القاعدة ناظمية ‏ التعامد المطلوبة. 
4 ليكن (1,1,1,1) > نا متجهاً في “۸. أوجد قاعدة متعامدة ل ناد 

8 لاحظ أن “0 هو الفضاء الحلّي المعادلة الخطیة 

x+y+z+t=0‏ تق 


نوجد حلا غير صفري ۷ ل (1) لیکن (1-,0,0,1) - 


نريد أن يكون متجه القاعدة الثاني ۷ حلاً ل (1) ومتعامداً مع ,۷. 
أي أن يكون حلاً للمنظومة 





0 و ط× a-t=0‏ )0 


نوجد حلا غير صفري ل (2), لیکن (1-,1-,0,2) 
مع ,۷ و ر۷ أي أن يكون حلا للمنظومة 


(3) ج-٥0‎ 2y ~2 ~( =0 x+ytz+tt=O0 


نريد أن يكون المتجه الثالث في القاعدة حلاً ل (1). ومتعامداً أيضاً 





نوجد حلاً غير - صفري ل (3), لیکن (1.1,1,1-) = ۷ إذن. تکؤن _(و۷پس۷) قاعدة متمامدة ل نر 


وو 

[ملاحظة: نلاحظ اننا نختار الحثين المتوسطین ں٢‏ و ر١‏ بحيث أن كل منظومة جديدة في شكل درجي. وهذا يبشط العملية 

الحسابية]. 

4 أوجد قاعدة ناظمية . التعامد للمتممة المتعامدة “» للمتجه u> (HD‏ في 84 

8 نناظم القاعدة المتعامدة ل “نا التي تحصلنا عليها أعلاه 

lvl =0+0+1+1 =2‏ 6ع اج اجهجو ع ايحا 2ع اجاج اجو د luy?‏ 
وبذلكء تکون المجموعة التالیة قاعدة ناظمية ‏ التعامد ل “0 
u, =(~3 VT, HVT, UVF, 1V3) u, = (0, 2V6, ~1VB, ~11۷6) u, = (0,0, 1V7, 1V2)‏ 


٦٢ 6‏ فضاءات الجداء انداخلیء التعامد 


4 لیکن (1,2.3) - ٠‏ متجهان الفضاء الإقليدي 87. أوجد قاعدة متعامدة ل “۷۔ 
8 نوجد حلاً غير - صفري للمنظومة 5+29+32-0, ليكن (1-,1,1) نوجد الآن حلاً غير صفري للمنظومة 
32-0 + 29 +«, 2-0-لز+». فنحصل على (,4-,5) > بي۷. [او یمکن, بشکل بدیل, الحصول علی یہ بأخذ الجداء 
التقاطعي ۷×۷]. إذن: تكون (ي۷,.۷) قاعدة متعامدة من اجل ٭۷۔ 





4 اوجد قاعدة ناظمیة ۔ التعامد من آجل “۷ حیث (1,2,3) ٭ ۷۔ 
8 نناظم القاعدة المتعامدة المتحصل عليها أملاه: 3- 1+1+1 - 1۷,12 , 42= 25+16+1 = ”ار۷اا. إذن تشكل 
(1۸۷3- ,1۸۷۹,1۷) - رظ و 3,15 4- ,7 5) = رد قاعدة ناظمية التعامد ل ۷٣۶‏ 
مبرهنة 3.14 (المبرهنة الفيفضاغسورية المعمّمة): لتكسن (إنا....رلارنا) مجصوعة متجهات متعصامسدة. إذن؛ 
داه ...م Nu?‏ + ر8×( < ڈلا+...+ ہل + Ju,‏ 
4 اثبت مبرهنة 3.14. 
8 لينا ,#4( 2 + )4( ا ر + e‏ = ل ولا + ار پل + ر = لے ر + پا 


المبرهنة تنتج من حقيقة أن 1٥ا‏ < ارتا و 0= راردا من أجل ز# اء 
4 حقسق المبسرهنة الفيشاغسورية من أجل المجمسوعة المتعامدة التساليسة فسي “۴ [انظسر المسالة 118.14]: 
((211-,3)ك ,)1,2 ,3,4( = ,)1,2,34( = {u‏ 
8 لينا (1,3-,7,4) = W۷‏ + ب + سن الى 75ح 9+ | + 16 + 49 - 2س + ++ لال|. نجدء من المسالة 119.14. أن 
موے تو 30ے vl‏ ى 15ح wl‏ ك vf? + Nw? = 30 + 30 + 15 = 75 = u +v + wl?‏ + الها . 
المسائل 143.14-139.14 تتعلق بالفضاء المتجهي ۸= ۷ بالجداء الداخلي المعرّف كما يلي [أنظر المسالة 18.14]: 





ھ۴ ر لار× ¬ رلار× = × = ہلا , حیٹ ليكربع) كلاد ليلا = ۷ 
4 هل ((1.0(,)0,1)) = 8 قاعدة ل او 

# نعم, فإن مسالة قاعدة ل ۷ لا تتأثر بالجداء الداخلي في ۷۔ 
4 هل 1 قاعدة متعامدة أو ناظمية ‏ التعامد ل ۷؟ 

8 1 - سن + و +1 -0- ((1,0(,)0,1)) 


إذن» ۴ ليست قاعدة متعامدة ل ۷, وبالتالي فھي لیست قاعدة ناظمیة التعامد لھڈا الفضاء. 
4 اوجد قاعدة متعامدة 8 ل ۷ تتضمن المتجه (1,2) = لاء 

اھ ہما ان 2= ۷ صنل فإننا نحتاج فقط لمتجه غير صفري آخر (لا,«) ت رلا بحيث أن 0= رار د) . لدينا إذن 

0 برو + ع درن + 32 - رس ×= ((ر»),(1,2)). ويكون 5=» 1=ل حلا غير صفري لهذه المعادلة. وبذلك, 

تكون ((5,1) > رلا,(1,2) > ,0) > 5 قاعدة متعامدة ل 7. 
4 أوجد قاعدة ناظمية التعامد ل ۷۔ 

ا نناظم القاعدة المتعامدة أعلاه. 

lul? =1-2 ~2 +12 =9‏ 18 » 3+ 5- 5- 25 > ثأيدا 
وبذلك. (1/3,2/3)= ,4 و (1/⁄18 ,5//18) = ب4 يشكلان قاعدة ناظمية ‏ التعامد ل لا. 


4 حتقق المبرهنة الفيثاغورية من أجل ,لا و رلا 


8 لدينا (ق,6) - (5,1) + (1,2) > يلا+ بد الى 27 27+ 18 - 18 - 36 > ((6,3(,)6,3) > “لين + ,دا . إذن 
ولا ظا و جا 
lul? + ful =9 + 18 = 27 = fe, + u,‏ 


357 ٥ 14 الفصل‎ 


4 بين أنه إذا كانت (إلاء....را411 متعامدة, فإن (لله....ررلارظرل«4 من أجل أي إختيار للسلّميات غير الصفرية 
پق سر2 في R‏ 


ا يمسا أن 60 إن و #0 ,4 فيكون لدينسا #0 ,اج اا اشا چ جت i#i‏ وت إذن 
رات . وبالتالي: نکر (,1)8/0 متعامدة 
المسائل 148.14-145.14 تنعلق بقاعدة ناظمية ‏ التعامد (.©....,رع) > 85 لفضاء جداء داخلي ۷ 


0 ع 0. موه الارسا مج د زر 
3 و وو 


4 بین آنه یکون لدینا ,۵,۵,8 +...+ راردا + ,ا ,,د) = نا من أجل أي ۷٤‏ ۵ [قارن بالمبرهنة 2.14]. 


88 لنفترض أن ے یکا +۰٠۰٠۶‏ رعيلا + رركا > ناد تاخ الجسداء الدا بلسسي ل لا مسسع ,©, قفتجمسسل عل 
پک ھ0ا +...+ 0+ 11[ ھ لھا ہا +...+ لٹ یداہ + e = ke, + Key e kee, = keye}‏ . پالم 
ومن أجل 2,....8 >1 يكون لدينا 


3 ایی رق - بعرلا‎ ke, HF رآ6‎ = Kk, tee; ا+...+‎ 667 BaF kK, e8 = kO Fok ہا‎ tock k0 ت‎ Kk, 
نا فنحصل على النتيجة المنشودة.‎ = K۴, +...+ ©, نعوض ب آ08 من أجل , في المعادلة‎ 
. 4,8, +... ae be, +... bye) = a,b, F ab, +... a,b, بين أن‎ 4 
الدينا‎ 8 
(2 6۴ رھ‎ 9 = S3 able, e, = D abe, e,) + Zarb, (e, ej} 
ir اع‎ 1701 fa ij 


ولکن 0 = tee!‏ من أجل ز#ا و 1 = ee‏ من اجل زع ه 





إذن» نحصل وكما فو مطلوب على 


(Ê ae, Ê be) = ab, = ab, + ab + + a,b, 


147.4 بین آن 1,۵۷۵ ٣...۴‏ لر ع ,)ام ,ن) = (تا من ال آي لا رن 





® نجد, من المسالة 145.14 أن اعرا .+ (vee = (ae e,‏ حيط (vee,‏ = 
54" پیکون لدینا (يع,لال يعن ...ل (u,y) = (u,e, J(v,e,) + (ue, v,e|‏ 


اقق: َال سال 


4 لنفترض أن ۷+۷ :7 تطبيق خطي, ولبکن ۸ النمثیل المصفوفي ل 7 في القاعدة المعطاة (8). بين أن (»,(1)6) 
في في 0 00 
قلخل زه 


# لديناء من المسالة 145.14, أن 


Te) = (Te), ee + (Te), ee +° + (Te; Ds een 
Tle) = (Ter), e1 Je, + (Te), 21ھ‎ 22۰۰۰ (Tea) €, Je, 


Te) (Ke). e Je, 4 (Re, eae, ++ (Tey), e, Je, 









إن المصفوفة ۸ التي تمثل 7 في القاعدة (,©) هي منقولة مصفوفة المعاملات اعلاه؛ وبالتاليء فإن (1)6(,6) هو المدخل 
زز ل ۸۔ 


المسائل 154.14-149.14 تتعلق بالفضساء المتجهي للمصفوفات 2*2 الحقيقية, بجداءٍ داخلي معرّف بواسطة 
{A,B! = tr(BTA)‏ 


4 بین ان القاعدة المعتادة التالية 8 لہ ۷ متعامدة 


|0 0-2-0 1( 0 عه )عماده 





8 تا فضاءات الجداء الداخلي, التعامد 


© ب نہ ۷ء۔زق )0 e we)‏ سیه یسید 
WE = E E) -۵‏ من أجل ز# ¡. وبذلك. تکرن 8 متعامدة. 


4 بين أن 5 تكون في الحقيقة ناظمية - الت 


س ینا 1-1 +8 -(؟ 00 و .)اہ - ريط تاه = (Ey. E)‏ 


۰ ناک‎ 1 0 1 
ولديناء 90 ٭"ھئ‎ . e, E) = EE =| 0¢ |= 0)=1+0=1 


وبذلك, تكوؤن 8 ناظمية ‏ التعامد. 
4 لیکن ۷ الفضاء الجزئي في ۷ المتکون من المصذرفات القطرية. أوجد قاعدة متعامدة ل “۷ (المتممة المتعامدة د ۷). 


8 یتولّد ۷۷ بواسطة المصغوفتین E‏ اد( ڈ8 هما جزئین من القاعدة المعتادة 5 أعلاه. وبذلكء تشكل المصفرفتان 


المتبقيتان ( ل ۳ د () ؟)في 5 قاعدة متعامدة من أجل *۷. 





4 اوجد قاعدة ناظمية ‏ التعامد ل “للا. 
2 01 : 5 
ہما ان( اد 5 و هما فعلا متجھا وحدقہ فإنھما پشکلان قاعدة ناظمية ‏ التعامد ل +/8. 
4 لیکن ا الفضاء الجزئي في 8 المكوّن من المصفوفات المتناظرة. أوجد قاعدة متعامدة من اجل ٭0ا۔ 


# بتولّد لا بواسطة المصفوفات (ي 30 اھ( )= © . وتتكون لا من كل المصفوفات (7 0 
المتعامدة مع ۸ء 8 ©. إذن 


0=«=)$ =| )0 )هس مم 
=| :)م )سرمي 
E |=? ==‏ ()ہف-ہس 


يكون للمنظومة x=0‏ 20+ ل 0( متغير حر واحد هو 2. إذنء تكون 0=»× 21 ل, 1- -2, 0 قاعدة 


للفضاء الحلّي للمنظومة.ينتج عن ذلك أن (يّْ 9 ) = 1 تشكل قاعدة من أجل *00؛ وهي» على الخصوصء قاعدة متعامدة له لا. 


0 


0 


1 
جرد لو 


3 


4 أوجد قاعدة ناظمية التعامد ل “11 
8# نناظم 3۷ فن u if 8 VAY ahi =1+i=2‏ ا 
اظم 3/4 فنحصل على 1 = M.M)‏ ان ( 7 كي تا تشكل القاعدة المنشودة. 
4 المصفوفات المتعامدة 
تذكر [القسم 13.4] أن مصفوفة حقيقية 8 تكون متعامدة إذا كانت 8 عكوسة وإذا ۶= "۴ أي إذا 1= 78م = امم 
يواصل هذا القسم البحث في هذه المصفرفات. بالإضافة إلى ذلك, وبما أن متجهاتنا في "8 يمكن أن تضرب في مصفوفات, 


فإننا نفترض أن مثل هذه المتجهات عمودية. إلا إذا ذكر إى فهم غير ذلك. وبذلكء یکون لدينا من أجل متجهين "8 € لارله 
۷ ٭  )0,۷(‏ بالنسبة للجداء الداخلي المعتاد على "8. 


ميرهنة 4 لتكن 7 مصفوفة حقيقية مربعة -8 إذن, الخواص الثلاث التالية منكافئة 


الفصل 14 تا 359 
٢ )0(‏ منعامدق لی ۴= "۲ 
() تشكل صفوف 7 مجموعة من المتجهات ناظمبة ‏ التعامد 
(4031 تشكل أعمدة 2 مجموعة من المتجهان ناظمية ‏ التعامد 
4 ناقش صلاحية مبرهنة 4.14 [أنظر مبرهنة 9.4] 


© الاتكرن هذه المبرهنة [والتي يتم إثباتها في المسألتين 236.4-235.4]. صحيحة إلا بالنسبة للجداء الداخلي المعناد على 
"5. فهي لا تكون صحيحة من أجل أي .جداء داخلي آخر على *8. 
فق سفت 0صض ‏ ا جا فو 
4 بين أن 5 ةا متعامدة من أجل أي عدد حقيقي © 
ٹا لدينا 0 8 5م 8 «زه - © @,--sin 0).(sin §,cos 0) = sin 0 cos‏ 8) وبذلك تكون الصفوف متعامدة؛ كما أن 
sin” 0 + cos 4 =1 < ll(cos 0,~sin 0)ll? = cos*@ + sin = 1‏ = 7( 0.0 )ا وبذلك تكون الصفوف متجهات 
وحدة۔ إذن, المصفوفة متعامدة 
ملاحظة: لدينا. في الحقيقة؛ النتيجة الاقوى التالية, والتي سوف نبرهنها في المسالتين 242.14-241.14: 
مبرهنة 5.14: تكرن كل مصفوفة متعامدة 2×2 في الشكل 


( cos@ sin ( 


4 sin 0 
~sin @ 0 


1 
sin @ —cos @ 7 


من أجل عدد حقيقي مناسب 8 
4 اوجد مصفوفة متعامدۃ ٣‏ یکون صفھا الأول (1۸/10,3/۷16) 
8 نجدء من مبرهنة 5.14 أن 


(8 E) 3 )دم‎ 1180 0) 
3V “Vî 3V1 ۵ 


4 أوجد مصفوفة منعامدة ۲ بكون صفها الأول (1/3,2/3.2/3) * رناء 
8 تلود ول مہا غير صفري (1,2.*) > ري يكون متمامداً مع ,ا أو ۔ بشکسل بسدیسل ۔ متعساصداً مسع 
(2,2,ا) ى30 ×ىى ۷ يكون لدينا 
tw} = (2Y, = 0‏ أى 0م + روجع 
وأحد حلولها (1-,0,1) = ر۷. نوجد بعدئذ متجهاً غير صفري (۸2) = ,۷ یکون متعامداً مع ,۷ و ر۷ معاً. يكون لدينا 
ww = (12,2) y2) = + 2y + 22 = 0‏ 
(ww) = (0,1, .(xy,2) #y ~2 =0‏ 
فنجد الحل (1-,1-.4) = س. نناظم ر ,۷ فنحصل على 
u, = )0,1۸2, -1۸۷2(‏ ود u, = (A/V, ~1/VT8, - 1T)‏ 








4 2 2 
( 0 1N2 - 1 
413۷7 -13۷ --7 


نؤكد على أن المصفوفة 7 أعلاه ليست وحيدة 


0 تا فضاءات الجداء الداخليء التعامد 


159,14 


160.14 


161.14 


162.14 


163.14 


164.14 


165.14 


1 1 1 
المسائل 164.14-159.14 تتعلق بالمصفوفة 1 3 ادف 
2 7-5 


هل صفوف ۸ متعامدة؟ 
اھ نعم لأن 
4-0 3+ 1ے (1,3,4)۔(1-,1,1) 
0ع 2 - 5 - 7 = )1).(7,~5,2-,1,1( 
0ع 8+ 7-15 - (5,2-,7)۔(1,3,4). 


هل 4 مصفوفة متعامدة؟ 

## لان صفوف ۸ لیست متجهات رحدة؛ مثلاً. 3- 1+ 1+ 1 »ع 1(2-,1,1). 

هل أعمدة 48 متعامدة؟ 

© لاء مثلا 20 31-ه 35 - 3+ ڑے (5-,1,3)۔(1,1,7)۔ 

لتكن 8 المصفوفة التى يتحصرل عليها بمناظمة كل صف في 4. 

أوجد 8. 

ا لدينا 123+ 1+1 ٭ 1(12-,1,1)ا ,. 26 ع 16 + 1+9 1)1,3,4(12 8ے 4+ 25 + 49ے 52(2-,0)] ۔ 


وبذلك 


1/26 3۸۷26 6 


( 1V3 1V3 “1V3 ) 
B= 
71(6723) ~5/(6V2) 2/(6V3) 


هل 8 مصفوفة متعامدة؟ 

# نعم لان صفوف 8 لا زالت متعامدة كما أنّها الآن متجهات وحدة. 

هل أعمدة 1 متعامدة؟ 

ال نعم, لأن صفوف 1 تشكل مجموعة متجهات ناظمية ‏ التعامد. إذن» وبواسطة مبرهنة 4.14 تكون أعمدة 8 آلياً مجموعة 
ناظمية - التعامد. 

أوجد مصفوفة متناظرة متعامدة ۴ يكون صفها الأول (1/3,2/3,2/3). [قارن بالمسألة 158.14]. 


ہما ان ٣‏ متناظرة فيجب آن يكون في الشكل 


بما أن الصفين الأول والثاني متعامدان, فإننا نحصل على 0= 2/3 + × 2/3 + 2/9 أى 3928-0 + 38 + 1. بما أن الصف 
الشانى متجه وحدة فإنتا تحصل على 1= ر + × + 4/9 أو 5ت ثير9+ :92 نعوّض ب 3×(/3 + 1)- = لر في 
5 = رو + 92 فنحصل على 2=0- ×3 + ”×9 إو 0= (2+ ×1()3 - ٭3). توجد حالتان: 

حالة (: 15 = × إذن 2/3- -ل. بما أن الصفين الأول والثائث متعامدان نحصل على 0= 2/32 +2/9-4/9 أن 


1/3 ده إذن 3 
1 
1 


بی ہر یہ 
ہس یہ ہم 


- 
0 
سے 
1 


4 أثبت 


الفصل 14 0 361 


حالة (فق: 2/3- x=‏ إذن. 1/3-لا. بما أن الصفين الأول والثالث متعامدان. نحصل على 0= 2/32 + 2/9 + 2/9 إو 
3 - ع إذن, 


1 
اس سرب د 


- 
۷ 
ججحب 





 )1(‏ متعامدة إذا وفقط إذا ”5 متعامدة. 

(ب) إذا 8 متعامدة, إذن '-8 متعامدة 

(ج) إذا 2 متعامدة, إذن 50 متعامدة. 

(د) إذا ۴ متعامدة إذن != (۶)اءل إى 1- - (م)زعل. 

© () لدينا ۶ آرآی, إذن ۶ متعامدة إذا وفقط إذا 1= ۲۴ إذا رفقط إذا 1= "۲"۴ إذا وفقط إذا 87 متعامدة. 
[نلاحظ هنا أن المصطلح الإنكليزي 115 يعني ؟1 لزاده 808 17/ إذا وفقط إذا وليس له مقابل بالعربية حتى الآن] 

(ب) لدينا ۲= "۲ لآن ۲ متعامدة. وبذلك. وبسبب (). تكون "۲ متعامدة. 


,PQ)" = (PQ) by (PQPQ)T = PQQ'P" = PQQ7'P”' =1 و!آچن۔ 7ھ إنن‎ ٣-۶۶ ج) سینا‎ 
(ج) لدي‎ 

وهذا يعني أن ۲Q‏ متعامدة 

(د) لدينا 1= "۴۶ باستخدام ۱۳۲۱ - )۱۳ء نجد أن !”طاح إطل. ?|| = [PP] = [PIP‏ = |1 = 1 
۱1 1~ 


إذن: 


167.14 لیکن ,© يرمز إلى تجميع كل المصفوفات المتعامدة المربعة -5 بِيّن أن ,0 زمرة تحت الضرب [تسمى «الزمرة المتعامدة»] 


8# المصفوفة المتطابقة 1 تنتمي إلى ,0 لأن 1 متعامدة. ونعرف من المسالة 166.14 أن ,© مغلقة تحت الضرب 
والمعكوسات. وبذلك: تکون ,0 زمرة. 


4 لتكن 8 مصفوفة بصفوف 57 وأعمدة |©. بيّن أن (1) المدخل زز ا ۴۴ ھی لہا و (ب) المدخل زا ل ۶۳۳ هو ٥,٥‏ 


8 (ا) إن اعمدة "۴ هي ...۸۸ إذن, المدخل زذ ل "۶۴ يكون لان سكن (ب) إن صفوف ”© هي ...7202© 
إذن, المدخل زذ ل م”م کون ((6©) > تا 





CE, 


مبرهنة 6.14: لنفترض أن () =8 ۾ F= {f}‏ قاعدتان متعامدتان ل ۷. ولتكن ۶ مصفوفة تغيير ۔ القاعدة من القامدة 
ع إلى القاعدة ۶. إذن, ۶ تکون متعامدة. 


4 أثبت مبرهنة 6.14 


# لنفترض أن 

(0) i=l f = be, F Pe FF Pf 

باستخدام المسالة 146.14 وحقيقة أن (,1) متعامدة. نحصل على 
رتا تا+...+ pf) = by, * PoP‏ = ,8 )2 
تكن (,) = 8 مصفوفة المعاملات في (1). [إذن "8= 5]. نفترض أن (إء) = "88. إذنء وبواسطة المسألة 168.14 
و (2)ء یکون لدینا رة = برف +...۴ ورطييط + ,رطا = ڕه. وبذلك ۲= "88. ينتج عن ذلك أن 8 متعامدة, وبالتالي تکون 

87 > 5 متعامدة. 
مبرهنة 7.14: لتكن (,:.....,2) قاعدة ناظمية التعامد لفضاء جداء داخلي ۷. ولتكن 8 مصفوفة متعامدة. إذن. المجموعة 
التالية تشكل قاعدة ناظمية - التعامد: (۴ ,۰.۰ ,1= 1 :ر عر ۰٠۰+‏ + رمه + عه = )۰ 


2 تا فضاءات الجداء الداخليء التعامد 


4 اثيت مبرهنة 7.14. 


88 بما أن (©) ناظمية ‏ التعامد, نحصل بالمسآلة 146.14 على (06) > ييقية خط ريقرية + ھ۵ = ۵,۵ حيث 
يرمز ,© إلى العمود ة في المصفوفة المتعامدة لإة) = ۲ ھا آم کو ا اس ی ر ناظمية التعامد. هذا 


یقتضي ني = {CCj‏ = إ4 . وبذلك. تكون () . قاعدة ناظمية التعامد. 





4 لنفترض أن 8 مصفوفة متعامدة. بين أن (0,۷۴) ت (اظطرناظ) ‏ من أجل أي 6۷ ۷ب 
باستخدام 1 ۶٣ط‏ يكون لدینا (ارن) > تلاك 587ب ك (7(ںئ) س (80,50). [ملاحظة: يعني هذا ان ۴ 
منغیراً إليها كتطبيق خطي. تحافظ على الجداءات الداخلية]. 
4 لتکن ۶ متعامدة. بيّن أن 4٦1‏ < ]1۶0 .من اجل کل ا © لد 
8 نستخدم 1= ۴"۴ فیکون لدینا ‏ ٭[:] > زم × گی ے ر77۶ گر < س۴ر = ”اا۳  .‏ ناخد الجذر التربيعي 
للطرفین, فنجد نتيجتنا. [ملاحظة: يعني ھذا ان ۶, منظوراً إليها كتطبيق خطي. تحافظ على الأطوال]. 
4 عرّف المصفوفات المتكافثة تعامدياً 
8 تكون مصفوفتان حقيقيتان 4 و 8 متكافتتين تعاسدياً إذا كانت توجد مصفوفة متصاصدة 8 بحيسث أن 
.B = PTAP = PAP‏ 
العسائل 176.14-174.14 تبيّن أن التكافق التعامدي علاقة تكافق. 
4 بين أن أي مصفوفة ۸ تكون متكافئة تعامدياً مع ۸. 
8 إن المصفوفة المتطابقة 1 متعامدة. و 1= "1 يما أن 1"۸1= ۸ فان ھ تکون مکافثة تعامدیاً ل ۸. 
4 نفترض أن ۸ متکافٹة تعامدیاً مع 3 بین ان 8 متکافثة تتعامدیاً مع ۸ 
# توجد مصفوفة متعامدة © بحيث أن ۲'8۲ = ۴8۴ = ۸. إذن, 02(7457) > *صمطع ' PAP‏ = ظ. وبذلك تكون 
8 مكافثة تعامدياً لف 
4 لفترض أن 4 متكافتة تعامدياً مع 8 وان 8 متكافئة تعامدياً مع ©. بِيّن أن 4 متكافئة تعامدياً مع ©. 
8 توجد مصفوفتان متعامدتان 8 و © بحيسث أن 4-5788 و0700 > 8. إذن, 
PBP = P")Q"CQ)P = (QP C(QP)‏ = ۸. _ ولکن 0۶ متعامدة أيضاً. وبالتاليء تكون 4 متكافتة تعامدياً مع ©. 


4 المساقطء خوارزمیة غرام - شمیدت, تطبیقات 


4 لنفترض أن 0 * «. وليكن 7 أي متجه في ۷. بين ان 


و ۱ ے 3 (u,‏ 
Ei‏ ,س 


هى السلّمي الوحيد بحيث أن. ۷ء -۷٭ ۷۶ یکون متعامداً مع ۷۔ 


8 لكسي يكسون 0 متعامداً مع ۷ یجب آن یکون‌لدينا 0 - (۷,٭ت - ۷) إو 0 2 ( ام نہ (یس) کو 
سواه > (۷,۷). ويذلك. (۷,۷(/)۷,۷) > . وبالعکس, لنفترض أن (۷٭,wW)/س۷,w)‏ = ع إذن 





0 زا 


cw, w) = (u, w} ~ cw, w) = (u, we) ~ WW)‏ دن) 


ملاحظة: السلّمي ء اعلاہ یسٹی معامل فورییه ل۷ بائنسبة إلى ۷ أو مركبة ۷ على طول ۷. لاحظ أن ٥۷‏ يسمى مسقط ۷ 
على طول للا. كما موضح بالشكل 5-14 


الفصل 14 تا 363 


وه دن 


شکل 5-14 





4 اوجد معامل فورييه © والمسقط ۷ء ل (1,4-,1) = ۷ على طول (0,1,1,1) - « في 82 


8 نحسب 2-1 +20-1 (سرم) و 0+1+1=2= ااا وبذلكء 1/2 ه ويكون 0,1/2,1/2) - 0 مسقط 
۷ علی طول ۷۔ 


4 أوجد المركبة © والمسقط 4۶٤‏ 1,23,4) <۷ علی طول (2-,3,4-,1) = ۷ سی کا 


اسب 1--1-6+12-8ء(هر) و9+16+4-30+ 1 1۷[2. إئن یکسےن 10- ےء 
و (2/15,1/15-,1/30,1/10-) > ۷ء _مسقط ۷٢‏ علی علول ۷ 


١ 
ء٤ ليكن لا الفضاء المتجهي للحدوديات, بسالجداء الداخلي )4 0)عج(0)/ ]و ,/) أوجد معامل ضورييه © والمسقط‎ 4 
ل 1- 2= ۴)0 على طول = ()ع.‎ 
نحسب‎ 8 


0 


(= f er -2 a=] 


enfal} 


وبذلك. ٤5/6‏ ویکون 5/6۴ > (ا)چء مسقط ؟ علی طول ج۔ 


ai 





4 ليكن ۷ الفضاء المتجهي للمصفوفات 2×2 الحقيقية. بالجداء الداخلي (878)- (8,8). اوجد المرکبة ء والمسقط 8ن 
اتا -م۔ 
“و )ده على ملول( ])۔ھ 


1 
8 نحسب 2-7 8- 1 (858) = A,B!‏ و 6 =4 + 1 + 1+ 0= |B‏ . إن 7/6 دع دل 
مسقط ۸ على 8 





4 لنفترض أن (ر«,۷) مجسوعة متجهات متعامدة. وانفتسرض آن ۷ أي متجه في ۷. أوجد ت و ړت بحیث یکون 
SOW my,‏ متعامداً مع ,۷ و ر۷. 
ھ إذا کان ۷ متعامداً مع ہہ إئن کل سوب سه - ۷) =0 
(u — ew, = CW, WD = (u, WD Cj (Wy, WD Ca (Wa, wD = (u, wD =c (Ww, w,) “ca 0‏ =0 
(uw) ™ cow‏ = 
وبذلك ۲× ۷/ن ۷,۷) ٥×‏ [اي ان ن٥‏ تکسون مركب "ا علسسى طسول | 9]. بسسالمثكل: إذا كسان 
'۷ مت-سامسداً مع وا إذن (رسیسارہ - رها = ار 
[أي أن ,© هى مركية ؛ على طول ر۷]. 


رس - رنهرع - 9) >  .0‏ ربنلا (٥ار٘ا۷یت۷۴)‏ ٭> یھ 


توطئة 8.14: لتكسن ل۷ ...ي۷ ,ك۷۷) مجمصوعة متعامدة مسن متجهسات في '. وليكن ١‏ أي متجه في /. نعرّف 


۷ل سس رام سرن س ۷ = ۷ حيث 


٠1 4‏ فضاءات الجداء الداخليء التعامد 





إذن. یکون ۷۶ متعامداً مع ,۷....ر۷ا۷. [لاحظ أن ال ء تكون مركبات ۷ على طول ال , على الترتيب]. 
34 اثبت توطثة 8.14. 


8 لدیناہ من اجل ...1,2 1 وباستخدام 0“ (٭ارتا من اجل زف 


e (ww) = eW, WD‏ ° = و و ری رہ سب 
یٹ °°° CW, Wy)‏ — ا (U,‏ = 
کور ٹک (û, wı)‏ = 
N‏ 0= 
مبرهنة 9.14: لنفترض أن ,اب ۷) مجموعة متعامدة من متجهات في ۷. وليكن ۷ أي متجه في ۷ء ولتكن ,© مركبة ۷ 


علی طول ۷. إذنء يكون لدينا من أجل أي سلميات پ4...رھ, 


4 أثبت مبرهنة 9.14 وهي التي تبيّن أن ,«ره+...+ ,ار هي أفضل تقريب ل 7 كتركبية خطية في پ۷ ۷۷۔ 











سح = |= رس ول مز 


8 نجد, من توطئة 8.14 أن ,سڈ - ر متعامد مع كل ٠۷,‏ وبالتالي متعامد مع أي تركيبة خطية في ,ل...... لذلك, 


وباستخدام المبرهنة الفيثاغورية وبالجمع من 1= K‏ إلی ۶ يكون لدينا 


| 


1 





2 اپب جك م‎ 3 5 (e, ~ aw, 








۱۷ھ )2یسی /8 - 3 أ 
اب 2۔ماد 


“Faw‏ م 











الجذر التربيعي للطرفين يعطينا المبرهنة. 


4 لنفترض أن ۷۷۰۰۷ تشكل قاعدة من أجل فضاء جزثي 1 في فضاء جداء داخلي ۷. صف خوارزمية غرام - شميدت 
التي تقود إلى قاعدة متعامدة [وناظمية ‏ التعامد بعد المناظمة] ل 


اتضع 











Wy ا ک پروی رص‎ w 
1 a Ca a TE 
(a, w,) (2, wa) 
- کی س س لیلق س رلا ت رلور > ررم‎ Ww 
3 2 7 پیر کو کچھ - وط ک ولزیرہ‎ 7 TE "2 
8# یں -- وير‎ 





حیث ۷,۷۷۸۷ > ره. وبذلك, تكون المجموعة ل8....ي٦,,۷)‏ القاعدة المتعامدة لہ لا المطلوبة. 
ملاحظة: قد يكون من الأبسط في حالة الحساب اليدوي؛ أن تتخلص من الكسور في أي ,۷ جديد؛ وذلك بضربه في عدد 
سلّمي مناسب؛ لان ذلك لا يؤثر في التعامد. 
4 بین أنه یکون لدینا ل(ی5080)۷,۰...,8۷ *٭ ل0ص۷:..., ٥080۷‏ من أجل = ١k‏ وذلك في خوارزمية غرام ‏ شميدت اعلاه. 


لا يكون البرھان بالاستقراء علی . لديناء من أجل 2-1 آن ۷×۷ وبذلك یکون 220)۷7ہ < (۵۵)۷مأ 
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لنفنرض آن ! < ظ. بما أن ۽۷ تركيبة خطية في لا یکون لدینا ٭۷۹۰۰..,۷×) ملامہ ک٤‏ ل۷ 











خرن ,۷ تركيبة خطية في ۷ ی ,۷...۷ بالاستقراء ہے۷...,۷)ھەوۃ - ( ے۷ )5031 إذن, یکون ۷ ترکیبة 
خطية في ي*.....,7 وبالتالي لي".....؟)هومة > ل '«....., 8)ههمة. الاحتواءان معاً يقودان إلى النتيجة المطلوبة. 


14 بن آنہ في خوارزمیة غرام - شمیدت أعلاه, تشكل المتجهات ...ي۷۷ قاعدةۃ متعامدق, 
® لدینا أولاً أن #0 لاع ولديناء من أجل !<» أن 
وبالتالي. #0 نا 


نجد, من توطتة 8.14, أن كل ,۷ منعامد مع ال ,..,".....,«. السابقة له. وبذلك, تكون_ ٠.۷,‏ ۷) مجموعة متعامدة. 





مبرهنة 10.14: لتكن لي۷....ي۷م۷) أي قساعدة في فضساء جداء داخلسي ۷. إذن, توجد قاعدة نساظمية - التعامد 
ولام وتان لا ل لا بحيث أن مصفوفة نغيير ‏ القاعدة من (10) إلى (») تكون مثلثية؛ أي أن 
لأييية 4 وقايية + رلارية > ينا من أجل 8ر1 ع عل 
4 أثبت مبرهنة 10.14. 
ال يتبع البرهان من خوارزمية غرام - شمیدت والمسالتین 186.14 و 187.14. وتحديداً: نطبق الخوارزمية على (۷) 
فنحصل على قاعدة متعامدة (,۷,...۷) ٠‏ ثم ناظم (۷) للحصول على قاعدة ناظمية التعامد (بنا4 لالا. إن 
الخوارزمية المحدّدة تضمن آن کل ,۷ تركيبة خطية في ۷...۷ وبالتالي تکون کل نا تركيبة خطية في 5 








4 أوجد قاعدة ناظمية ‏ التعامد من أجل الفضاء الجزئي في “8 المُرَلّد بواسطة (1,1,1,1) > ,م (1,2,4,5) = راء 
(2-,4- ,1,3( = ۷ 


8 نبحث أولاً عن قامدة متعامدة ل [] باستخدام خوارزمية غرام - شميدت. نضم أولاً (1,1,1,1) = ا ۷٭. ثم نوجد 








wy = 0,2,4, 0,1,1. 02)21, 12‏ 2 دين 
٥‏ 
ونضع ‏ (1,1,2-,2-) > پ۷٢‏ فنجد 
FOC DC, RD‏ 0 ا رو رو سی گے ہپ کٹا 
4 7 0 سد 


نتخلص من الكسور, فنحصل على (13,14-,17-,16) > ي۷. [یستحسن, في الحسابات الیدویة, ان نتخلص من الکسور لان 
ذلك لا يؤثر علسى التعامسد]. أخيراً ننساظم الق اعسدۃ المتعساصدۃة _(1,1,1م1) ×۷ (1,1,2-,2-) = رس 
(13,14-,17-,16) > و«. إذن المتجهات التالية تشكل قاعدة ناظمية ‏ التعامد ل [آ: 


1 1 
êr (16, ~1 7,-13,14( = F(2 =1) = (LL LD 





4 لتكن القاعدة التالية للفضاء الإقليدي 87 (0.0,17) )٥:1 (۷-٠‏ - ی11,1(,۷) > ,۷) . إستخدم خوارزمية غرام ‏ شمیدت 
لتحويل (7) إلى قاعدة ناظمية ‏ التعامد (بن) ل۸ 


089 نضع اول (1,1,!) > اع ,س ثم نحسب 


1,4 ,ق-) »10 ,1,1) 3 - (0,1,1) سيم ا ين 


نتخلص من الکسور: فنحصل على (2,1,1-) = ۷. نحسب بعدثذ 





(4,4-,0) -(2,1,1-)غ - مب1 -وو ہے fis e‏ 
è( )= (0,3‏ ~ )1 ,1 ,4(1 ~ )1 ,0 ,0( اپ یہ وہ 





6 تا فضاءات الجداء الداخلي, التعامد 


191.14 


192.14 


193.14 


نتخلص من الكسور. فنحصل على (,1-,0 = ر«. نَنَاظم (ر۷ .ر۷« ,۷) , فنحصل على القاعدة ناظمية - التعامد المطلوبة 
التالیة 


e) 
vy = (10.0-10 أوجد قاعدة ناظمية - التعامد للفضاء الجزئي 1 في *8, المولّد بواسطة: (1,1,1,0,1) = ۷ء‎ 
پ۷‎ 021. rv = 3۰1 (2,3-,ا,‎ 
اول نضع (1,1,1,0,1) = رلا = ,۷. ثم نحسب‎ 9 
یں‎ aD wy = (1,0,0, 1, =F, 1, 10, 0= (t=, =, ليا‎ 
نتخلص من الكسورء فنحصل على (2,1-,1-,1-,1) < ۷. نحسب الآن‎ 


(0,0,0,0 ,0 ,0) 2 (1 ,2-,3-,1- ,30 -(0,1+1,9:1 - رو ہے (ئحگا _ لٹا درن 
ا الك ° 





يبيّن هذا أن ر۷ تركيبة خطية في ,۷ و ر۷ء وبالتالي نحذف ب۷ نكوّن الآن 
کس 2 
EG, =1 <1, 2= d14, =} ~4)‏ موہ -و-ممجو سر لگا ہے سا 


ٹم نتخلص من الكسور, فنحصل على (3-,2-,1-,1,3) = ر۷. نناظم («ررس۷) فنحصل على القاعدة ناظمية التعامد 
ل ۷ المطلوبة: 


گا وت کو و ان سے 1 
(1,1,1,0,1) 3« بن (2,1- ,1ح رلك رم گے سہ ‏ (3-,2- ,1ت ,1,3) رج تدا 


لیکن ۷ الفضاء المتجهي للحدوديات ()1, بالجداء الداخلي rew 4٤‏ |= (م بم) لتحصل على القاعدة ناظمية ‏ التعامد 
{fff}‏ 


# نستخدم هنا حقيقة آنه إذا ۸= ۲+١‏ إذن 


1 a*1 ۶ OT 
2 اه‎ rale 1. 2000 تا‎ 
إذا « فردية‎ 


0 1+م 





ثم نحسب آخيراً 





E ALE 
aD ° (Pf 








رو- مع تيو (f-})=P°-01-‏ 





وبذلكاء تکون () 3/5 - ,1/3 - 1,6) مجموعة الحدوديات ناظمیة ۔۔ التعامد المطلوبة۔ 


أوجد حدوديات لجاندر الأربع الأولى. 


8 نأخذ مضاعفات الحدوديات المتعامدة المتحصل عليها في المسالة 192.14, بحيث أن 1= (0)1, من أجل أي حدودية 
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00م في المجموعة. يعطينا هذا (30 - 1(,1/2)511 - 1,۱/2)37) ۔ وهذه هي حدوديات لجائدر الأربع الأولى. [وهي 
حدوديات مهمة في دراسة المعادلات التفاضلبة]. 





لیکن ۷۷ فضاء جزثياً في فضاء جداء داخلي ١‏ بيّن أنه توجد فاعدة ناظمية ‏ التعامد ل 7 تكون جزءاً من قاعدة ناظمية 

التعامد ل ۷ 

ل نختار قاعدةً ‏ (۷,...,۷) كن ونوسعها إلى قاعدة ل۷(...۷) ل ۷ ٹم نطبق خوارزمبة غرام - شميدت على 
۷۸م ۷) فنحصل على قاعدؤ ناظمية ‏ التعامد ‏ (إلار.ىن) لہ ۷ حیث ۷ھ +...۴ ,8۷ ×ن نا. من أجل کل 
۳ا = ا وبذلكه ۸۷ 6 لارا إذن: تکون (إلا.....,1)0 قاعدة ناظمية - التعامد ل ۷ 

مبرهنة 11,14: لبكن 7 فضاءً جزئياً ل ۹۷ إذن, W 6W“‏ = ۷. 

4 اثبت مبرهنة 11.14. 

# نعرفه من المسألة 194.14, أنه نوجد قاعدة ناظمية ‏ التعامد (إلا....,رن) ل 7 تكون جزءاً من قاعدة ناظمیة - 

التعامے (يلاء....ينا4 ل ۷ بصاان (إلاء...ر,نا) ناظمية التعامد, فإن 6۷۶ لاير لد إذا ۷/6۷ إذن 


4 9 ل 
at, € W rat, t+ ap, EW ms Val, FFA,‏ ...+ 


r+ 

رورا ينتج عن ذلك W۷“‏ + ¥= ۷. من 
جهة آخرى, إذا "0۷ 6W‏ س إذن 0=(سره). يقود هذا إلى 0= »: وبالتالي (0) = 0W“‏ ۷. الشرطان 
“ام ۷ و (0) = ۷ ۷0 يعطيان معاً النتيجة المطلوبة: “۷ + ۷= ۷ و (0) = ۷۸۷ يعطيان مها 
النتيجة المطلوبة: ۷٢۷ ٥۷۷۶‏ - ۷ لاحظ اننا اثبتنا المبرمنة فقط من اجل ۷ منته البعد؛ ونلاحظ أن المبرهنة تظل صالحة في 
حالة فضاءات ذوات آبعاد إختياربة. ١‏ 

4 لیکن ۷ فضاۃ جزئياً في فضاء جداء داخلي ۷. عرف تطبيق الإسقاط المتعامد ل ۷ فوق ۷ والذي نرمز له ب يي5. ما هي 
صورة نواۃ پہتا؟ 
8 لیکن ۴۷ ۷. با N= W@W" ùi‏ إذن یوجد 6۷ ۷ و * €۷ ۷ وحیدان, بحیث أن “+ ہپ 
نعزف ۷+۷ :م5 بواسطة ۷= ()8. هذا التطبيق ,۴ يسمى مالإسقاط المتعامد» ل ۷ فوق ۷! وهو خطيء ولدينا 
.KeE J = W* g IE, = W‏ 


0.0, lae (a,b. 


شکل 6-14 





4 ليكن الا محور -2 في *8, أي (18 © 0,0,0(:0)) > 0.18 ما هو ٭۷؟ اوجد نطبيق الإسقاط ۴ 
w* 8‏ هو المستوى -ر×, أي (11 ))٥.0,0(:,06‏ > *۷. _ [أنظر شكل 6-14]. أما تطبيق الإسقاط ,8 ل8 قوق ۷ 
فيعطى بواسطة: (0,0,2) س Ey.)‏ 
مبرهنة 12.14: لنفترض أن لارا ردا) مجموعة ناظمية ‏ التعامد من متجهات في ۷۔ ولیکن ۷ آي متجہ في ۷ و 
معامل فوربية ل 7 بالنسبة ل بن إذن, نأك 





8 11 فضاءات الجداء الداخليء التعامد 


4 اثبت مبرهنة 12.14, المعروفة باسم «متبا 





ا لاحظ أن )= ,4 لان 1 ااساا. باستخدام 0 = fu}‏ من أجل [*1. تحصل على 
0<(u J cme Jesu) = (o0) =2, I cu) + Se = (ou) = S2010, u) + 2‏ 
تع 37 - رن رن) ع شين (3 + 2 = إن رن) عم 


وهذ! يعطينا متباينتنا. 


4 الجداءات الداخلية والمصفوفات المعرّفة موجبة 

4 ليكن ۷ فضاء جداء داخلي ولتكن (,5....ر») - 8 قاعدة ل 1. عرّف المصفوفة ۸ التي تعرّف الجداء الداخلي على لا 
بالنسبة للقاعدة 8 
® نعرّف المصفوفة (ره) 2ه بواسطة (عي© عدي أي 


e ees e2} "(ens e.) 
اوس سی جس ہک‎ 








(Ens €10(€n, €2) °°° (€, en} 


[ملاحظة: لاحظ أن ۸ مثناظرة لأن te0 = tepe)‏ من أجل أي متجهين ,© وى © للقاعدة. وبآن 4 تعتمد على الجداء الداخلي 
على ۷ء وكذلك على قاعدة ۷]. 
4 التكن القاعدة ((1,3,5) = 1,2,3( = ,1,1,0( = B= {uy‏ نمثل أوجد المصفوفة 8 التي تمثل الجداء الداخلي المعتاد 

على 8 بائنسبة للقاعدة 8. 
8 ئحسب: 2= 0+ 1 + 1= .3= 0+ 2+ 1= lut‏ 4ع 0+ 3+ 1 = لرن ) , 14 = 9 + 4 + 1 > أيثارينا , 
2 > 15+ 6+ 1ه (يناررنة 35 = 25 + 9+ 1= . 

2 3 4 

2 14 امم 

4 22 35/ 


4 لتكن القاعدة المعتادة ((0,0,1) = ع,(0,1,0) = رع,(1,0,0) = RJ E= (e,‏ أوجد المصفوفة التي تمثل الجداء الداخلي 
المعتاد على 8 بالنسبة للقاعدة المعتادة ۴. 


إذن 


ا لسدينا 1= ee =0 < ee =0 < tee,‏ ہج سس e.8 =1 e8, =0 < tere,‏ . إذنء المصفوفة 
المتطابقة 1 تمثل الجداء الداخلي المعتاد على 27 بالنسبة للقاعدة المعتادة ۴ ل ت35 
ملاحظة: تظل النتيجة أعلاه صالحة من أجل أي قاعدة ناظمية التعامد (.46 لفضاء جداء داخلي ۷. أي أنه إذا 
يق > لرعية) : فإن المصفوفة المتطابقة 1 تمثل الجداء الداخلي على ۷ بالنسبه للقاعدة ‏ (©) . 
4 لتكن القاعدة ((2,5) = ر1,3(,۷) = ۷) = 8 ل *8. أوجد المصفوفة ,4 التي تمثل الجداء الداخلى المعتاد على *8 بالنسبة 
للقاعدة 8. 


8 انصب 910+ 1د الى 


۷۱ 17 = 15+ 2= ارلا 29= 25 + 4 > ليكي . إذن ا 0 4 


870 
المسسالتان 204.14-203.14 تتعلقسان بسالجداء الداخلي التسالي 2 (انظسر ال السسة 18.14): 


ولاي:3 + ولاو ¬ رلار»ا > الاب > (لارنا ‏ حیٹ (صم×) = ل ,٣٣(‏ ۷۰0۷ 





4 أوجد المصفوفة 4 التي تمثل الجداء الداخلي على *8 المذكور بالنسبة للقاعدة المعتادة  ))1,0(,)0,1((‏ ل .R”‏ 
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للا تحسب [ 1 + 0 - 0 - ١‏ > ((1,0(,)1,0) :1 س ع 0+ 1-0 0ه ((41,0(,)0,1 :3 د 3+ و د 0 0 = )0,0,0,1(. 
ا 
ا و اع 


ملاحظة: بافتراض أن 0ت 3 )ده متجبان عدوديان, للاحظ أن 


1 
(صص) ل3 ۴ لر > ل ل Au = (x, x} 0) =z,‏ 
[انظر مبرهنة 3.14] 
4 اوجد المصفوفة ي۸ الني تمثل الجداء الداخلي على ”8 المذکور بالنسبة للقاعدذ ((2,5) = ر«,(1,3) ك 7) د 8 ل۸ 
[قارن بالمسالة 202.14] 





الا نحسب 22 = 27 + 3 - 3 - (ھ (1,3(,)(,3)) :36 ےہ 45 + 6- 5 - 3 ت ((1,3(,)2,5)) , 


36١ 0‏ 22 
59 = 75+ 10~ 10 ¬ 4 = (25(,2,5) . انت وی چ( =4 


ملاحظة: المسائل 204.14-202.1 تبين أن المصفوفة الممظة لجداء داخلي تعتمد على القاعدة والجداء الداخلى على ۷ 
مبرهنة 13.14: لتكن 8 المصفوفة الممثلة لجداء داخلي على ۷ بالنسبة إلى قاعدة ۲۷لے٥..به)‏ > 8. إذن؛ يكون لدينا 
(u,v? = [uTA[v]‏ « من أجل أي متجهين © ارلا حيث [۵] و [۷] يرمزان. على الترتيب. للمتجهين 
الإحداثيين [العموديين] ل نا و ۷ بالنسبة للقاعدة 8. 
4 أثبت مبرهنة 13.14۔ 
8 "رجن ن (ky)‏ = 4 إذن ky =e,‏ الق برهن أن ۳.۴ وغية + u = aê,‏ 
و ,+--+ .v =e, + be‏ إذن» 


لاق کےا )0 


لديا من جهة آخرى. أن 


5 





4 
2 لئ ....وہ,(ہ) ٭ [۸]۳'([س] 





2 |= 2 > abpky 


fir 


(2) = (Ë akı BÈ aks ا‎ 26 


یما ان (ع,) = ر فإن المجموعتين النهائيبن في (1) و (2) متساويان. إذنء [0[۲۸]۷] < (لارنه. 
السسائل 208.14.206.14 تتعلق بالفضاء المتجهي ۷ للحدوديات ()؟ من الدرجة 2 فاقل؛ وبجداء داخلي معرّف بواسطة 


|, soa a 








4 أوجد (عج)) حبث 1+2= g0)0=0-3 +4, f)‏ 


4 





ہے سے سو اور او پک 
fe ^ -21+ 8) dt ۲‏ أ رو + رد )2 + ) 





1 
ل 3 8+ 





4 اوجد المصفوفة ه للجداء الداخلی بالنسبة للقاعدة 14.2) ل۷ 


8 نستخدم هنا حقيقة أنه إذا - و+,, إذن 


0 تا فضاءات الجداء الداخليء التعامد 








إذا ه زوجية 0 لآ ےا 
إذا م فردية 0 n+1‏ 


dt‏ "1 ا ا و 





وبالتالي؛ 2= O0 =0 (Ll‏ قمع قرلا 2/3 > لوا 0= 2/5 


“611 


4 حقق مبرهنة 208.14 بأن [07۸]8] > لی گا _بالنسبة للقاعدة ‏ (1,1) . 


(,) . وبذلك 





داس © ف 


ت ست 


ھا لدينا (2.1,0) = "[؟] و (3,1-.4) = "إع] بالنسبة للقاعدة المعطاة. إذن 


4 4 
(ج ,() - ٔ٭ ۳۳ 7 «- )3( 
1 1 


4 عرف مصفوفة معرّفة - موجبة. 


2 0 
{fJ"Atg]= (2, و‎ 3 


5 


س © 
یم ےہ ف 


8# تكون مصفوفة مربعة ۸ معرّفة ‏ موجبة إذا كانت 4 متناظرة. وإذا 0 < 481" من أجل أي متجه غير صفري . 
مبرهنة 4 لتكن 4 مصفوفة تمثل جداءً داخلیاً علی ۷ بالنسبة لاي قاعدة (©) - 8. إذن؛ تكون 4 معرّفة ب موجبة. 
4 أثبت ميرهنة 14.14. 
# ۸ متناظرة. لآن e = (ee‏ . وليكن 7 أي متجه غير . صفري في "8. إذن × = []], من اجل متجو غير . 
صفري ۷ . باستخدام ميرهنة 13.14. يكون لدينا 0 < (س) * [ا]۸"(ا] = ×4× إذن. تكون ۸ معرَّفة موجبة. 
مبرهنة 15.14: لتكن 4 مصفوفة مربعة -8 معزفة موجبة. عزف ۵۶۸۷ = ,(0.۷) من أجل آي متجهين "۸ € ابنا. إذنء 
يكون ,لا جداء داخلباً على "8 أي أن ,(,) يحقق الموضوعات [138] ى (رظل82] وى [ر818]. [تبسيطاً 
للترميز. سوف نحذف الدليل السفلي ۸ من الرمز ر0 ]. 
24 بین آن (.) تحقق [,۸1۴]. 
8 لديناء من أجل أي متجهات إناء يله و ۷ء أن 
تيه + لماع میں + ۸د < ۸ی + آھ < ج۸ آیہ +س < تی + ۷ا ؛ ولدینا 
الماع < ۸۷ روز < ۸۷آرں×ا) < (٣,نها)‏ < (۷,تا) . من آجل أي سلمی ا وأي متجهين 7/ ن. إذن, يحقق () الموضوعة 
.[RIP,}‏ 
22.4 بین أن () یحقق [ر812]. 


8 يمسا أن اهران عدد سلمسيء إن 


"AY‏ د "(۳۸۷ه). الديناايضاً 8- 5ف, لان 4 متناظسرة. لذلك. 
زرری) ‏ ید تپ ے 77و گرآپ < آرو۸٣ن)‏ < بحأن > لعل . إذن, () يحقق [إرطله). 





4 بين آن () یحقق [,۸1۴). 
8 سا أن 4 معرّفة ‏ موجبة, إذن 0< ×۸× من أجل إي متجه غير صفري "۸ € ×. وبالتالي» يكون لدينا 
"A۷ <0‏ = (۷,۷) . من أجل آي متجه غير - صفري ٢‏ إذن؛ (,) یحقق [ر818]. 






4 لنفترض أن ۸ و 8 مصفوفتان معزفتان - موج أن 8+ 4۸ مصفوفة معرّفة ‏ موجبة. 
8 ہما ان ھ و ظ متناظرتان, إذن 8+ ۸= "8+ "۸ = "(8 + 4) وبالتالي تكون 8+ متتاظرة: لدیٹا ایفنا. من 
اجل آي متجه غير صفري × 0> XT AX‏ و 0> .X"BX‏ إذن. 0> ۰٣ 8(× = ×"AX + X8BX‏ ۸)"×. ینتج عن ذلك 


أن 8م فة موتا 
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4 لنفترض أن 8 معرّفة ‏ موجبة و 0< ۴. ہین آن ۸ مصفوفة معرّفة ‏ موجبة أيضاً 





1# لدينا ها 5م > ”(8), وبذلك تكون 4غ متناظرة. لدينا أيضاًء من أجل أي متجه غير صفري , أن 
XTAX >0‏ وبالتائي. 0 < (×۴7۸۸)) < ×7(ھ0)آ×. |إذن, تکون ۸ا معرفة - موجبة. 
4 لنفترض أن 8 مصغوفة حقيقية غير - شاذة. بيّن أن 8718 مصفوفة معرّفة - موجبة. 
ھ {BTB)" = BTBT = BTB tal‏ إزن, 878 متناظرة. لنفترض أن ٭ متجه غير - صفري في "8. بما أن 8 غير شاذة, 
فإن «8 يكسون غير صفري أيضاً. وبالتالي. 8×.8×(<0) [للجداء السداخلي العادي في "8]. بالتالسي 
0 < (لاظ,ع8) ع .×)8"8(X = )BX(")BX()‏ وبذلك, تكون 858 معرّفة ‏ موجبة. 


4 فضاءات الجداء الداخلي العقدیة 


ندرس في هذا القسم الفضاءات المتجهية فوق الحقل العقدي ©. نذكُر ادا ببعض خواص الأعداد العقدية. لنفترض أن 
© 26 أي لاجوع 2 حيث €8 a‏ إذن اط =5 , و Va +b‏ = || 
من أجل أي 6٤‏ ء۰ ,م2 ويكون 2 حقيقياً إذا وفقط إذا =2 . 








4 عرّف جداء داخلياً عقدياً وفضاء جداء داخلي عقدي ۷. 
8 لنفترض أننا نقرن بكل زوج متجهات 6۷ ۵,۷ عدداً عقدياً نرمز له ب (40.0 . إذن, تقول أن هذه الدالة () تكون 
مجدا٤‏ داخلياً عقدياء على ۷ إذا حققت الموضوعات التالیة [حیث €۷ نرد © © كرط.ه]: [,1©018. (خاصية الخطية) 
ہینات + (۷ متا < (ارینتا + ہتھاء أى بشكل بديل (أ) (۷ررت) + ١۷ا‏ = ۷را + 0ای (ب) (۷ :0اد (۷,اا 
[ر۶(] (خاصیة التناظر المرافق) (0777) > (ن.ن) 
[ر61۲] (خاصية مرجبية التعريف) إذا 0 * نا إذن 0<(نرن) 
ويطلق على الفضاء المتجهي العقدي ۷ المزود بجداء داخلي اسم «فضاء جداء داخلي عقدي». 
ملاحظة: لاحظ أن فضاء جداء داخلي عقدي لا يخلف إلا قليلاً عن فضاء جداء داخلي حقيقي [الموضوعة اع وحدھا 


تختلف عن [ر۸1۴]]. وفي ١‏ ب هي تعريفات وخواص فضاء جداء داخلي عقدي التي تمائل مقابلاتها في 
فضاء داخلي حقیقي. ولکن, بعض البراهين يجب أن تكيّف للحالة العقدية. 





4 بين أن (0,:) - 0 > (0,۷)ء من أجل ۷ في ۷. [هكذاء وبشكل خاص. 0 > (0,0) ]. [قارن بالمسالة 2.14] 
0v, = 0, =0‏ = 0 . لدينا أيضاً نوه رن ,70 - (0انة ۔ 
4 بين أن (د ,)6 - (لط ٠)»,‏ [بتعبير آخرء يجب أن نأخذ مرافق عدد عقدي عند إخراجه من الموضع الثاني في الجداء 
الداخلي] 
سس 
(uo) k(u.v) ©‏ 





(u, ke) = kuc u) = 0)0, یں‎ × 







7 
4 حقق العلاقة ( ر ا)5 = ( س )2 
© ليه ساق لسمة - زيم (a. aw, by) = a,‏ 
ملاحظة: یمکننا إِثبات وبشكل مماثل؛ أن 
(رھق۰ر3) رذجھ + (ط ,اوھ + aD (u0) + a Bu. 0s)‏ = (رصوطا + (at, + al, bj,‏ 


(Û au. Ù bp, ) = Daê, (ucu, وہمکننا بالاستقراء إثبات ان‎ 


[قارن بالمسالة 68.14]. 
أعطيناء في المسائل 223.14-221.14, أن 21 + 3 2 (ررن) . 


2 13 فضاءات الجداء الداخليء التعامد 


221.14 


222.14 


223.14 


224.14 


225.14 


226.14 


227.14 


228,14 


أوجد (ن.»(2-4)) 
4i)u, v) = (2 — 4i)(u, u) = (2 — 4i)(3 + 2i) = 14 ~ di‏ - 2)) 


أوجد (ن(30 + 4) ,) 


. (u, (4 + 3)u) = (ê + D(0) = (4 ~ 3)(3 +2) =18—i س‎ 


.))3 ¬ 6i(», )5 - 2(0 ( أوجد‎ 
: (3~ 6Du, (5 - 2)u) = (3 6i)(F=TF)(u, u) = (3 6i)(5 + 2(3 + 2i) = 137-30 8 


تفترض الموضوعة [,018] ان (0,ن) عدد حقیقی۔ بین آن هذه الحقيقة تنتج مباشرة من [ر1۴©]. ایضۃً, عرّف طول أو 
نظیم متجهِ لا في فضاء جداء داخلي عقدي ۷۔. 
8 نجد من [رطكت] أن (70- (» ,ن) . لذلك. فإن (لاءنا يجب أن يكون حقيقياً . نعرف , من [:1©018 ٠‏ أن 
(ناءنا) يجب أن یکون غير - سالب» وبالتالي يكون جذره الحقيقي الموجب موجوداً. وكما في حالة فضاءات الجداء الداخلي 
الحقيقيةء نعرّف طول أ نظيم نا بواسطة (ا ,)۷ = ااا . 
ملاحظة: بالاضافة إلى النظيم؛ نعرّف مفاهيم التعامدء والمتممة المتعامدةء والمجمو عات المتعأمدة وناظمیة ۔۔ التعامدہ وذلك كما 
سبق. وفي الحقیقة فإن تعريفات المسافة ومعامل فوربيه والإسقاط هي نفسها كما في الحالة الحقيقية. 

عژف الجداء الداخلي النمطي (أو المعياري) أو المعتاد في *© وبيّن أن هذا التعريف يختزل إلى التعريف المماثل في "۸ عندما 
تكون كل المداخل حقيقية. 

8 ليكن (2)- لااى (۷) ٢۷۶‏ متجھین في *©. إذن يكون ١‏ شيج + +٠0‏ يروج + ليج > رقديع (2 ع (ن رن) الجداء 

2 
الداخلي النمطي (أو المعياري) أو المعتاد في "©. [سوف نفترض دائماً هذا الجداء الداخليء إلا إذا ذكر أو فهم غير ذلك]. إذا 
كانت مداخل نا ولا 
وهو نفس التعريف من أجل "8. 
ملاحظة: بافتراض ا و۷ متجھین عمودیین, يمكن كتابة الجداء الداخلي أعلاه في الشكل 55 - (2)1,0 حيث يرمز 
ت لجداء منقول لاء و 7 (مرافق ۷) تحت عملیة الضرب مثلاء 


ZA) /)۷۱ 7 
("2| = (2, za, zo)| ¥ j= z7, + 2a رلوك‎ 
۵ا رو2‎ 8 


عوّف الجداء الداخلي المعتاد فوق كل واحد من الفضاءين المتجهيين العقديين التاليين (ا) الفضاء المتجهي لا للمصغوفات 
۶8 فوق ©. (ب) الفضاء المتجهي / للدوال العقدية المستمرة على الفترة (الحقيقية) 6 >1 > 4. 


فان ×× بل ؛ وبالتاليء ZW,‏ + ° ور رر و لح عل ولي ر رٹ ینہ 





© () ما يلي هي الجداء الداخلي المعتاد على تا: (۲)8*4ا > (ھ ,ھ) ۰ وكما العادة ترمز *8 إلى المنقولة المرافقة 
0 
للمصفوفة 8. (ب) وما يلي هى الجداء الداخلي المحتاد على ۷: F(8) d+‏ | =2 رو 
المسائل 231.14-227.14 تتعلق بالمتجهين روم 1,2 - 1) = 0 و( - 51,3“ 2) = ۷ ٠‏ في .٥*‏ 
أوجد (0,۷) 
8 تذكر آن مرافق المتجه الثاني يظهر في الجداء الداخلي 
(u, vw) = (1 DFT) + )2+ 31()3 = (= i(2+5) + 2+3) +) =7 +3143 + 1li= 10+ 14i‏ 
أوجد اند . 
س i= 1O A‏ وہ ید۔ وے زید- مز ٭-ی + رر + (u, «) = (2 SD >) + (3 DEF = (2SD‏ 


وکما هو متوقع من [ر٣[0]ء‏ فإان(“,كد) - (ظ,ت)۔ 





229.14 


230.14 


231.14 


232.4 


2334 


234.14 
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أوجد انا 


© تذكران "اط + ي دغج عندما 67 + ۾ x‏ . إستخدم ,قرع + ۰۰۰ + 2رچ + ,22 = (» .)= »|| حيث 


(ر2 ,٠٠ر2‏ 2) = 4. احجسب در دوب وص رب رہ توب توب رر 7 0 او full = V15‏ . 
أوجد ا۷ا 

89 ود-ر+و25+9+وے تاب( وبذلك ۷38 > |[ہ|| ۔ 

اوجد (0)0,0, المسافة بين ناو 9. 


ننگر بان ۷ - 8 <  .9)0۷(‏ نوجد ألا (ن4 + 1- ز4 + إس) ك بسي 
34 = 16+ 1+ 16 + 1د 3و ول ؛ وبالتالي. 1/34 - إإم - 4م || ع (ن ,406 . 


ان 


أوجد معامل فورييه (أى المركبة) © للمشقط ۷ء ل (31 - 412 + 3) = ۷ على طول 1210+ی - ×× في *©. 





< )۷۷(/)۷,۷( تذکر أن‎ 8 
(u, w) = (3 + 4i(FTFT) + (2~ 3(2) = (3 + 4S — i) + (2 — 3-21 = 19 + 17i ~6 — 4i = 13 + 134 
(w, w) =25+1+ 4= 30 


كم ]يس 


إذن» 131/30 + 13/30 > 131(/30+:13) ٭ ء۔ ينتج عن ذلك أن (1/15+ 13/15- ,391/15 + 26/15) = wy‏ 
مبرهنة 16.14 (كوشي ‏ تشفارتز): 1011۷۱> ا(100,۷ 
آثبت مبرهنة 16.14 من أجل فضاء الجداء الداخلي العقدي ۷. 
2 إذا 0= ۷ تختزل المتباينة إلى 0>0, وبالتالي تكون صالمة. نفترض الآن أن ٢۷۵‏ نفك 
tu,vitv® < 0‏ - 40 . حيث ا أي قيمة حقيقيةء وذلك باستخدام |2 ±7 و(6,#) > (#,0): (من أجل أي عدد عقدي #) 
fî = (u = (u, otu, u = (u, ut)‏ ص.) - بل >0 
(u, u) = (TTD, 0) = (, Dt, u) 4 (u, 0) (ETD (u, b}‏ = 
laff? 2l, ol + Ke, lll?‏ = 

نضع 1/۸۷۱۴ t=‏ فنجد )| ul — (| (u,v) */|v‏ >0 ومنها 12(012س|> ر . بأخذ الجذر التربيعي للطرفين. 
نحصل على المتباينة المطلوبة. 


أوجد قاعدة ناظمية ‏ التعامد للفضاء الجزئي ۷ في ”© الموله بواسطة (1,1,0) > ر۷ و( - 0,2,1 - 





8 نطبق خوارزمیة غرام - شمیدت. نضع 1,07( = ر۷ w=‏ نحسپ 


0 


نضرب في 2 للتخلص من الكسور. فنحصسل علسی ‏ (1+21,2-1,2-21) > ا نوجد بعدئذ ۷7ء |۷ ]|| 
و 18/ > |اد*|| . نناظم (۰۷ر۷٢)‏ فنحصل علی القاعدة ناظمیة ۔ التعامد الثالیة من اجل ۷۷ 





1-7( -1(ئ + ()-(3,:,.۵) -(1:2,1-8اعث 7 





1 


نے 2 3 - 0 3 ط)- ا 

8 1 18 ا ونا 4 

فيما يلي قائمة بخواص فضاء جداء داخلي عقدي ۷ء وهي مماثلة لخواص فضاءات الجداءات الداخلية الحقیقیةء والتي تشبه 
براهينها تلك البراهين في الحالة الحقيقية لذلك حُذْفْتْ 





ميرهنة 17.14: لیکن ۷۷ فضاۃ جزئیأً في فضاء جداء داخلي عقدي لا إذن. W@W‏ = ۷. 
توطثة 18.14 لتكن (,©.....,14 2 قاعدة ناظمية النعامد ل ۷. إذن: 


tee, ()}‏ +...+ ي6(رعيه) + ب#لرعرنا) > ناه من أجل أي ل نا. 


٢ 4‏ قضاءات الجداء الداخليء التعامد 


. (aye, +۰ + عرط رح‎ + °+ b,e,) * a,b + ab, + ۰۰+ a (ب)‎ 


(u, e, (TF; +° + (e, TF.) (E)‏ = (ا,u)‏ . من آجل آي 6۷ ۷ل 
(د) إذا كان 7:۷۰۷ خطیا فان ٢۶‏ ہ,()۲) يكون المدخل زذ في المصفوفة ۸ الممثلة ل ١‏ في 
القاعدة المعطاق (۵) ۔ 
مبرهنة 19.14: لتكن (يل....ر,نا) قاعدة ل ۷. ولتكن (4) = ۸ المصفوفة العقدیة المعرفة بلپم(كا ×پھ إذن, 
[)۸:(ت) < )«,v(‏ من أجل ۷ءء حيث ]٥۵[‏ و [۷] المتجھان الإحداثيان العقديان في القاعدة المعطاة 
() . [ملاحظة: تقول أن هذه المصفوفة 4 تمثل الجداء الداخلي على ۷]. 
مبرهنة 20.14: لتكن 48 مصفوفة هرميتية [أي أن 4 = ”4 = 4 ] بحيث يكون 243 حقيقياً موجباً من أجل كل متجه 
غير - صفري *© © <. إذن؛ يكون ۸7 > (0 ,د) ‏ جداءً داخلياً على *©. 
مبرهنة 21.14: لتكن 8 المصفوفة التي تمثل جداء داخلیاً علی ۷. إذن, تكون 8 هرميتية: ويكون 75806 حقيقياً موجباً من 
أجل أي متجه غير صفري في أو 


4 الفضاءات المتجهية النظيمية 


235,14 


236.14 


237.14 


238.14 


239.14 


240.14 


لیکن ۷ فضاء متجھیاً حقیقیاً او عقدياً. لنفترض أننا نقرن بكل 6۷ ۷ عدداً حقيقيا ثرمن له ب |۷١‏ . تسمى هذه الدالة 
111 «نظيماء على ۷, إذا حققت الموضوعات التالية [إحيث 6۷ ايه 16 © 6]: 

تہائ لل + اسلا > لجعملا 

۰ئ 901ھ 

]إا 92 ۰ 

ویسمی الفضاء المتجھي ۷ المزود بالنظیم «الفضاء المتجهي النظيمي». 

اثبت ان 0= |0| . 

. NON = (Ov =ollvll =0 ها‎ 

بین آن كل فضاء جداء داخلي يكون فضاءً متجهياً نظيمياً 

# إن النظيم على 7 المعرّف بواسطة (1/)0,0- ||| یحقق الموضوعات آ.181 ر۸ 17,1]. [انظر السائل 

95.144]. وبذلك یکون ۷ فضاء متجھیاً نظيمياً. 

عرف المسافة في فضاء متجھي نظیمي ۷, 

18 يرمن للمسافة بين متجهين 6۷ ۲ وتعرّف بواسطة ٦-۷1‏ - (۵00,1. 
المسائل 241.14-239.14 تبين أن (۵)8,۷ تحقق الموضوعات الثلاث التالية لفضاء متري: 

duu) =0 duy) >0 jil u#v bj 811 

.d(u,v) = d(v,u) [My] 

du,w) < du,w) + dw) [My 

بين آنه إذا ۷ # ن فان ۷< (۵,۷ و 0= (سu).‏ 

8 إذا #۷ إذن #0د ادس وبالتالي 0< |(۷ ~ )| = (7,د6ل. كما أن 0= |0| = du) = u ~ ul‏ 

بین آن (سہ۷)ۃ < .۵٥0۷(‏ 


duv) a fu ~ vb = [—l(v ~ wf = |~tlfv ~ull = flv ~ uj (نرمل د‎ 8 


241.14 


242.14 


243.14 


244.14 


245.14 


246.14 
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(u,v) < d(u,w) + d)w,۷( بن أن‎ 
.d(u,v) = lu = vl = (u — w) + لاہ ص)‎ > u wf + lw ~ vil = d(u,w) + d(w,v) گا‎ 
°“ سوف نستخدم  في هذا القسم  النظیمات الثلاثة التالية على "8 و‎ 












(Ke... , a,)ll. = max(la,|) 
(e,۰... a, اہہ| + ۰۰۰+ آوہ| + ايعات‎ 
عولانمہ ...۰ :[ھ)[‎ ۶ Re 


إن النظيمات ١.1, ٠1.1‏ و واا.اا تسمى على الترتيب «النظيم ‏ اللأنهاتي» وائنظیم - واحدہ والنظيم ‏ إثنان. لاحظ أن ,1:1 هو 
النظيم على ۸8")C(‏ المُدْخّل بواسطة الجداء الداخلي المعناد على )3:7 [وسوف ترمز بہ رك ورل ورف على 
الترتيب. لدوال المسافة المقابلة لها). 

المسائل 245.14-242.14 تتعلق بالمتجهين (6,4-,1,3) = ا و (2-,5,1-,3) =۷ في ۸ 


اوجد ےا8 وے اا 
8# النظيم ‏ اللآنهائي يختار أمظمي القيم المطلقة للمتجهات. إذن» 6< سا8 ى 5 11 
آوجد راان رالا 


8 النظيم ۔ واحد يجمع القيم المطلقة للمتجهات. إذن. 214 4+ 6+ 3+ 1= ull,‏ للحي رقع 3ع بادا 


اوجد رااننا. و پاا۷لا 


8 النظيم ‏ إثنان يساوي الجذر التربيعي لمجموع مربعات المركبات [ [اي النظيم المكوّن بواسطة الجداء الداخلي المعتاد على 
*8]. إذن 1/62- 18 380ب حالما و وتلدع 34 5 جور د رإزمزا 





اوجد م يه (بنايك, a‏ 


ل2 نوجد أولاً (7,6-,2,8-) < ۷ - ا ٹم نحسب ٢٠ا۷‏ - ۷( (,صی۵, 
FF 45°F 36 = VIS duv) = lu = vf, =2 +8 +7 + 6= 23‏ +۷۵ ملا du, u) = jju‏ 





لٹکن ,13 مجموعة النقط (3.*) > نا في ػالہ التي تحقق _! > پا11 آرسم (نفطلةٌ نقطة) ,0ا في الستوی الاحداثي 2 


8 نرسم النقط (.) بحيث أن اع تبر+ تر د 2ان. وہذلكء تكون 1١,‏ دائرة الوحدة كما موضحة في شكل 7.14 


شكل 7.14 





٢ 6‏ فضاءات الجداء الداخلي, التعامد 


4 لتكن ر مجموعة النقط (لارة) > نا في 8 التي تحقق 1= ,اسا . أرسم ر1 في المستوى الإحدائي *8. 
8 أرسم النقط (ر») بحیٹ ان 1= || + |×إ = لا . إذن, تكون 0 المعيّن المرسوم داخل داثرة الوحدة كما في 
الشكل 7-14. 

4 لتكن ,2 مجموعة النقط (رر») = ها في ۸ بحيث آن 1011 . آرسم رط في المستوى الإحداثي 82, 
8 نرسم النقط (ل×) بحيث أن 1 = (إ لإ max) |x,‏ = ,ااا . وبذلك.ء تكون ,© المربع المحيط بدائرة الوحدة كما في 


الشکل 7-14 
المسائل 252.14-249.14 تتعلق بالمتجهين (41 + 2,3 - 5) = دا ى (31--12+ 2) < 7 في *0. 


4 اوجد ,انا و ,لا٢8۔‏ 
ن0 5+ ail = VS‏ + 3 +20 - 5إ - لاملا loll, = |2 + ûl + [2~ 3j = V5 + V3‏ 
4 اوجد ے181 و ےا۷٦‏ ۔ 
س جرب = ٠ lull. = max(|S - 2|, [3 + 42|) = max(V35, sS)‏ قح (تد, عفص - زإنة - 2| ,إف + 2 )عمد ك ‏ إإسلل: 
4 اوجد با۵ و پا1۷ ۔ 
سس 54د ود + ووے ۶| رو +3( +7]ت2 - 5| > ثولم[ ؛ وبذلك ۷۹۸-3۷۵ لاملا 
lull = 18 = 377 os < full? = |2 + of? + 2~ aff = 5 + 13 = 18‏ 
4 اوجد کا 00ا و (۷الاړ 
 #‏ نوجد أو (7+ 37,1 -3) = 7 - ».ثم نحسب BVT‏ = ۹۷ +3۷ ے ۷۹ ۶ «d, (e, o) = |3 — 3| + |1 + 7| = VIR‏ 
max( 3۷2, 5V7) - 55‏ = )|7 + 1| ,|3 3إ)عمص - (ن ,)4 . وبذلكء 68 ص وف + 1 + 9+ و ع *إإن - ۷|[ + وبذلك» 
۵8ء (ص 0 ۔ 
المسالتان 254.14-253.14 تتعلقان بالفضاء المتجهي للدوال المستمرة على الفترة ١‏ > ! > 8. 


4 يعرف ما بلي نظیماً على ۷: 1 fir‏ = . (إن هذا النظيم مشابه للنظيم ,.|اعلى *8]. أعط وصفاً هندسیاً لہ ۶ا 
وللمسافة 005,29 


8 إن /11. وكما موضح في الشكل 8-14, هو المساحة المحصورة بين الدالة || ومحور -؛ أما (0)5,8 فهي المساحة 
بين الدالتين ؟ و 8. 





(ب) (4)58 مظللة (0 1٤١‏ مظللة 


شكل 8-14 


377 ٦ 14 الفصل‎ 


4 يعرّفٌ ما يلي نظيماً على 7: (2)11)01م > 188 . [هذا النظيم يشبه النظيم |.| على “8]. أعط وصفاً هندسياً ل 171 
ولدالة المسافة (0)6,8. 


8 يوضح شكل 9-14 أن 51]] هو المسافة العظمى بين ؟ ومحور -» آما (4)5,8 فهي المسافة العظمی بین ٢‏ و ع۔ 


10 8(0 


f) 


شکل 9-14 


الفصل 15 
الحدودیات فوق حقل 


يبحث هذا الفصل في الحلقة )5 للحدودیات فوق حقل گا ویبین ان ؛ 16100 خواصّاً عديدة مشابهة لخواص الأعداد 
الصحيحة. تلعب هذه النتائج دوراً مهماً في الحصول على الأشكال القانونية من أجل مؤثر خطي 7 على فضاء متجهي ۷ فوق 
04 


5 حلقة الحدوديات 


1.15 


2.15 


3.15 


415 


378 


عرّف حدودية فوق حقل کا, وکذلك درجتھا۔ 

# لیکن کا حقلاً. صوريًاء نعرّف حدوديةٌ ؟ فوق 12 بأنها متتالية لانهائية من عناصر في 5, بحيث أن كلها باستثناء عدد 

محدود منها تُساوي 0: ليق,,2....ية,0,...) ؟. أى بشكل بديل, وباستخدام رمزہ وليكن !. كمتغيرء نكتب الحدودية أعلاه عادة 

في الشكل ره + 4+...+ "ار > ()1. المدخل پ٥‏ یسمی المعامل الكائي ل؟. إذا كان 8 أكبر عدد صحيح يكون من أجله 
۷٥‏ فإننا نقول عندئذ أن «درجة» 4 تكون 2, ونكتب 06#18. كما تُسمي ,8 «المعامل الرئيسي» ل:: وإذا كان 
1> ,, فإننا نقول أن ۴ «حدودية واحدية المعامل الرئيسي». من جهة أخرىء إذا كان کل معامل في ؟ صفرياً فإننا نسثي 1 

«الحدودية الصفرية», ونكتبها 0=]. أما درجة الحدودية الصفرية فليست معرّفة. 

عرّف حلقة الحدوديات فوق الحقل 1 

ھ لیکن [16]4 تجميع كل الحدوديات (10. نعرّف الجمع والضرب في 11:1 كما يلي: لنفترض أن 5 الحدودية في المسالة 

5ء وأن 8 حدودية أخرى فوق کا,؛ لٹکن پت + عرط+...+ ٣ہط<‏ زا إذن» نتحصل على المجموع 7+8 بجمع 

المعاملات المتقابلة. لي, إذا ۸> س إذن 


]۴+ 2 بش سط +.ص....,09.2..)<‎ + b4, + bJ] gi زع + ()ۂ‎ <۰ +۱.+)3 + bt" +... (a, + bt + (a, + by) 





كما معرّف جداء ؟ ى 8 بأنه الحدودية 


t+ a0,‏ 1 مم 


fDg(D) = abi" +...t(ab, + ×‏ أن [لوطوقرطية + وترقسىطية,0,...) > 18] 
7 
أي أن المعامل الكائي ,© لدع يكون وطىہ +۴۰۰۰ رھ + مه = طبه ب ع يه ٠‏ وتطبق هنا مبرهنة 1.15. 
ي 3 me‏ 
مبرهنة 1.45: تکون 1[1], تحت عملیتي الجمع والضرب آعلاه؛ حلقة تبديلية بعنصر وحدةء وليس لها قواسم للصفر. [أي أن 
:]5 حلقة صحيحة]. 
بیّن كيف يمكن إعتبار 16 مجموعة جزئية في ]]]15. 


# نطابق السلمي 16 © م8 مع الحدودية ,2 - (80 أى لرة,0,..) = ره. ثم نحفظ عمليتي الجمع والضرب لعناصر في 
× تحت المطابقة التالية: 


(...,0,a, + by)‏ = ہط0ف) + بھ"...) 
ہ٥پھ0...)‏ > پ5ط0..پ-ی0...) 


مبرهنة 2.15: لنفترضى أن ؟ ىع حدوديتان في (0)ك إذن درجة ع + درجة 7 درجة (ه6) 


أثبت مبرهنة 2.15. 


© لنفترض أن پ+...+ تا ٭ ٤0(‏ ی رط+...+ "اط = ()ع و 4*0 و420 إذن ‏ +“““ہطٰہ-()و0ہ)] 


615 


715 
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حسدود من درجة أدنى. أيضساً, وبما أنه ليس للحقل 16 قواسم للصفر. فإن #0 ياية. وبذلك, تكون درجة 
درجة (8)) > 0+0- درجة 44 درجة ۾ 

بین أن العناصر غير الصفرية في 12 هي عناصر وحدة ل [511. 

8" لنفترض أن ١‏ > (9)080. إذن جچ چہا +۲ چےة > روااچدا < (((جدا = 0. وبالتالي 5-0 ههلك ى 0- dee‏ 
وتکون ؟ ی 8 عددين سلميين في . من جهة أخرى. إذا کا و #0 إذن ١‏ ٥٥ء‏ وبذك یکون 3 عنصر وحدة 
في ۸|4 


ملاحظة: نقول عن حدودية 8 أنها تقسم حدودية ؟ إذا كانت توجد حدودية ۲ بحيث ان 01)0)ع = 100 


لنفترض أن ()8 نقسم )1 بيّن آن 7 ه06 > ع يعل. 

8 إذا م تقسسم # إذن توجسد 8 بحيسث أن 800909 > 500. إذن. وبواسطة مبسرهنسة 215, 
.deg f = deg g + deg h > deg ë‏ 

لنفترض أن ؟ وع حدودیتان, بحيث أن ۴ تقسم ع وچ تقسم ؟. بین آن (1) 8 08 ۲ 1ء ی (ب) ؟ و ع متشارکتان. آي آن 
{f(D * kg(D‏ حيث 1ع عل 

2 (آ) نعرف. من مبرهنة 2.15 أن يم عع > deg‏ وأن g > deg‏ deg؛‏ وبالتالي de‏ = ؟ هه0. (ب) بما أن م 

تقسم ؟, فإنه توجد ۵ بحيث آن 8)0 (0 - (50. بما أن جچ ع٥ ۸٥٢٤‏ يكون لدينا 0- طه6ل. بتعبير آخر. 
گے وط حیث 8 عنصر في 1٤‏ 

لنفترض أن 4 و '4 حدوديتان واحديتا المعاملين الرئيسيين. بحيث أن 4 تقسم '4 و '۵ تقسم 4 إذن. '4 - 0. 

ل لديناء من المسالة 7,15, آن ()'4> (80, حيث 55 © . المعامل الرئيسي ل يساوي !, لان 4 واحدية المعامل 
الرئيسي, والمعامل الرئيسي ل K#'‏ يساوي لأن “4 واحدية المعامل الرئيسي. وبالتالي» ٤۴-1‏ و يتل 


5 الخوارزمية الإقليدية» جذور الحدوديات 


915 


نستخدم في هذا القسم المبرهنات التالية التي سوف تبرهن في المسائل 15.15-13,15. 
مبرهنة 3.15 (الخوارزمية الإقليدية للقسمة)؛ لتكن ()! و )£ حدوديتين فوق حقلٍ ١‏ بحيث 80 8)0. توجد, إذن, 
حدوديتان )0 ى ۲)١‏ بحيث أن ()): + ()ع(9)0 =( حيث إما 0 ع 0): .dogr <degg yi‏ 
[هذه المبرهنة صياغة صورية للطريقة المعروفة ب «القسمة المطولة»]. 
مبرهنة 4.15: لنفترض أن ©6ة جذر لحدودية 0)! فوق 6 حيث 2 > أهيعل. إذن» توجد حدودية ()0, حيست 
e۹ =" ¬1‏ بحيث أن 0)و9(-) - (0. [أي أن ۲-۵ تقسم (0))] 
مبرهنة 5.15: لنفترض أن عدداً منطقاً 4/م [مختزلا إلى حدوده الادنى] جذرٌ للحدودية ,+ اره +...+ "ايه » 100 حيث 
,2 © وقمرة.....رة. إذنء 8 يقسم الحد الثابت ,ة و ٩‏ يقسم المعامل الرئيسي ,3. [لدينا على الخصوصء أنه إذا 
كان 4ط ٠=‏ عدداً صحيحاً فإن © يقسم د]. 





لنفترض أن 4 + :8 - 2 + 1 - (0. بافتراض أن ل ۲)9 جذراً منطقاً أوجد كل جذور (50. 

ل بما أن المعامل الرئيسي يساوي 1. فإن الجذور المنطقة الوحيدة ل ()1 يجب أن تكون اعداداً صحيحة. ايضاً, تكون هذه 
الجذور ضمن 21 , 22 , 24 . لاحظ أن 80 (1)1 ى 0 (1-)5. نحصلء بالقسمة التركيبية [أى بالقسمة على 2 -]], 
على 











0 تا الحدودیات فوق حقل 


10.15 


11.15 


12.15 


13,15 


إذن» يكون 1-2 جذراً ويكون لدينا (2-:3 + 2002 -  )‏ (40. باستخدام الصيغة التربيعية مسن أجل 
0= 31-2 + . نحصل على الجذور التالية رر وی 2د VT), 1= (~3 VT)/2‏ + 3( =1 ,1=2. 

لنفترض أن 66-3- 22 - ٿا = ()£. ایجد جذور ()ع بافتراض أن ل 200 جذراً صحيحاً. 

88 إن الجذور الصميحة الوحيدة ل ()8 يجب أن تكون ضمن 21 , 23+ . لاحظ أن 0* (1)؟. نستخدم القسمة التركيبية 
[أو نقسم على 1+]], نحصل على 





لذلك. يكون 1-*) جذراً وتكون (1()2-36-3+)) > (80. يمكننا الآن إستخدام الصیفة التسربيعية من اجل 
0 = 31-3- 7 للحصول على الجذور الثلاثة التالية ل  :8)0‏ 1- -غ, 3+1/21(/2) + ؛, 3-1/21(/2) 





لنفترض أن 11-10 + ]2 - *) ع ()5. أوجد كل الجذور الحقيقية ل (8)1) بافتراض وجود جذرين صحيحين. 


8 الجذران الصحيحان يجب أن يكونا ضمن 21 , 22 , 25 , 10+ . نحصاء بالقسمة التركيبية [أو بالقسمة على 
1-) ثم 2+غ) على 






ت070 1-2 
07 ت1 

+10 تا 1 
6-0 +2- 


چ 


1-5230 





وبذلكء يكون 
2-36+5) 


٤‏ و2->) جذرين, ويكون لدينا (2()2-364+5 +)1(0- 6 - ()5. الصيغة التربيعية من أجل 


أنه لا توجد جذور حقيقية أخرى. أي أن ٢-1‏ و2- ٢۶‏ هما الجذران الحقيقيان الوحيدان ل (8)0۔ 





5 
لنفترض أن 66-2 - 3:2 - ا2 = ()۴. أوجد كل الجذور للحدودية ()4 علماً بأن هناك جذراً منطقاً 


8 إن الجذور المُنْطّقة يجب أن يكونا ضمن 1 + . 22 , 41/2 . نختبر كل جذر منطق ممكنء نحصل بواسطة القسمة 
الترکیبیة (أو القسمة على 1+ 2) على 





وبذلك, يكون 1/2- -) جذراً ويكون لدينا (2-:20+1()2-2) - (4-)1/2()212-4+) > (10. نستطيع الآن أن نستخدم 
الصيغة التربيعيسة من أجل 2-2-2 للحصول على الجذور الشلاثة التالية ل 100: 1/2 - مم 10/3 +1»), 
1-3 = 

أثبت مبرهنة 3.15. 

2 إذا 0 2 (خ؟ فى إذا ع عم4 > جعل. فإنه يكون لدينا التمثيل المطلوب )1 + ()ج0 - (10. لنفترض الآن أن 
tbt + by ED = at... +a + a, gy deg f> deg‏ مہ > 8)0. حیث ,یہ و 0<ہ۔ نكوّن الحدودية 


اي" “كم - هار - مال 8 





[هذه هي الخطوة الاولى في «القسمة المطولة»]. إذنء 0684 < ,5 068. توجد, بالاستقراء, حدوديتان (4,0 و (70 بحيث أن 
0 ويع0)رو ع جارك حيث إما 0 2 (0): أى عم ع46 > 0687. نعوض بهذا في (1) ونحل من أجل ()1, نحصل على 


r‏ + [ كع جمرو] - مار 
وهو التمثيل المنشوف 
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5 أثبت مبرهنة 4.15. 
88 نعرف, من مبرهنة 3.15, أنه توجد (9)1 و ۲)9 بحيث أن 


)م + 0)(ه -ع) - زيار 22 


حيث 0 > ۶)0 أو 1ھ (۵-ا)ج٥ا‏ > deg‏ وبذلك. تكون )= 2)0 حيث ا ثابت. نعوض ب 2 > 1 و (): في 
(ا) فتحصل على 1+ (2(4)0 - 8) 2ت (1)8 بما أن 0= () و4-2*0, فإن 20 ()رتط. وبذلك. 
0)وله ¬ ) > زوا ایض و همل + ١‏ - وهنل + زه - de f = deg)‏ = 0 وبالتالي. 1-هد deg‏ 

5 أثبث مبرهنة 5.15. 


2 نعوض ب 6/م 1 في 0= ()۴ فتحصل على 0 د يه + (ولم) يه +...+ "(و/ماية نضرب طرفي المعادلة في "و 
: على 


۳-22 8-4 


بہی۔ رس رر دج رج ہو ں جس وہ رم[ 


بما أن م تقسم كل الحدود ال 5 الأولى في (4)1. فإن م يجب أن تقسم الحد الاخير "8,ة. بافتراض أن © و 4 أوليان ثنائيا 
(نسبياً)» ٠‏ فإن م تقسم ,ه. بالمثل, خسم ا ا ورای یع و اقول "م ما أن ماو و 
أوليان نسبیأً (ثنائيا)» فإن ٩‏ تقسم ,۾ 


مبرهنة 6.15: لنفترض أن 80 حدودية فوق حقل 36 وآن > 0687. إذن, يكون ل ۲)0 عدد ھ على الأكثر من الجذور في 
.K‏ 
5 آثبت مبرهنة 6.15. 
8 يكون الإثبات بالاستقراء على 5. إذا 5*1 إذن ط+ #8 ()1 ويكون ل (ا)1؟ الجذر الوحيد 6/28- > ). لنفترض 
أن 5<1. إذا لم يكن ل 100 جذور. فإن المبرهنة تتحقق. ليكن 46K‏ جذراً ل 4)0 إذن 
)ع -۷) < از 0 
حيث 0-1 - #8 هه0. إننا نزعم بأن أي جذر آخر ل ۴)9 لا بد أن يكون أيضاً جذراً ل 8)0. لنفترض أن 2 * 8 جذر آخر 
ل (ا))۔ ہالتعویض بط = ٤‏ في (1) نحصل على (0)ع(ة - 6)- (100- 0. بما أنه ليس ل K‏ قواسم للصفر, وبما أن 


9( يجب أن بكون لدينا 0< (8)0. بالاستقراء, يكون لد ()ع عدد (0-1) من الجذور على الأكثر. ويذلك, يكون 
ل ()1 عدد (1- 5) من الجذور على الأكثر بالإضافة إلى 5. إذن؛ يكون ل (10 عدد ‏ من الجذور على الأكثر 


مبرهنة 15.7: أنفترض أن ۶)١‏ حدودية فوق الحقل الحقيقي ۸ ولنفترض أن العدد العقدي 1 +2-2, 040 جذر 
ل (8)0. إذن, يكون المسرافق المقسدي 1م8-م-2 أيضساً جذراً ل 50 وبسالتسالسي یکسون 
ت 4 + c(t) = (t~ z(t — 2) = Ê ~ Zat‏ عاملاً ل O‏ 
5 أثبث مبرهنة 7.15. 
آ8 ہماآن 2ء ع8ع0 إذن يوجد )0 و 8 © /134,8 بحيث أن 
M+ N‏ + زيو(ء > )ار )0( 
جذر ل (ا)) و (0)0. فإنه يكون لدينا بالتعويض ب أ + 1-2 في (1) 
f(z) = c(2)q(2) + M(2) + N‏ پر ۰+ زرل + م00٠٥ gl‏ 0 لز + M(a + bi)‏ 


بماآن 1ط +4 





وبذلك. 0= Ma +N‏ و 50ط بماان #0 فلا بد أن يكون 34-0 إذن 0= 0+۸ إو 8-0. ينتج عن 
ذلك إن 9)و)ء - 50 وان 2-4-8 چذر ل 0). 


2 © الحدوديات فوق حقل 


4 





5 لنفترض إن 39 - 251 + ا6 + 3:3 - 0 اوجد کل جذور )1 علماً بان 31 + ٢٤-2‏ جذر للحدودية. 





© ہما ان 2+31 جذرہ إذن یکون 2-31 جذراً أیضاً. ویکون 13 + 4 - ۲ = (0)ء عاملاً ل ()]. بقسمة (140 على 
()©, تحصل على (4-3+ 13()2 + 4 - ) = ()1. نطبق الصيغة التربيعية على 3-++2) يعطينا الجذرين الآخرين 
ل ۴)0. أى أن الجذور الأربعة ل. ٤)1(‏ هي: 3 +2 2-31 15(/2/ +1-), 1-۷/3(/2-) ۔ 

5 لنفترض أن ()! حدودية حقيقية بدرجة فردية. بين أن )5 يجب أن يكون لها جذر حقيقي. 
## الجذور العقدية ل ()۴ تأتي آزواجاً, وفق مبرهنة 7.15. وبالتالي, جنر واحد على الآقل ل )1 يجب أن يكون حقيقياً. 


5 أعط برهاناً هندسياً لحقيقة أن حدودية حقيقية ذات درجة فردية يكون لها جذر حقيقي. 


شکل 1-15 


اھ لنفترض أن المعامل الرئيسي ل (ا)1 موجب [آو نضرب (8)0 في 1-ء إِذا كان الأمر غير ذلك]. بما أن deg f =n‏ حيث 
۸ فرديء يكون لدینا 


lim f()= +0‏ > مر طض 


وبذلك. فلا بد أن يقطع بيان ()1 محور -؛ في نقطة واحدة على الأقل؛ كما يوضحه شكل 1-15. 


5 منطقة مثالية. رئيسية, حلقة التحليل الوحيد إلى عوامل أولية 


سوف نبرهن في هذا القسم أن الحلقة [1]! للحدوديات فوق »!1 هي منطقة مثالية رئيسية, وأنّها حلقة تحليل وحيد إلى عوامل 
أولية. [يطلب من القارىء الرجوع للقسم 8.6 من أجل التعريفات ذات العلاقة]. 
مبرهنة 8.15: إن الحلقة (0] للحدودیات فوق حقل ما تکون منطقة مثالية رئيسية. إذا کان 1 مثالياً في 1ء فإنه توجد 
حدودية (واحدية المعامل الرئيسي) وحيدة 4 تولّد , أي أن 4 تقسم كل حدودية او 
5 أثبت مبرهنة 8.15. 

التكن 4 حدودية ذات الدرجة الأدنى في ل. بما أنه يمكنذا ضرب 4 في سلّمِي غير صفري؛ ونظل مع هذا في , فإنه يمكننا 
الافتراض دون الإخلال بالعمومية أن 4 حدودية واحدية المعامل الرئيسي. لنفترض الآن إن [۴6. توجد. بواسطة خوارزمية 
القسمة, حدوديتان 0 و ۲ بحيث أن + f=‏ وحيث 0< أى 4و6 > 8٥ا‏ الآن. ۲۵1 یقتضیسان 
5 © و؛ وبالتالی, 7 6 ۶-۹۵ 
4 تقسم 1. يبقى أن نبيّن أن 4 وحيدة. إذا كانت '4 حدودیة آخری واحدیة المعامل الرئيسيء وتولّد [, فإن 4 تقسم “4 ى '4 
تقسم 4. يقتضى هذا أن '4 = 4 لأن 0, '0 واحديتا المعاملين الرئيسيين. وبذلك, يستكمل إثبات المبرهنة. 





ولكن 4 حدودية من الدرجة الادنی في 3 ينتج عن ذلك أن 0 > . و 0ه > ]؛ أي أن 


مبرهنة 5 لتكن ؟ وغ حدوديتين غير صفريتين في [)]۸. إذن» توجد حدودية واحدية المعامل الرئيسي وحيدة 4 بحيث 
ان (8) ٤‏ تقسم ؟ و چ (1) إذا '4 تقسم و 8ء إذن '0 تقسم 0. 
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5 أثبت مبرهنة 9.15 
گلا إن المجموعة ]۸ € .8:۳« + ص) = 1 تكن مثالياً. ليكن 4 الحدودية واحدية المعامل الرئيسي التي تولّد 1. لاحظ 
أن 51 ٤ک‏ وبالتالي ٥‏ تقسم ۲ و ع. الآن نفترض أن "۵ تقسم ؟ و ي. ليكن 1 مثالياً تولده '0. إذن ز6 وبالتاليء 
1 1. ينتج عن ذلك أن 3 © ل, وبذلك '4 تقسم 4 كما افترضنا. يبقى أن نبين أن 4 وحيدة. إذا كانت ,4 قاسم مشترك 
أعظم (وواحدية المعامل الرئيسي) ل؟ وى 8, فإن 4 تقسم ,ل و ,ل تقسم 4. يقتضي هذا أن ,3ع ل. لان 4 ى ,4 واحديتا 
المعاملين الرئيسيين. يستكمل هذا البرهان. 
ملاحظة: الحدودية 4 أعلاه تسمى «القاسم المشترك الأعظمء ل ؟ و ع نا 4-1 إذن نقول أن 5و ع أوليتان نسبياً 

نتيجة 10.15: لتكن 4 القاسم المشترك الأعظم للحدوديتين ؟ وى #. إذن. توجد حدودیتان ۳ و ١‏ بحيث أن ij .d = mf + ng‏ 

كانت ؟ ى 8 أوليتين نسبياً فإنه توجد حدوديتان «: و 5 بحيث أن ! - ج0 + ۲ج 

5 أثبت نتيجة 10.15. 

8# نجدء من إثبات مبرهنة 9.15 أن 4 تولك المثالي ([0]! © «.سنهم + مم) - 1. وبذلك؛ توجد ()۸ € 1,5 بحيث أن 
.d = mf Ft ng‏ 

5 عرف حدودية غير - خزولة. 

8 نقول عن حدودیة [1]0 © م أنها غير خزولة. إذا كانت درجة م موجبة [آي أن م ليست ابتة] وإذا م4 م 
یقتضي ان ۶ او ۾ عدد سمي 
توطئة 11.15:لنفترض أن ]× € ۶ غیر ۔ خزولة إذا كانت م تقسم جداء ع) للحدوديتين fg EK‏ فإن م تقسم ٢‏ أى 


۴ تقسم 8. بعمومية أكبرء إذا كانت م تقسم جداء عدد 0 من الحدوديات يأر فإن م تقسم واحدة من هذه 
الحدوديات. 





5 أثبت توطتة 11.15۔ 
# لنفترض أن م تقسم 58 ولكنها لا تقسم . بما أن م غير خزولة, فيجب أن تكون الحدوديتان ؟ و م أوليتين نسبياً إذن. 
توجد حسدودیتسان ‏ (ا]م 6 1,0 بحيث أن mf + np  [‏ بضرب طرفسي هذه المعادلة في ع. تنحصل على 
ع > 208 + عص. ولكن p‏ تقسم 8 وبالتالي 85. إذن, م تقسم 8م وبالتالي تقسم م المجمرع همه + ع0 > ع. 

لنفترض الآن أن م تقسم )...گ۶ اذا کانت م تقسم ,5 نكون قد انتهينا. وإذا كان الآمر غير ذلكء فان م8 ویسبب 

0.5.٠‏ هذا يكمل برهان 





النتيجة أعلاه ‏ تقسم الجداء ,؟...ر؟. نجد. بالاستقراء على ١‏ أن م تقسم واحدة من الحدودیات 
التوطئة. 
مبرهنة 12.15(مبرهنة التحليل الوحيد): لتكن ؟ حدودية غير صفرية في [0]کا. إذن, يمكن كتابة 4 وبشكل وحيد [باستثناء 
الترتيب] کجداو ٥ي‏ ,ما-] حيث 261 ونم حدودية واحدية المعامل الرئيسي وغير خزولة في 
لكا 
5 أثبت مبرهنة 12.15 


8# نثبت أولاً وجود جداء مثل هذا. إذا كانت ؟ غير خزولة أو كانت €٤‏ فمن الواضح وجود مثل هذا الجداء. لنفترض. 
من جهة آخرىء أن ۲88 حیث ؟ و ع غير سلّميتين. إذن. يكون ل » و ۸ درجتان أقل من درجة ؟. يمكننا أن نفترض. 
بالاستقراء ان پا ورڈ کا > ھی پا حیطرظیا < ط۔ حیٹ kk, EK‏ وحیث ںق و پا( حدودیات واحدية المعامل الرئيسي 
وغير خزولة. ينتج عن ذلكہ ان .را .رع 8ر )) * ۲ وهي التمثيل المطلوب 
نثبت الآن وحدانية مثل هذا الجداء [باستثناء الترتیب] من أجل ؟. التفترض أن ۸44 = .۸= حيث 
كا كلا وحيث 9...9 حدودیات واحدية المعامل الرئيسي وغير ‏ خزولة. الآن؛ م تقسم 0.۹0 ہما 
أن ,م غير خزولة فيجب أن تقسم واحدة من ال .و (بسبب التوطتة أعلاه). لنقل مثلاً أن ,م تقسم ,. بما أن ,5 ى ,4 غير 
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27.15 


28.15 


٦‏ الحدودیات فوق حقل 

خزؤولتين وواحديتا المعاملین الرئيسيين, إذن ,> رم. ينتج عن ذلك أن ي4...رو'ط > ,م...رط. ويكون لديناء بالاستقراء 
أن دم وأن .4 > ,م....رر - رم من أجل ترتيب معين لل ,. يكون لدينا أيضاً أن ۴= .K‏ وبذلك. يكتمل إثبات 
المبرهنة. 





آذكر منطوق المبرهنة الآساسية للجبر. [البرهان يقع خارج نطاق هذا النص]. 

# المبرهنة الأساسية للجبر: إن الحقل العقدي © مغلق. أي أن أي حدودية غير صفرية ()۴ فوق © يكون لها جذر في 0. 

ويمكن بالتالي كتابتها وبشكل وحيد [باستثناء الترتيب] كجداع 0( - ).لرا ¬ )ر1 - <k)‏ ۴)0 حیٹ 6٤‏ تا أي 

كجداء تحدوديات خطية. 

مبرهنة 48 لتكن (70 حدودية غير صفرية فوق الحقل الحقيقي 8. إذن, يمكن كتابة ()4 وبشكل وحيد [باستثناء الترتيب] 
کجداءِ ‏ 9)يم...0)ر00),م! > 100 وحيث ال (0,م و 1:678 حدوديات واحدية المعامل الرئيسي وغير 
اخزولة من الدرجتين الأولى أ الثانية. 

أثبت مبرهنة 13.15. 

8 نجد, من المبرهنة الأساسية للجبر, أن (:-)...(: - 10-700 100 حيث 60 تب ہما آن 8 هى المعامل 

الرئيسي ل 0 فإن 28 أيضاً إذا كان لط + 





جذراً غير حقيقي. فإنه يوجد جذرٌ [ط-ه-. كما أن 
02 + توب جوو - ٹ > (- )ل - ) > وام حدودية فوق , ى (50 هي واحدية المعامل الرئيسي؛ خزولة كذلك فوق 8 
لان جذريها غير حقيقيين. المبرهنة تتبع من ذلك. 


5 حدودیات لمصفوفات ومؤثرات خطیة 


29.15 


30.15 


31.15 


يعالج هذا القسم حدوديات المصفوفات. وتحديداً. إذا كانت رة + اة +...+ "اة = ۴)0 حدودية فوق حقل . و ۸ 
مصفوفة مربعة -0 فوق ‏ فإننا نعژّف آ۵ + 8,۸ SA tk‏ (4۸,ء حیث المصغوفة المتطابقة. ونقولء على الخصوص؛ 
بآن ۸ «جذرء أى «صفرء ٹلحدودیة (ا)) إذا 0> (1)۸ 


المسائل 32.15-29.15 تتعلق بالمصفوفتين 8 =4 =8 


أوجد (1)8 حیث 7+ 31 - 2 = (). ھل ۸ جذر ل 1)0؟ 
10 او و ا لون 5 

8 (أ إ)+( 30 )7 )2 تتجمد- 24° A=‏ 
16-4 270 وس ےن 0 14 
IE 3 50 39)‏ 3 

۸ ليست جذراً ل ۴)0 لان (1)۸ ليست المصفوفة الصفرية. 

أوجد (4)ع حيث 2- )5 - = ()ع. هل ۸ جذر ك 0)ع؟ 


 9 ٠‏ رت 


8 6 2*8 5( 
۸ تساوي صفراً لأن 8)0 مصفوفة صفرية. 
أوجد (۴)8 حیٹ 30+7 - 2۴ > 1)0 
( ا ع ما و اتج هة- ته رهار 


-) 6 CE 9*0 =O 


32.15 


3315 


30.5 


35.15 


36.15 
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38.15 
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أوجد (8)8 حیٹ 13 + 6٥‏ - ثاے وق 
- (0 8ؤ 1+( 1ھ +(و )»تدمع تھدھ 


[وبذلك. تكون ٹا جذراً ا ۸)0] 


بن ان( =4 جذ صفري ل 5 - 4 - ا = 100 


o > 9‏ (*)4- )1( )سس مهم درمر 
سد (إ )2ه یج۸ ۸ ھ۸ 
D0 0-0 7 4=) 0) 1=) 7 8‏ ¢ 





ا د اللا را و ين 5 
سوف نفترض أن (" )2 4. النتيجة صحبحة من أجل 1.2,3 -8. بافتراض أنها صحيحة من أجل 0-1 بكون لدينا 


۶78 1_1-۔ھ 1/1 1)۔ے :رر ے۸ 
لو در 0 ات AA‏ 
مبرهنة 14.15: لتكن / و م حدوديتين فوق ٤ا,‏ و ۸ مصفوفة مربعة -5 فوق .K‏ إذن 
)( (قعع + ۸) ٭ بق(ع + (f‏ 
(iD‏ (۸)وھ۸) -> (۵)(و7) 
(KIKA) = KIA) (iii)‏ حبث .k € K‏ 
آثبت (1) في مبرهنة 14.15. 
8 لنفتسسرض أن رھ + ٤ے‏ +...+ "اھ =۴ ورط+ ار +..+ "اط - 8. إذن يكسسون لديتنا, تعريفاً أن 
آررة +هرة ...+ a,"‏ = (۸) و ارط + b۸‏ ...+ "۸ے = (۸)ع. لنفتترض ١>١‏ ولتكن 20 رط إنا -×<ذ 
ان (يط + پ3) + اط +پھ) +...+ گال ا + پ۵) < ع ٢+‏ وبالتالي. 
1,A" + bA" +...+ aA + bA + al + b,l = F(A) + g(A)‏ = آلا + ھ) + 4ظ + ,ھ) +...+ ۸ض +1) > (عج +۴ 





أثبت (1) في مبرهتة 14.15 
1 


< ول حیسٹ ے٢8‏ 2٠۲۰ء‏ وہسالتسالسي, 


Ho الديناء من التعسريف. “يم 2 کہ‎ mH 
0 


“من به د< مل د 





faa = (SD a4 (E s4) = > Û aa = aa = (O 


تج 

أثبث (111) في مبرهنة 14.15 

گل لديناء من التعريف,. ي18+ ابه +...+ "يه ع 66 وبذلك, 

(۸)کا د (لہد + قبع خط "فيه < ليها + ہت ++ “خيما ع جیت0 

بين أن أې حدودیتین في مصفوفة ۸ تنبادلان, أي أن (5(])8)ج - (1)8(8)8 من اجل أي حدودبتین (ا)؟ و 2)0 

8 بما أن 01)0)ع > (5)08)0, فإن مبرهنة 14.15 تخبرنا أن (۸(۴)۸)ع = (۴)۸(۴)۸. 

ملاحظة: لنفنرض أن ۷م۔7:17 مؤئر خطي على فضاء متجهي ۷ فوق کاء ولنفترض أن يق اب +...+ تل < 100 
إذن, نعرّف (8)/ بنفس الاسئوب الذي إتبعذاه من أجل المصفوفات: آره + 7ر٥‏ +...+ ”ل٥‏ ئ (۲)۲, حبث [ هو 


6 ٠ا‏ الحدوديات فوق حقل 
الآن التطبيق المحايد. نقول آيضاً أن 7 «صفرٌء أو «جذرٌء ل (1 إذا 0 > (1)7. كما أن مبرهنة 14.15 تظل صالحة 
من أجل المؤثرات. كما هي من أجل المصفوفات. وبذلك» وعلی الخصوص, یکون أي حدودیتین في 17 تبديليتان. 
5 ليكن ۷ الفضاء المتجهي لدوالء وبحيث تكون (8 6,05 2510 قاعدة له وليكن 8 المؤثر الاشتقاقي على .١/‏ بيّن أن © صفرٌ 
ل1+ ظشرے )۸)0 
8 نطبق (۴)5 على كل متجه في القاعدة: 
f(DXsin 0) = (D* + 1) (sin 6) = D*(sin 0) + I(sin 0) = ~sin 0 + sin 0 = 0‏ 
cos 0 = 0‏ + 0 ومع- ت )0 f(DXcos 6) = (D* + 1)(cos 0) = D*™K(cos 0) + H(cos‏ 
بما أن كل متجه في القاهدة يُطَبّق إلى 0: فإن كل متجه 7 © 7 يُطَبق أيضاً بواسطة (0)؟ إلى 0 وبذلك. 0= (0). 
5 لتكن 4 تمثيلاً مصفوفياً لمؤثر 7. بيّن أن (1)0 تمثيل مصفوفي ل (4)15, من أجل أي حدودية ‏ (10. 
لیکن 4 التطبيق 4 ج22 أي الذي يرسل المؤثر 7 إلى تمثيله المصفوفي 8. نحتاج إلى إثبات أن (8)؟ - ((4)505 
انفترض أن ,8 + 84 +...+ اس ۴)0. يكون الإثبات بالاستقراء علی 8 درجة ()1. 
لنفترض أن 0 ٭ھ تہذکسران 1٭ ()(ء حیسٹ 'ا التطبیسق المحایسد و آ المصفسوفة المتطابقة. إذن. 
(۸)۸ ع آيه - ('1)جرة - ('آية)ج > ((0)501 ٠‏ وتكون المبرهنة متحققة من أجل 0 > 8. 
لنفترض الآن المبرهنة صالحة من أجل حدوديات ذات درجات أقل من 5. إذن» وبما أن 4 تشاكل تقابلي على جبر. يكون 
لدينا 
(a, 1“ +--+ aT + al)‏ + (١-*3)ن(1)ضيه‏ ع اليه aT ١‏ + 
Fad + al) = f(A)‏ 


f(T) = ۳ےہ + ”تہعاف‎ 
= a, AA" + (a, ”۸ر ا‎ 





وبذلك تكون المبرهنة قد اثبتت. 
5 لتكن ۸ آي مصفوفة مربعة» ولتكن 7 مصفوفة غير شاذة من نفس المرنبة. مِيّن أن (آ) ۳۸۳۴ ۲= ”(۸۲" )» من أجل أي 
عدد موجب 8 و (ب) ۶۶۸(۶ < (۵۶ٴ١8)۶,‏ من أجل أي حدودیة (40 
ھ (ا) الشرط يتحقق بديهياً من أجل 
(PAP) = (PT APXPTAP)"7! = (P™AP)(P Ap) = p7 1Arp™!‏ 





إذن» وبالإستقراء ‏ 1< م 


(ب) لنفترض ‏ مه+ اه +...+ کاو (500. إذن 
(P7AP)"7 +...+ a, (P AP) + a,Î‏ 
'IP)‏ طايه + a,(P7'AP)‏ کر بس سیا 


f(PTAP) = a, (PT'AP)" + a, _, 
= a, (PAP) + a, 

سے م م 1- 

=P 4 4+ 8. 14.4 طزلية + شرة‎ = PA 





5 لنفترض أن 8 مصفوفة مشابهة ل خ. بِيْن أن (1)8 مشابهة ل (1)8 من أجل أي حدودية 110. 
8 ابما أن 8 مشابمة لہ ۸, فإنه توجد مصفوفة غير شاذڈ ۶ بحيث أن 8-88 - 8. إذن. وبواسطة المسالة 41.15 


<(ی)!-ع ے رطم! “5 ع (8)؟. وبذلك. تكون (1)8 مشابهة ل (4). 


5 لتكن 8 أي مصغفرفة مربعة. بيّن أن () 88(7) - "(87) من أجل أي عدد موجب « و (ب) '[(8۸] > (1)875 من أجل أي 


حدودیة (50 


# () يتحقق الشرط بديهياً من أجل  !‏ 5. إذنء بالاستقراء ومن أجل 1< ھ 


(AT = ATA) = AEA) = (APA) = (AT 
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(ب) نفصسرض آن پ۵ +)رھ +...+ ٣ا‏ رھ + "8< 500 إذن؛ باستخدام حقيقة أن 07+ 5مس ؟زن + ص) 
و "۸۴ = "()) يكون لدينا 
f(AT) = a, (AT + a, _ (A+... +a AT + a,‏ 
“ليه + اشرو عا “زا "4 _ 4,A" + a,‏ = 
aA" + a, 8"7 +... aA * aJ" = HAJJ"‏ = 


44.15 





أن (۴)4 متناظرة من أجل أي حدودية 100 
الا بما أن 4۸ متناظرة 4= "4. إذن. وبالمسالة 43.15« {KAJ} = f(A") = f(A)‏ وبالتائي. تکون (۸)) متناظرة. 
5 لتكن 8 مصفوفة مربعة -. بين أن ۸ صفرٌ لحدودية غير - صفرية 
© لیکن N=”‏ ولننظر المصفوفات ال 1 +81 التالية: ”4,47,....8,]. تذكر أن الفضاء المتجهي ۷ للمصفوفات 
المربعة -8 يكون بُعْدُه ”= N‏ وبذلك. فإن المصفوفات ال | + ۸ اعلاه تكون مترابطة خطياً. وبالتائي» توجد سلّميات 
پ22 بحيث أن 0= أيه + شر +..+ مہہ ينتج عن ذلك أن 8 صفرٌ للحدودية پة + ارد +...+ ثليه - 700 
ملاحظة: أن النتيجة السابقة إثبات وجود؛ فهي لا تخبرنا كيف نجد حدودية تكون 3 جذراً لها الفصل التالي يعطينا حدودية 
مثل هذه الحدودية المميزة ل 8 


5 لتكن مصفوفة قطرية مركبة 





صف 1040 من أجل أي حدودية ()۴ 
wm‏ ہما أن المصفوفات الجزئية (للمصفوفة القطرية المركبة) تجشع وضرب باستقلالية. فإنه يكون ل (04) الشکل التالي۔ 
حيث المصفوفات الجزئية القطرية هي (۸,(.....1)۸)؟ 


/۸۸,( 
0 





5 لتكن المصفوفة القطرية المركبة 





حيث ,4 مصفوفات مربعة. صف (1)00 من أجل أي حدودية ()) 


8 بما أن مجموع وجداء المصفوفات القطرية المركبة هي أيضاً مصفوفات قطرية مركبة, وہما العناصر القطرية تجمع 


وتضرب بشکل مستقل, فإنه يكون ل ()) الشكل التاليء حيث (ي5)8.....( ۲)۸ المصفوفات الجزئية القطرية: 
f(A) X‏ 
f(A2)‏ 0 


0 0 ° fA» 





الفصل 16 
ندرس في هذه الفصل الشروط لكي تكون مصفوفة 8 مشابهة لمصفوفة قطرية ولكي يكون مؤثر خطي 27 وهو أمر مكافىء, 


ممثلاً بواسطة مصفوفة قطرية. إن هذا الموضوع مرتبط جداً بجذور حدودية معينة ذات علاقة ب-4 و 7). كما أن الحقل كل, 
وهو حقل التعريفء يلعب أيضاً دوراً مهماً في هذه النظرية لأن وجود جذور حدودية يعتمد على £ 


6 الحدودية المميزةء مبرهنة كايْلي ‏ هاملتون 


1.16 


2.16 


3.16 
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لتكن ۸ مصفوفة مربعة -8 فوق حقل کا: 





عرّف الحدودية المميزة ل ۸ 

8 يطلق على المصفوفة 4 - ,1 حيث ,1 المصفوفة المتطابقة المربعة -0 وحيث ‏ متغير غير معين, إسم «المصفوفة 
المميزة» ل ه: 

“arn 


A= | مك‎ 








4 رھ 
أماأ محددتهسا (4 - ,1))اء0 - (مارة 2 وهسي حصسدودية في » فتسمسى «الحدودية المميزةء ل 6. ونطلق على 
0ع (4 -~ de),‏ = (4) ,4 . المعادلة المميزة ل ۸ 
إن مبرهنة 1.16, التي سوف تبرهن في المسالة 16,20 وتستخدم في المسائل التالية, تعتبر واحدة من أهم المبرهنات في 
الجبر الخطي 
مبرهنة 1.16 (كائلي ‏ هاملتون): إن كل مصفوفة مربعة 4 صفرٌ لحدوديتها المميزة. 
اوه ام رذیة ال دا 3- )عم 
# بكوّن المصفوفة المميزة 4-آ): 


0 0( )7 )مده 


والحدودية المميزة (/)4 ل 4 هي محددتها: 





کور +ر-پڑ(2-)>| رد | Al=‏ باع يد 


-5 


0 13 
أوجد الحدودية المميزة (26 دی 2 ]ذف 
2 40 


0 ہس وہ 
[0-s a= =F 212 =‏ 


1 او کو و |1 == a‏ 
وہر ے0 4 


# تعربب لخترناه من أجل 018808811281408 - المعرّب . 


6.16 


7.16 


8.16 


9.16 
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أوجد الحدودية المميزة ۵)0 1 2 = 






4- بج ے ٹر سو 1-2 ۔ دام دواع )ةن 





3 


حقق مبرهنة كايلي - هاملتون من أجل المصفوفة ۸ في المسالة 4.16 أي حقق أن ۸ جذر لحدوديتها المميزة. 
8 أعطينا 4-+3- 2 -()ة , إذن 


0 کے ۶ ہے 


لتكن مصفوفة )٥(‏ > ۸ مربعة 80 [كما في مسالة 1.16]. حدّد الحدّين الاول والثاني والحد الثابث في الحدودية المميزة 
4,0 ل۸ 


88 كل حد في المحددة يحتوي على مدخل واحد فقط من كل صف وكل عمود؛ وبالتالي. تكون الحدودية المميزة أعلاه في 
الشكل 


حدود تحتوي على عدد (0-2) على الأكثر من عوامل في الشكل ,۵ - ۲ + (ےه )۰۰۰ (یره = )ره ع) -()رة 
ينتج عن ذلك أن 
حدود من درجات أقل + ' "ريرم + ٠٠١‏ + ريه + ر ه) - "۲ = () ۸ 

تذكر أن أثر ۸ هى مجموع حدودها القطرية. وبذلك. تكون الحدودية المميزة (ھ -,/):٥ل‏ <0)ر۵ ل۸ حدودیة واحدية 
المعامل الرئيسي من الدرجة 8. آما معامل ٠!‏ فهى سالب أثر ث. [تكون حدودية واحدية المعامل الرئيسي إذا كان معاملها 
الرئيسي 1]. 

بالاضافة إلى ذلك إذا وضعنا 0دا في ()رة. تحصل على 1("|4) -إ4-|(4,)0 . ولكن (0)ر4 هو 
الحد الثابت في الحدودية (/),۵ . وبذلكء فإن الحد الثابت للحدودية المميزة للمصفوفة 4 يكون |4 |"(1-) حيث 8 مرنبة 
۸ 


3 2 ای لا کی 
اَچد العدردیۃ: السیزۃ 0ھ د( ٠‏ )عم 


8 لدينا هنا 7- 9+ 2- ے (۸)ئ و6 24+ 19- <  .۵0:)۸(‏ وبالتالی 707+6 ترے )0ھ ۔ 


أوجد الحدودية المميزة (۵)0 ۳ 4 ( 8 


3 





لدينا هنا 3- - (7-) + 4 > (8)نا ي 5= = 15 + 28- = (e)8ل.‏ وبالتالي 3113+ 7= ()۵ . [نؤكد على 
أن هذا هى سالب الاثر والذي هو معامل '-")] 


جرھ ‏ جر» Au‏ 
لنفترض أن | روه يده یھ 


دده جوا رھ 


=4 . ما يلي صيغة من أجل الحدىدية المميزة (1)& ل ۸: 




















2, (| “5|, | و4‎ au “| 0 

۾ بي E rk (-٥‏ +| مم A() =1" (a, + a, + a‏ 
پک ی أده | اوده برها ارده وده (ورھ + وھ ۴ ھ) 0 
جدھ دد و 


=F tA) + (4, + A, + A;2) ¬ det(4) 


[نرمز ۽۸ ر4 بره هنا على الترتيب لمتعاملات العناصر القطرية ,2 ور ,,ۃ]. ارجد ۵)0 عندما 


2 
|1 4 5إعم 
2 


0 تا القیم الذاتیة والمتجھات الذاتية, التقطير 


1 41| 13 12 
8 هنا 2-3 +4 لع رمع 1= |1 3|44۶ |= كدرل 2 AFA ACSA‏ 
وكذلك 








33 
66 24-70-20 - 0۹ر +ہب+ع۔إ۱ 4 5ا۔>ڑھا 
2 277 
إذن 9-66 77- 7=( . 
المسائل 12.16-10.16 تتعلق بالمصفوفات التالية: 
8= 14 
و ہے EEF‏ 
5 5 1 = 
وی € ):0 


6 أوجد حدودية ()1 تکون ۸ جذراً لها 


8# نعرف؛ من مبرهنة كايّلي - هأملتون» أن کل مصفوفة هي جذر لحدودیتھا الممیزة ولذلكء لتكن ()۴ الحدودية المميزة 
کہ ۸: 


7 





امھ ای غ-۱ادم-مادسمہ 


Fat 


6 أوجد حدودية (80 تكون 8 صفراً لها. 
8 لتكن ()ع الحدودية المميزة ل 8: 


wf +214 13 





34 
4 ا ¬ l1‏ = 8(0 
56 أوجد حدودية ۸)0 تكون © جذراً لها. 


3 یہ رہم 
7 اٹ سس !ہد 





اوت ار 0 كماد وه 
1+ع 2~ 0 


6 اوجد الحدودية المميزة (/)4 لمصفوفة مثلثية 





# بما أن 4 مثلثية و !؛ قطرية, فإن ۸- 1ا تكون أيضاً مثلثية بعناصر قطریة ,8 - ) 


Tn‏ بھ- ے۲2 





ب02 





٤٤ہ"‎ 





A) = (£= a(t a, (t= a,,) xt إذن, تكون |4 - 1| =()4 جداء العناصر القطرية‎ © 


6 بين آن مصفرفة ۸ ومنقولتها "۸ يكون لهما نفس الحدودية المميزة. 
© نجد. من عملية إيجاد المنقولة. أن "۸ -!1)= "(۸4 - )). ہما ان مصفوفة ومنقولتها لهما نفس المحددة. إذن 


75م -1:ع ”زم -1) دم - 1). وبذلك. يكون ل“ ۸ و "4 نفس الحدودية المميزة. 


6 انفترض أن ا ') - 14 حيث ,4 و ر۸ مصفوفتان مربعتان. بيّن أن الحدودية المميزة ل 20 تساوي جداء الحدوديتين 
2 2 


الممیزتین لد ۸ ف ر۸. 





1616 


17.16 


18.16 


19.16 


20.16 
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a‏ ( هج تو 


ہیں ' م )= 1-8 .ولكن محددة مصفوفة مركبة تساوي جداء محددات المصفوفات الجزئية القطرية. 
2 


8 0۲۸-۸ 
وبذلك. |8 - ۷-۸0 > | روا 27ج "| > مهن ٠‏ كنا هو مطقوب. 


عمم النتيجة في المسالة 15.16 
# إن الحدودية المميزة ).4ك للمصفوفة المركبة المثلثية 





تساوي جداء الحدوديات المميزة للمصفوفات الجزثية القطرية ۸ أي أن )ر4 ٠٠٠‏ (0)رر04), ر4 > ()رية . 


المسائل 19.16-17.16 تتعلق بالمصفوفات التالية: 


4 3 2 1 9- 7 5 2 0 و كر 
6 8 2 متام 4 6 4 1| م ا 
5ك 3 0 "|e‏ 5- 6م86 0 واد8 4- 5 3~ Tl‏ 
4 0 0 0 ق2 0 7 0 0 0 


أوجد الحدودية المميزة (/)4 ل 8 

8 بما أن 8 مظفية, إذن (4-:)(3 -)(2- )(1-/) = ۵)0 . 

أوجد الحدودية المميزة ۵)0 لہ 5 

8 الاحظ أن 8 مصفوفة مركبة مثلثية وأن المصفرفتان الجزثيتان القطريتان: (5 )يه اڈ يم 
وبذلك, (28 + 94 - )37 +6 ~ (D4, (0 = (f‏ ,4 = 4(0 

أوجد الحدودية الممیزة (۵)0 ل 1 

8 لاحظ أن 7 مصفوفة مركبة مثلثية بمصفوفات جزئيسة قطرية 5 ھ۵ اوت0 
وبسذلك. (7 7 )(33 +بق- 5(),6- )»ع یھ ۔ 


اثبت مبرهنة كاثلى ‏ هاملتون 1.16 


تكسن و مط وة بعسة -0 إختياريسسة, ولتكسن ()4 وديتهسا المميسزة. أي 
+٠ + +‏ ",ر + = |4 -1] =()4 . لتكن الآ 8 المصفوفة القرينة الكلاسيكية للمصفوفة ھ - تا إن 
عناصر ()8 هي متعاملات المصفوفة ۸- لاء وبالتالي. فهي حدودية في ا من درجة لا تتجاوز 1-م إذن, 


وه +رق بی اضر ےھ دئاق حيث ,8 مصفوفات مربعة -8 فوق 16 ومستقلة عن ). تأسيساً على الخاصية الاساسية 
للمصفوفة القرنية [مبرهنة 11.8], نجد آن 

(1~ AJB() = |1 — AlI 
(= AB, ++ B+ Bg) = (F آو 7ھ ۷ھ ۳+ کے"‎ 


بحذف الأقواس ومساواة معاملات القوى المتقابلة ل » نحصل 
اس او يي 7 








82 تا القیم الذاتیة والمتجھات الذاتیةء التا 
القيم الذاتیة والمتجھا ي 


21.16 


22.16 


23.16 


24.16 


25.16 


نضرب المعادلات المصفوفية أعلاه في "۸ء 








AB, — AB, = aA 

~ AB, 7 aol 
نجمع المعادلات المصفوفية آعلاه: ليه + 4ة + 87 + 4 = 0 بتعبیر آخر. ۵)4(=0 . اي آن ۸ صفر‎ 
لحدوديتها المميزة‎ 
مبرهنة 2.16: يكون للمصفوفات المتشابهة نفس الحدودية المميزة.‎ 


أثبت مبرهنة 2.16 

8*5 النفترض إن له و8 مصفوفتان متشابيتان, أي ط5”!4 > 8 حيث 8 مصفوفة عكوسة. باستخدام ۴1۴ = 41 
ون تا زیر زم ۔ روز رز کررے زصزر ۔ زن!-ز ے )صر!۔ع - B| = | ~ PAP| = (PIP‏ - )| . بمسا أن 
المحددات أعداد سلّمية وتبديلية, وبما أن =١‏ |۶1|۶)» فإننا نتحصل في النهاية على إ۸ - |٤8‏ < |8 - گا . أي آن 
۸ و 8 لهما الحدودية المميزة نفسها. 


لنفترض إن 1:۷+۷ مؤثر خطي على فضاء متجهي منته البعد /. عرّف الحدودية المميزة (⁄)۵ ف اء 
8 لتکن ۸ التمتيل المصذوفي للمؤثر .1 بالضسبة لقاعدة ما في 7. إذن نعرّف ()4 بأنها الحدودية المميزة ل ۸. 


بما أنه قد يكون لتطبيق خطي ۷>۷ :1 تمثيلات مصفوفية عديدة, فهل من الممكن أن يكون للتطبيق .1 أكثر من حدودية 
مميزة وأحدة؟ 
٭ ل فكل التمثيلات المصفوفیة ل ا مصفوفات متشابهة. ويكون المصفوفات المتشابهة نفس الحدودية المميزة (وفقاً 
المبرهنة 2.16). بتعبير آخر, الحدودیة المميزة ()4 للتطبيق ءا وحيدة. 
ليكن 8027 :1 معرّفاً بواسطة (2 - ×42 + 22,5 - ر3 + 2) = (2,ل.»)1. أوجد الحدودية المميزة 4)9 لا 
8 نوجد تمثيلاً مصفوفياً ل -1. نستخدم القاعدة المعتادة ل 8 فنحصل على 

2 3 -2 

٥ 5 3‏ )ےڑا 

1- 0 1 
وبذلك» 


چ و د 
8-5 0 
1+1 0 نيه 


A) = 





ورس ری 3-6 











لیکن ۷ الفضاء المتجهي لدوالء بقاعدة '(0 8.05 «أه) - 8 وليكن 0 المؤثر الاشتقاقي على . أوجد الحدودية المميزة 
كه له 
# نوجد أولاً المصفوفة ه التي تمثل تا في القاعدة 8: 
D(sin 6) = cos § = Q(sin 0) + 1(cos §)‏ 
D(cos 0) = — sin 0 = — 1(sin 0) + Ofcos 0)‏ 
ان ل( )=4 =[2] د 1+ 
O2‏ 


|١ |‏ =4 »من . ينتج عن ذلك أن 1+ =()4 هي الحدودية المميزة 
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6 القيم الذاتية والمتجهات الذاتية 


2616 


27.16 


28.16 


29.16 


سوف نستخدم في هذا القسم التعريفات التالية. ويكون لكل تعريف شکلان, أحدهما من أجل المصفوفات والثاني من أجل 
المؤثرات الخطية. 
تعریفات (آ): لتكن 4 مصفوفة مربعة -« فوق حقل . نقول عن سلّمى ×۸6 أنه قيمة ذاتية ل 4, إذا كان يوجد متجه 
(عمودي) غير صفري "6۸ ۷ بحيث أن 2۷ ۸۷. ويسمى كل متجه. يحقق هذه العلاقة. متجھا ذاتباً ل ۸ مقرناً بالقيمة 
الذاتية .2. أما المجموعة ,غ لكل المتجهات الذاتية المقرنة ب 2 فهي فضاء جزثي في "× يسمى «الفضاء الذاتي» ل ۸. 
تستخدم كثيراً المصطلحات القيمة المميزة والمتجه الممیز [أو القيمة الفعلية والمتجه الفعلي]. بدلاً من مصطلحي القيمة 
الذاتية والمتجه الذاتي. 
تعريفات (ب): ليكن 1+1 :7 مؤثراً خطياً على فضاء متجهي 7 فوق حقل ك. نقول عن سلّمى 1.1٤‏ أنه «قيمة ذاتية, 
ل : إذا كان يوجد متجه 17 © يحقق ۷۔3“ (100. كل متجه يحقق هذه العلاقة يسمى عندئذ «متجهاً ذاتيأء ل 7 مقرناً 
ب.9. وتسمى المجموعة ,12 لكل مثل هذه المتجهات, وهي قُضاء جزٹي في ۷, ب «الفضاء الذاتي» ل.2. 
نستخدم فيما يلي المبرهنة 3.16, التي سوف تبرهن في المسالة 37.16 


مبرهئة 3.16: إن المتجهات ألذاتية غير الصفریة المقرنة ہقیم ذاتیة مخثلفة تکؤّن مجموعة مستقلة خطیاً 


لیکن ۷ى۷: التطبيق المحايد على أي فضاء متجهي غير صفري ۷ء بين أن ۸=1 قيمة ذاتية ل 1. ما هو الفضاء 
الذاتي ,8 ل 1= ۸؟ 
8 لدینا ۰۱۷ ۷< (10ہ من أجل كل ا ©0. هذه ال|-22 قيمة ذاتية ل 1. كما أن ۷= ,8 لان كل متجه في ۷ 
هى متجه ذاتي مقرن ب 1. 
لیکن ۸8 +”8 :1 التطبيق الخطي الذي يدير كل متجه ۷١۷‏ بزاوية 90= 7/2 = 0. بين هندسياً أن ءا ليس له قيم 
ذاتية, وبالتالي ليس له متجهات ذاتية. 
8 الاحظ أنه لا يوجد متجه غير صفري يكون مضاعفاً لنفسه, وهو الشرط التعريفي لقيمة ذائية. وبذلك, لا يكون ل نا قيم 
ذاتية. وبالتالي لا يملك متجهات ذاتية 
لتكن 2 42 بین ان (1) ”(2,3) > ,۷ متجه ذاتي ل ۸ مقرنٌ بالقيمة الذاتية 4- ,3 ل8؛ (ب) 1,1(7) > ي۷ متجه 
ذاتي ل 4 مقرن بالقيمة الذاتية 1- -ي3 ل8. 
ھ0 يوي ا 1 

0 3286007 )> رهم 
وبذلك يكون ,7 متجها ذاتياً ل ۸ مقرناً ب 4= ۸. 

„(1 2 1١ _/-1١. 

(ب) ٣۷پ‏ 
وہذلكہ یکون ر۷ متجھاً ذاتیاً ‏ ۸ مقرناً بہ 1- ٭ پ3 ۔ 


لیکن ۷ الفضاء المتجهي للدوال الإشتقاقية على ۴8ء وليكن ۷+-0:۷ المؤثر الاشتقاقي. 

بين أن الدوال”*»,... ,6 ,01 حيث ,2.....رة سلّميات غير صفرية مختلفة, هي متجهات ذاتية ل 0. باي قیمة ذائیة پ2 
تقرن ء٠‏ بين أن هذه الدوال مستقلة خطياً 

لٹا لدينا “مه =('"ء)0 ؛ وبالتالي, يكون ٠‏ متجهاً ذاتياً مقرناً بالقيمة الذاتية ,4= ,2 نعرف» من مبرهنة 3.16 أن 
هذه الدوال مستقلة خطیأً, لانها متجهات ذاتية غير صفرية مقرنة بقيم ذاتية مختلفة. 


4 0 القيم الذاتية والمتجهات الذاتيةء التقطير 


30.16 


31.16 


3216 


33.16 


34.6 


لتكن ۸ قيمة ذاتية لمؤشر خطي ۷+۷ :7 . وليكن ,8 الفضاء الذاتي ل ؛ أي مجموعة كل المتجهات الذاتية ل ۳ المقرنة 

ب۸ بين آن ,8 فضاء جزئي في ۷ اي بين آن: 

.۸ €۸ من آجل أي سلّمی‎ kv EE, إنن‎ v EE, 1l () 

(ب) إذا ہت ع انه إنن ہا د د 

8 () بما أن پت5 6 ۷ إذن ۷= (100. وبائتالي. ))1 = KA v(‏ = 7)0 ع (100. وبذلك .k۷ € E,‏ 

(ب) ہما أن E,‏ € لابناه يكون لدينا نية > (10 او لزع  .۳0۷(‏ إذن, (1+ ديز ع Tu + v) TE) + TY) = A + Av‏ 

وبذلك رتا 6 ۷+ لد 

مبرهنة 4,16: ليكن ۷+۷ :7 مؤثر خطياً على فضاء متجهي فوق ك5. إذن, تکون 3.51٤‏ قيمة ذاتية ل 7 إذا وفقط إذا 
كان المؤثر 1-7 شاذاً. ويكون نواة 31-7 هي الفضاء الذاتي ل.2. 

أثبت مبرهنة 4.16 والتي تقدم تمييزاً مهماً للقيم الذاتية يستخدم كثيراً كتعريف لها 

8 يكسون السلمسي ^ قيمة ذاتيسة ل ٣‏ إذا وفقط إذا كأن يوجد متجه غير صفري " بحيث أن /3 > ۴)۷0 

أى 0 ع 70 - (031(0) او 0= (1()۷ - 1 آي يكون ۸1-۲ شاذاً. لدینا ايضاً أن 7 يكون في الفضاء الذاتي ل ۸ 

إذا وفقط إذا تحققت العلاقة أعلاه. وبالتالي يكون ۷ في نواة 21-7 

مبرهنة 5.16: يمكن أن يمثل مؤثر خطي ۷+۷ :7 بواسطة مصفوفة قطرية 8 إذا وفقط إذا كان ل ۷ قاعدة متكونة من 
متجهات ذاتية ل 7. وفي هذه الحالة, تكون العناصر القطرية ل 8 القيم الذاتية المقابلة. 

أثبت مبرهنة 5.16. 


1# ' يمكن تمثيل 7 بواسطة المصفوفة القطرية 


إذا وفقط إذا کانت توجد قاعدة (م۷ اوک 





أي أن تكون المتجھات ں۷ ...م۷ متجهات ذاتية ل 7 مقرنة ب القيم الذاتية ,ك,....,1 على الترتيب. 

مبرهنة 6.16: تكون مصفوفة ۸ مربعة -۸ مشابهة لمصفرفة قطرية 8 إذا وفقط إذا کان ل۸ عدد ٢‏ من المتجھات الذاتیة 
المستقلة خطياً. في هذه الحالة, تكون العناصر القطرية ل 8 هي القيم الذاتية المقابلة. وتکون ۲۰۱۸8 - 8 
حيث 8 المصفوفة التي أعمدتها المتجهات الذاتية 


الجزء الأول من المبرهنة إعادة صياغة للمبرهنة 5.16 من أجل المصفوفات. نحتاج فقط إلى أن نبين أن أعمدة ۴ هي المتجهات 
الذاتية. الآن, يمكن النظر إلى 8 على أنها مصفوفة تطبيق خطي 7 على K"‏ نسبة للقاعدة المعتادة (,6) ل "5, والنظر إلى 8 
على أنها مصفوفة ١‏ بالنسبة للقاعدة )١,(‏ للمتجهات الذاتية. و ۲ على أنها مصفوفة تغيير القاعدة من (©4 إلى (,9) . ولكن 
۶ هي المصفوفة التي أعمدتھا المتجھات ‏ ۷ لان )٥((‏ هي القاعدة المعتادة. وهذا يكمل إثبات المبرهنة. 





12 


حقق مبرھهنة 6.16 من أجل المصفوفة 3 )=4 في المسالة 28.16 


35.16 


36.16 


37.16 


38.16 


39.16 
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8 نجدہ من المسالة 28.16 أن 4 تمتلك متجهين ذائيين مستقلين خطيا (2) و (! ).نضم (إ. ڈا۔م 





ئن 


َك )عدم إذن» تكون ۸ مشابهة للمصفوفة القطرية 


۱ 
2 0 (- و ا 
0 ا( - 200 ( ۸۴ 

وکما هو متوقع؛ يكون العنصران القطریان 4 و1- في المصفوفة القطرية 8 هما القيمتين الذاتيتين المقابلتين للمتجهين 
الذاتيين. 
مبرهنة 7.16 لتكن 8 مصفوفة مربعة -8 فوق حقل .K‏ يكون العدد السلّمي ×۸6 قيمة ذاتية ل ۸ إذا وفقط إذا كان ۸ 

جذراً للحدودیة الممیزة ()۵ ل ۸. 
أثبت مبرهنة 7.16, والتي تستخدم كخوارزمية للتقطير في قسم 3.16 
© الآن يكون ,2 قيمة ذاتية ل 8 إذا وفقط إذا کانت المصفوفة ۸1-۸ شاذة. علماً بان 21-۸ تكون شاذة إذا 
وفقط إذا كان 0> (8- 461031. ولكن 0= (۸ - 00)21 إذا وفقط إذا كان .2 جذراً ل ()4 . وبذلك, تكون المبرهنة قد 
أثبتت 
نتيجة 8.16: لنفنرض أن الحدودية المميزة ۵)0 لمصضوفة ۸ سربعة -8, جداء تعدد 8 من العوامل المختلفة؛ لتكن 

(.,© -))١٠٠ايه‏ - 6)(,ه - )) > ()4 ٠.‏ إذن: تكون 4 مشابهة لمصفوفة قطرية تكون ال ,8 عناصرها القطرية 
أثبت نتيجة 8.16؛ والتي تعطينا شرطاً كافياً لكي تكون مصفوفةٌ قابلة - للتقطير. 
# نعرف, من مبرهنة 7.16, أن ال ,ة هي القيم الذانية ل 8. لتكن 7 المتجهات الذاتية المقابلة. من مبرهنة 3.16 نجد أن 
المتجهات ,۷ مستقلة خطياً وتشكل بالتالي قاعدة ل ". إذن» تكون 8 قابلة للتقطير (بواسطة مبرهنة 6.16) 


أثبت مبرهنة 3.16: لتكن متجھات ذاتیة غير صفرية. لمؤثرٍ ۷+-7:۷ء مقرنة بقيم ذاتية مختلفة ٠‏ 






اذن تكون 
0 يكون البرهان بالإستقراء على .١‏ إذا =١‏ ص إذن يكون ,۷ مستقلاً خطيأ لان ٥‏ لتكن 1< 5. ولنفترض أن 
0= ۷ب2 +..+ جتبھ + av,‏ 0( 
ت ال ,ة أعداد سمي 3. نطبق 1 على العسلاقة أعسلاه, قتحصسل بسبسب الخطيسة على 
= (۳0 =( .+ )ره + ۳)۷ ولكن 3۷ < (700 فرضيا: وبالتالي 
aA, F AA; FF Ap 2©‏ )2( 
لدينا من جهة آخرى» وبضرب (1) في ۸ أن 
aA, + ana +0‏ 0( 
الآن» نطسرح (3) من (2) .5 ے۷ لہ - 9ة +..+ یالہ2 - یفاید +۷ لہ( - ,۸ھ ونجسدہ بالاستقراء آن 
۷۷.۷ مستقلة خطياً؛ وبالتالي: یکون کل واحد من المعاملات آعلاہ 0. ہما ان ال 34 مختلفة؛ إذن ۸20 - ۸ 
من آجل :1ذ إذنء 20 ريه پ8 نعوض بهذا في .)١(‏ نحصل على 0= ر4۷ وبالتالي 0 يه. وهكذا 





تكون ال ,۷ مستقلة خطياً 

لتكن 2 قيمة ذانية لمؤٹر خطي ۷+-7:۷ عرف «التكرار الجبري» و «التكرار الهندسي» ل۸ . 

8 يعرّف التكرار الجبري ل 4 بآنه نكرار 2 كجذر للحدودية المميزة ل 7؛ اما التكرار الهندسي فيعرّف بأنه بُقْد فضائها 
الذاتي. 

مبرهنة 9.16: لتكن ۸ قيمة ذاتية لمؤثر خطي 7:۷-۷ إذن» التكرار الهندسي ل2 لا يتجاوز تكرارها الجبري. 


اثبت مبرهنة 9.16 





6 تا القیم الذاتیة والمتجهات الذانية, التقطير 


40.16 


41.16 


# لنفترض أن التكرار الهندسي ل۸ یکون ۲. إذن. يكون ل2 عدد ۲ من المتجهات الذاتية المستقلة خطياً ‏ .7 
نوسع المجموعة (0) إلى قاعدق نہ ۱۷ لي لام۷ ر۷) . يكون لدينا 








حیت ")= ۸ و "ا = 8. 


بما أن ۷ مصفوفة مركبة مثلثية. فإن الحدودية المميزة ل ,21 وهي "(2-)) لا بد أن تقسم الحدودية المميزة ل ١‏ 
وبالتالي ۳. وبذلك. يكون التكرار الجبري ا۸ من أجل المؤثر "7 مسان على الأقل ل ۲ كما هى مطلوب 

بِيّن أن 0 يكون قيمة ذاتية ل ۳ إذا وفقط إِذا کان ۲ شاناً 

8 لدينا أن 0 قيمة ذاتية ل 7 إذا وفقط إذا كان يوجد متجه غير صفري ۷ بحيث أن 0= ۳)۷(=0۷. أي أن 7 تطبيق 
خاد 

لتکن ۸ و قا مصفوفتین مربعتین .٥-‏ بین ان ۸8 و 8۸ يكون لهما نفس القيم الذاتية. 

8 ہما آن ۔جداء المصفوفات غیر الشاذة یکون مصفوفة غیر شاذقہ فإن القضایا التالیة تکون متکافثة: (1) یکون 0 قیمة ذاتية 
ل ظح (تق) ظ۸ شانق (كة ۸ (آو 8) ضشاذۃ (۷ن) 8۸ شاذۃ () 0 قيمة زاتية ل 84. 





لنفترض الآن أن .2 قيمة غير صفرية ل 48. إذن: يوجد متجه غير صفري ۷ بحيث أن 3۷ - ۸8۷. نضع 80 ع بن 
بما أن 2#0 و۷۶0 إذن 2۷0 سے رقم ع ياش وبذلك 0 * «. ولكن "ا متجه ذاتي ل 848 مقرن بالقيمة الذاتية 
لان BABv = BÎY = BV = Ww‏ = 8۸۷. وبالتالي. تکون ۸ قيمة ذاتية ل 8۸. بالمثلء أي قيمة ذاتية ل 8۸ هي آيضا 
قيمة ذاتية ل 48. وبذلك. يكون ل ۸8 و 84 نفس القيم الذاثية 


6 حساب القيم الذائية والمتجهات الذاتية, تقطير المصفوقات 


تحسب في هذا القسم القيم الذاتية والمتجهات الذاتية من أجل مصفوفة مربعة معطاة 28 ونحدّد وجود أو عدم وجود 
مصفوفة غير شاذة ۲ بحيث تكون ۶۸۶ مصفرفة قطرية. تحديداًء سوف نطبق الخوارزمية التالیة علی المصفوفة 8. 
خوارزمية التقطير: 
خطوة 1. نوجد الحدودية المميزة )4 ل 4. 
خطوة 2. نحسب جذور ())۵ لنحصل على القيم الذاتية ل 8. 
خطوة 3. نكرر (أ) و (ب) من أجل كل قيمة ذاتية ۸ ل ۸: 


42.16 


43.16 


44.16 


45.16 
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)0 ن38 - 88-۸ بطرح ۸ من عناصر 8 الفطربة, آى نكؤن 21-78 24 بالتعويض ب۸=؛ في 
1 
(ب) نوجد قاعدة للفضاء الحلّي للمنظومة المتجانسة 0= × [متجيات هذه القامدة هي منجهات ذاتية لد ۸ 
مستقلة خطباً. مفرنة ب ۸]. 

خطوة 4: ننظر في التجمیع _(ي۷,۷...۷) < 5 الكل المنجهات الذاتبة التي تحصلنا عليها في خطوة 3 
(1) إذا 5 8 تكون 4 قابلة للتقطبر. 
(ب) إذا 8< 20 نكوّن المصفرفة 8 الني أعمدنها المتجهات الذاتية پلای 

A 











2 
5 ے م۸ م ےھ 


۸ 


حيث 3 القيمة الذاتية المقابلة للمنجه ,». 


1 4 


و 


المسائل 46.16.42.16 تتعلق بتطبيق خوارزمبة التقطبر على ) 
أوجد الحدودية المميزة ۵)0 ل ۸. 


8 نكوّن المصفوفة المميزة 8-۸ لہ۸: 





الحدودية المميزة ۵)٢(‏ ل 8 تكون حدودينها 


ر+ موم --ھ۔ کی لے 


f‏ أو ام ناد ويد 


أو بشکل بدیل, 4= 3 + 1 ع (8)) و 4-3-8-5 ويذلك, 72-41-5 =()۵ 
أوجد قيم ۸ الذاتية. 
# إن الجذرين 5= ,۸ و 1- > ي3 للحدودية المميزة ()4 هما القيمتان الذاتيان ل م 
أوجد المتجه ر۷ ل 4 المقرن بالقبمة الذاتبة 5< پ7 
ا8 تعوض ب 1-5 في المصفوفة 8 - 1) لنحصل على المصفوقة ([4- و ) >2 ٠‏ تشكل المتجهات الذاتية المقرنة 
ب 5= ,۸ حل المنظومة المتجانسة 0> 04, أي أن 
0 اپ یا ٘ ىر 
للمنظومة حلّ مسنقل واحد؛ مثلا اله 8-1. وبذلكء يكون (/1) - ,» متجھا ذاتیاً یل الفضاء الذاني ل 5 = ۸. 
أوجد متجهاً ذاتیاً پ۷ لہ ۸ مقرناً بالقیمة الذاتیة ١-یا‏ 


4 5 4 2- 
1 في 4 - 1 التمصل على (ي 5 


9ے 4“ 2-) 0ک 1 ل 

40000200 2ا أو لا وت وا أو 0= ر2 +× 
للمنظومة حل مسنقل واحد؛ مثلاً ‏ 2< », 
لاد ديق 








4# تهوش پت 4 والتي تقود إلى المنظومة المتجانسة 





وبذلكاء يكون (1-.2) = رہ متجهاً ذاتیاً يولد الفضاء الذاتي 


8 0 القيم الذاتية والمتجهات الذاتية, التقطير 


46.16 


47.16 


48.16 


49.16 


50.16 


51.16 


أوجد مصفوفة عكوسة 8 بحيث تكون ‏ ۶۸۶ قطرية 
8 لتكن 8 المصفوفة التي عموديها المتجهين الذاتيين اعلاه: (7_ !)م . إذنء تكون 5188 > 8 المصفوفة القطرية 
التي مدخليها القطربين القيمتين الذاتبين المقابلتين: 
=p-Apa(1 F(1 41 2/5 0‏ 
7۔ 6ا( i‏ پا(ا۔ ٤‏ ا می 
[ملاحظة: هناء 8 هي مصفوفة الانتقال من القاعدة المعتادة ل*8 إلى القاعدة (ر«ار٠)‏ . وبالتالي» تكون 8 التمثيل 
المصفوفي للمؤثر 8 في هذه القاعدة الجديدة]. 
أوجد كل القيم الذاتية ومجموعة عظمى المتجهات ذاتية مستقلة ذاتياً للمصفوفة )7ڑ =8 
گلا نوجد الحدودية المميزة (2-)(5+)) 10 - 3 + 7< )۵)0 . ٹم القیمتین الذاتیتین 5- = ,2 223 ي3. 
70 ًْ٘7/ (أى نضيف 5) من عنصري قطر 8 لنحصل على ( 7 )علد والتي تقابل المنظومة المتجانسة: 
3١ _‏ 6 ۵> برچ + 6 کے کے 
0= )1(5 6 اھ چےر رو و ٥دحر‏ ۲ت 

هناء (2-,1) = ,۷ حل غير - صفري للمنظومة. وبالتاليء یکون ر۷ متجهاً ذاتياً ل 8 مقرناً بہ 5-> پ۸ 
40 نطرح ۳2 ي۸ من عنصري قطر 8 لنحصل على (ٌ_ 7( =« والتي تقابل المنظومة المتجانسة 0= 3۷~ × 

هنا. (3.1) = را حل غير صفري للمنظومةء وبالتالي یکون ر۷ متجھاً ذاتیاً مقرناً بہ 2 = ۸ . 
هنا (3,1) = ر۷ الحل غير الصفري للمنظومة وبالتالي ,؛ متجه ذاتي ينمي إلى 2= المجموعة 
((3,1) > ي2(0-,1) > ,140 هي المجموعة القصوى للمتجهات الذاتية المستقلة للمصفوفة 8. 
هل المصفوفة 8 أعلاه قابلة ‏ للتقطير؟ إذا كان الجواب نعم, أوجد © بحيث أن ۶'8۲ قطرية. 
ہما ان المتجھین الذاتيين (2-,1) > 0 و (3,1) = ره بشكلان قاعدة ل ۸ فإن 8 تكون قابلة للتقطير. لتكن 5 

:وپ 3% 1 لم کہ 
المصفوفة التي عموديها ,۷ و ر۷٠‏ أي لب P=)‏ إذن» 0 0 ) .مها م 
أوجد كل القيم الذاتية ومجموعة قصوى من متجهات ذاتية مستقلة ذاتية للمصفوفة (! ٥=)‏ . 
 #‏ نوجد *(4 -1) = 16 + 8 - = (/)4 . وبذلك. تكون 2-4 القيمة الذاتية الوحيدة. نطرح 24 من قطر ٤‏ 
فنحصل على (71 !)= ۷ التي تقابل المنظومة المتجائسة 0= ر +× هنا (1.1)= ۷ حل غير صفري للمنظومة, 
وبالتالي یکون ۷ متجهاً ذاتياً ل © مقرناً ب 4 -2. بما أنه لا توجد قيمة ذاتية أخرى, فإن ((1.1) = ۷) هي المجموعة 
القصوی للمتجهات الذاتية المستقلة خطياً. 
هل المصفوفة © أعلاه قابلة للتقطير؟ إذا نعم, أوجد ٣‏ بحیٹ ان 107 ۴ قطرية. 
8 © ليست قابلة للتقطير, لان عدد المتجھات الذاتية المستقلة خطياً لا يساعد بعد 82 - /ا. وبذلك. لا توجد مصفوفة 5 
مثل هذه. 
اوجد كل القيم الذاتية ومجموعة قصوى من المتجهات الذاتية المستقلة خطياً مصفوفة (؟_ امھ 
© لديناء هنا (4+)(7-) -28-,3 - * =إط - /إ=()4 . وبذلك, القيمتان الذاتيتان ل0 هما 7< ,3 


و 4- ے پا 


() نطرح 7= ,۸ من قطر 0 فنحصل على (5 2 ) 44 التي تقابل المنظومة 


52,16 


53.16 


54.16 


55.16 


56.16 


الفصل 16 تا 399 


0= ر6 + چ2 
3x - 9y =0‏ ا 22207 


هنا (,3) = v‏ هو المتجه الذاتي لہ 7* ۸. 

(41 اتطرح 4- عر [أى نضيف 4] من قطر ا فتحصل على (؟ 0 8 التي تقابل المنظومة 0 ر2 + ×3. 

هنا (3-.2) = ره حل وبالتالي يكون متجھاً ذاتياً ل4 - ي3. وبذلك. تكون ‏ ((3-,2) = ر۷ (3,1)= ۷) 

المجموعة القصوى من متجهين ذاتيين مستقلين ذاتياً ل 8 

المسائل 55.16-52.16 تتعلق بالمصفوفة 3 000 

أوجد كل القيم الذاتية والمتجهات الذاتية المقابلة لها ل 3 بافتراض أن 4 مصفوفة حقيقية. 

الا هنا 1+ ۳إ -۸)(=|1 . بما أنه ليس ل 1+ ا حلول في 8. فإن 4 لا تمتلك أي قيم ذاتية وبالتالي ليس 

لھا متجھات ذاتیة 

هل ۸ قابلة للتقطير؟ إذا کان الجواب نعم أوجد ۶ بحيث أن 8-188 تكون قطرية. 

لے بالنظر إليها على أنها مصفوفة حقيقية. لا يكون ل 4 متجهات ذاتية, وبالتالي لا تكون ۸ قابلة - للتقطیر۔ 

اوجد كل القيم الذاتية والمتجهات الذاتية المقرنة بها ل ۸, بافتراض أن 4 مصفوفة عقدية 

# هنا أيضاً 6+1 دام - ۷ے ہف لان ات۸ و 

() نضع 1-1 في 1-8) فنحصل على المنظومة المتجانسة 


0(0 4 ك و فى ر 


یکون للمنظومة حل مستقل واحد فقط هو 1× 1-1 ل ویذلك يكون (1-41,ا)> ۷ متجھاً ذاتیاً یول 
الفضاء الذاتي ل 1 > پ2 





1-- پ3 قيمتان ذاتیتان ل ۸. 








40 تعوض ب في 11-8 فنحصل على المنظومة المتجانسة: 
مر صر 1 1 20 Ci¬‏ م : 
(۸اد(یا(رے۔ )او 0= + ۱ ۲ sl‏ -50 حور ا 





يكون للمنظومة حلّ مستقل واحد فقط: وهر 1+1 -لاء =× وبذلكء يكون (1+ 1,1)- يہ متجھاً ذاتیاً ن۔ ۸ 
يول الفضاء الذاتي ل 1- > ي3. 





هل ث قابلة للتقطير؟ إذا كان الجواب نعم: أوجد ‏ بحيث تكون 8-188 قطرية. 
گلا 4 بكونها مصفوفة عقدية, تکون قابلة - التقطیر لتکن ۶ المصفوفة التي عموديها ر۷ و ره آي ر[ ر رہادھ 
0 
ملاحظة:تشير المسائل 55.16-52.16 إلى أن موضوع القيم والمتجهات الذاتية وقابلية - التقطير لمصفوفة ۸ يعتمد على الحقل 
تحت الدراسة! لآن جذور الحدودية المميزة (4)4 تعتمد على الحقل ). 
3 1-3 
المسائل 60.16-56.16 تتعلق بالمصفوفة 3 5ے داد 
4 6- 6 
أوجد الحدودية المميزة ۵)0 لہ ۸. 


١‏ دہ 
0 2-16 مد | 
1-4 


< |4 - ۷اد (ظھ 





0 تا القیم الذاتية والمتجھات الذاتیةء التقطير 


57.16 


58.16 


59.16 


60.16 


61.16 


آی. بشکل بدیل 121-16 -ت = |4| - رھ + ہے4 + 4) + 4(۶)٤ا-‏ ۶ =()۸ . [هناء پ۸ متعامل پر٥‏ في المصفوفة 
4[ 


آوجد القيم الذاتية ل 4. 
8 بافتراض أن ۵)۸ ھا جذور منطقةء فإنها يجب أن تكون ضمن 1+. 2+ .24 , 16+ . تجربء فتحصل على 


16 رت 
4+16 +2 
1-2 


~ 8+ 0 





وبذلكہ یکون ٢-2‏ جذراً ل )ھ ۰ وبالتالي )4~ (*)2 +( = )2 + ¢()4 — 2(1 +£( = )8 2)(F ~ 2t‏ +( = )(& ` 
70 ۹9٦۹ی‏ 
أوجد قاعدة للفضاء الذاتي ل 2 - > 3 - 
# نموض ب 2- =1 في 8 -1) فنحصل على المنظومة المتجانسة 

0 بدراة- 3 3- 32-0 - بر3+ برق 

)2-6 3 6 او 3و 3 + ر3ہ آو ‏ 0د بر 

~6x + 6y ~62: =0 -6 6-67۱ 0‏ 
0= ل 1- -2. وبذلك. يكون (1,1.0) - نا 
و (1-,1,0) = ۷ متجهين ذاتيين مستقلين يولدان الفضاء الذاتي ,+ أي أن ۵ و ۷ يشكلان قاعدة للفضاء الذاتي 
ئ 2- = ۸. يعني هذا أن كل متجه ذاتي آخر مقرن ب 2- > 2 يكون تركيبة خطیة في ۷ و ۷۔ 








ما هو التكرار الجبري والتكرار الهندسي للقیمة الذاتیة 2- > ,2؟ 

8 با أن 2+) تظهر مرتين في الحدودية المميزة (4-)(2+))<(0)ھ۵ , فإن التكرار الجبري ل ,۸ يكون 2. 
التكرار الهندسي ل ,3 يكون إثنين أيضاً. لان 2 - پر5 سنه حيث ,£ الفضاء الذاتي ل ,2. [قارن بالمسالة 54.16]. 
أوجد قاعدة من أجل الفضاء الذاتي ل 4 * پا 


8 نعوض ب 4= في 11-8 فنحصل على المنظومة المتجانسة: 


0 )3ہ 3 3 ۵ے ر3 - ر3+ ع3 
0 = 
)=( 9 ۴ و “وو + 1-3 لف م E‏ 
-—6x + 6y 5 ~6 6 ٥8/2 0‏ 
يكون للمنظومة متغير حر واحدہ وبالتالي» فإن أي حلّ خاص غير صفريء مثلا ادم ادس 2-2 يُولَد القضاء 
الحلّي۔ وبذلك» يكون (1,1.2) > متجهاً ذاتياً ل ۸ يولد الفضاء الذاتي ل 4 = ي۸ ويشكل قاعدة له. 











هل 4۸ قابلة للتقطير؟ إذا کان الجواب نعم اوجد ۶ بحیث تکون ۲۳۱۸۲ قطریة۔ 
#8 بما أن ۸ لها ثلاثة متجهات ذاتية مستقلة خطياً فإن 8 تكون قابلة للتقطير. لتكن ۲ المصفوفة التي أعمدتها المتجهات 


الذاتية المستقلة: 
و اپ 7 و 0 2- 
7 0 ]دہ اذن )0 2~ 0 P4P=|‏ 
û0 4 0-1 2‏ 0 


وکما هو متوقع, فإن عناصر ۲۸۴ القطرية هي القيم الذاتية ل ۸ المقابلة لأعمدة ۴. 


المسائل 66.16-62.16 تتعلق بالمصفو 





62.16 


63.16 


64.16 


65.16 


66.16 


67.16 


68.16 


69.16 


401 ٥٢ 18 الفصل‎ 


أوجد الحدودية الممیزۃ ۵)0 والقیم الذاتية ل 8 





1 4-- .3+ 
E‏ 12-6- | 1 1-5 7 إعاه-غاء ليه 
FED‏ یت 6 








نجدہ من المسالة 57.16, آن (4-/)*(2+) = )۵ . وبذلك. نكون 2- = ,۸ و 4= ر1 القيمتين الذاتيتين ل 8 


أوجد قاعدة من أجل الفضاء الذاتي ل 2 - = ,۸ 





8 تعوض ب 2- في 8 ٠1‏ فنحصل على المنظومة المتجانسة 
“y+ z‏ 


0 10 1 وس سو رر 0 ج + پر- پر 

r EFE ° (3 ۵ 

6x 6y =0 6 -6 Oz? \0‏ 
يكون للمنظومة حلّ مستقل واحد فقط؛ وهو 1= »× 1= ل 20 وبذلك, يشكل (1,1.0) - نا قاعدة للفضاء الذاتي 
٤2ے‏ ہا 






ما هو التكرار الجبري والتكرار الهندسي ل 2- = ,۸. 


ل التكرار الجبري ل ,۸ يكون إثنين لأن 2 ٢+4‏ تظھر مرتین في الحدودیة المميزة (4-))2(7+)) - (یلذ ولکن 
التكرار الهندسي ل ,3 يساوي واحداً لان 1= ,8 ”ن حيث برت الفضاء الذاتي ل ,3 . [قارن بالمسألة 59.16]. 





أوجد قاعدة من أجل الفضاء الذاتي ل 4 = ۸ 


8 نعوض ب 4 ۲# في 1٠١8‏ فنحصل على المنظومة المتجانسة 


0 مر 7-1 0= E x= y+‏ 
١‏ ° 
))6 و / او مسج پر ڑا الو ةر ۳ 
6x ~ 6y +62 =0 6 6 6z \o‏ 
ويكون للمنظومة حل مستقل واحد فقطء وهو x=0‏ ادل 1= وبذلك. يشكل (0,(,1) ٢٢‏ قاعدة افضاء 
4= ۸ الذاتي, 


هل 8 قابلة للتقطیر؟ إذا کان الجراب نعم أوجد ۴ بحيث أن ۲8۲ تكون قطرية 

8 بما 8 تمتلك متجهين ذاتيين مستقلين کحد أقصی, فإنها لا تكون مشابهة لمصفوفة قطرية؛ أي أن 8 ليست قابلة للتقطير. 
هل المصفرفتان 8 ى 8 أعلاه متشابهتان 

8# بما أنه يمكن تقطير 8؛ ولا يمكن ذلك في حالة 8 فإنهما ليستا متشابھتین, رغم أن لهما نفس الحدودية المميزة. 


بین ان (1 =4 ليست قابلة للتقطير. 


© إن الحدودية المميزة ل ۸ هي ”(1-/) = ()4 ؛ وبذلك. فإن 1 هي قيمتها الذاتية الوحيدة. نبحث عن قاعدة للفضاء 
الذاتي للقيمة الذاتية 1. نعوض ب 1 -) في 11-4 فنحصل على المنظومة المتجائسة. 

ہے. 2١‏ 2 قائلة للتقطد ؟ اذا ا“ 5 5 0 مق ا 

تكن (7 =4 هل 8 قابلة للتقطير؟ إذا كان الجواب ذعم. اوجد ۶ بحيث أن ۶۳۱۸۴ تكون قطرية. 


© هناء A=? ~tr(A)r + |Aj = 2 St + 4= (D(4)‏ . وبالتالي تكون ۸*1 و 4= قیمتین 
ذاتيتين ل ۸. نحسب المتجهات الذاتية المقابلة: 


)| ترح 31> ,2 من قطر 8 فتحصل على =« التي تقابل المنظومة المتجانسة 0> 27+ ×۔ هنا 


(1-.,2) > ,7 حل غير صفري للمنظومة وبالتالي يكون متجھاً ذاتیأً لہ ۸ مقرناً یہ 1 > ۸. 


2 تا القیم الذاتیة والمتجھات الذاتیة, التقطير 


70.16 


71.16 


72.16 


73.16 


74.16 


03 نطرح 4 پ( من قطر ۸ فنحمصل علی (ڑ_ ) = 14 التي تقابسل المنظومة المتجانسة 0= ر- × هناء 
(1,1) = ر۷ حل غير صفري وبذلك يكون متجهاً ذاتياً ال مقرتاً ل 4 > ي3- 


لتكن © المصقوقة التي عموديها ,۷ و ر۷ أي أ :)م ناف 9 )مها م 


-2 2 
1 


لنفترض. في المسألة 69.16, آننا وضعتا 20 ) - (بمبادلة العمودين). هل تظل ۲ تحول ۸ إلى الشكل القطري؟ 
# نعم ولكن لدينا الآن )° PAP = (ê‏ . بتعبير آخر, إن ترتيب القيم الذاتية في 8-7188 يقابل ترتيب المتجهات 
الذاتية في ۲. 


لکن (1 a=‏ . هل 8 قابلة للتقطير؟ إذا كان الجواب نعم. أوجد 8 بحيث تكون 7788 قطرية. 





a ©‏ (2+)(5-غ4)-10-:3- |B|=‏ + ع(قھیی - ٹر = AN‏ وبذلك, تكون 5= ۸ و2- =2 قیمتین 


ذاتیتین لہ 8: 

260 ا تطرح 5= ,۸ من قطر 8, فتمصل على ([)_ )ده التي تقابل المنظومة المتجانسة 20 ر4 - *3. هناء 
(4,3) > ,1 حل غير صفري. 

00 نطرح 7 [أى نضيف 2] من قطر 8 قتحصل على (وّ )= ۷ التي تقابل المنظومة 0- + * والتي 
لها حل غير صفري  )1,-1(‏ ياد 

ہما ان لہ 8 متجهين ذاتيين مستقلين, فإنها تكون قابلة ‏ للتقطير. نضع (]_ و) -8- ان (؟_ 0) -مها-م 


12-1 4 
المسائل 76.16-72.16 تتعلق بالمصفوقة | 5 c=‏ 
2 1 1 


أوجد الحدودية المميزة )84 ل 0. 


1 اج 4۴ شاو 
ل 3945+ 1P‏ =| 2 كسم 2- ]ع إن سلباء اد 
2~ 1~ 1- 


أىء بشکل بدیلء 45 - 2 — 11 —  - (C(7 + (C,, + Ca + C= |C| = Û‏ - ز)ة . [هنا ,0 مى متعامل ۾ في 
انظر المسالة 9.16] 


اوجد القیم الذاتیة ل ° 


8 بافتراض آن ۵)9 تمتلك جذراً منطقا, فإنه يجب أن يكون ضمن 21 , 23 , 25 , 29 , 245 . نجرّبء فتحصل 


على 
39-445+ 1-11 |3 
4+45 
8+1S+ 0‏ ~1 
وبذلك, يكون 3-غ جذراً ل 4)0 » ويكون لدينا (5-)3(2-:) : (15 + 8 - 3()۶ -:) =()4 . ينتج عن ذلك آن 73 ,۸ 





و 5= ي2 هما القيمتان الذاتيتان ل ©. 
أوجد المجموعة القصوى للمتجهات الذاتية المستقلة خطياً ل ° 
® نحسب المتجهات الذاتية المستقلة لكل قيمة ذاتية ل ©: 


(6 نطرح 3= ,۸ من قطر ‏ فنحصل على المصفوفة 


الفصل 16 تا 403 


52 1 
ا 2 M=|2‏ 
و رن 1 


والتي تقابل المنظومة المتجانسة 2-0 - + «. هناء (1,0-,1) < نا و ([,1,0) > + حلان مستقلان, 
 41(‏ نطرح 5ت3 من قطر ٥‏ فنحصل علی 


1“ 1 1 
2 260 .7 
3 11 
والتي تقابل المنظومة المتجانسة 
z0‏ + و 


2x 22-0‏ 
او = 22 
0ع ج3 ۔- پر+ پر E‏ 


x 


حيث 2 وحده متغير حر. هناء یکون (1,2,1) = ۷ حلاً۔ وبذلكہ تکون ((1,2,1) > 1,0,1(,۷) = 1,0(,۷-,1) = ا) مجموعة 
قصوى لمتجهات ذاتية مستقلة خطياً ل ©. 

6 هل يمكنك معرفة أن ناء ۷, ۷ مستقلة خطياً؟ 
8 پخترنا تا و ۷ لكي يكونا حلّين مستقلين للمنظومة المتجانسة 0-- + ×× من جھة آخری, ۷ مستقلة ذاتياً عن نا 
مختلفة ل ©). 





6 هل © قابلة للتقطير؟ إذا كان الجواب نعم أوجد ‏ بحيث تكون 87108 قطرية 
8 0 قابلة للتقطير, لان لھا ثلاثۃ متجھات ذاتیة مستقلة خطیاً لتکن ۶ المصفوفة التي أعمدتها ناء ۷, ۷ على الترتيب؛ أي 


3 111 
إذن 3 سمدم‎ r=) 0 95 
5 û31 1 


ائمسائل 81.16-77.16 تتعلق بالمؤٹر الخطي RR‏ نچ ۳ المعرّف بوأسطة (42 + z,2y‏ ¬ لر + ×2) = (2, Ty‏ 
6 أوجد الحدودية المميزة ۵)0 لہ 7۔ 
ل8 نبحث أولاً عن تمثيل مصفوفي ل 7, وليكن بالنسبة للقاعدة المعتادة ل *8: 
ہے 
1~ 1 9 و 
7ج ج0 
وبذلك تكون الحدودية المميزة (۸)4 لہ" 





1 j= +72-ثم‎ 16-2 


72-4 27ب 








0 اد اہ ۰۳ء (ئؤ۵ 
0 


6 أوجد القيم الذاتية ل 7 
8 بافتراض أن ل(/)4 جذراً منطقا فإنه يجب أن يكون ضمن ‏ 121 ,22 , 23 , 24 , 26 . 212 . نجرب؛ فنحصل على 
2|1-7+16-2 
210+12 
انی و ہا 
وبذلكہ یکون ٥2‏ جذراً لم ()ھ ء وتکون (3 - )2(7 -)) < (6 +5۶ - )ڑ2 -1) < (0)ھ ۔.ینتھ عن ذلك أن 2- پ2 
و3“ ي3 هما القيمتان الذاتیتان لہ 1. 


4 تا القیم الذاتیة والمتجھات الذاتیةء التقطیر 


6 أوجد قاعدة لفضاء 2= ,2 الذاتي. 


80.16 


81.16 


82.16 


83.16 


8416 


85.16 


اھ نعوض ب 2ا في ھ- لا فنحصل على المنظومة المتجائسة 


0/ 7 1~ 0 و و سے 

0 ۳ 1 0 آو y+ z=0‏ اف م0 6 

0 تااوہ 2و 0 ۵ے 22 - پر2۔ 
ويكون للمنظومة حل مستقل واحد فقطء هو 1[ع-» 0عدن, 2=0. وبذلك. يشكل (0,0,!) = ا قاعدة من أجل فضاء 
2= ۸ الذاتي. 


ڈ8 1 


أوجد قاعدة من أجل الفضاء الذاتي ل 3 = ية. 


8 نعوض ب ٢-3‏ فی 41-8 فنحصل على المنظومة المتجانسة 


0/ سرام 1-12 
48ء 
مأ لعازرہ وہ ہ 
یکون للمنظومة حل مستقل واحد فقط هو ۲-×, اكل 2-=ع. وبذلك, يشكل (2-,1,1) 7 قاعدة للفضاء الذاتي 
4 3- پ3 
2 


Koy 0‏ 
8ج + پ2 





هل 7 قابلة للتقطير. أي هل يمكن تمثيل 7 بواسطة مصفوفة قطرية بالنسبة لقاعدة ما في 87؟ 
8 "7 ليست قابلة للتقطير, لأن لها فقط متجهين ذاتيين مستقلين خطياً ولکن 3 > 87 100 


0 0 3 
المسائل 84.16-82.16 تتعلق بالمصفوفة و 2 6 4 
2~ 1 0 


أوجد الحدودية المميزة ل 4. 
8 ھا کے 


ع 
5 0 |= 
دی SF‏ 9 





= (t~ 3(7 +1) u 





بافتراض أن ۸ مصفوفة فوق الحقل الحقبقي ۸ء هل تكون قابلة للتقطير؟ 
8 لا يكون ل 4 بكوذها مصفوفة إلا قيمة ذاتية واحدة 3= ر۸ بتکرار جبري 1. وبذلك يكون ل 3 = ,۸ 
متجه ذاتي مستقل واحد فقطء وبالتالي لا تكون ۸ قابلة للتقطير فوق الحقل الحقيقي ۸ 





بافتراض أن ۸ مصفوفة فوق الحقل العقدي € هل تكون 4 قابلة للتقطير؟ 
# الآن. 4 تمتلك ثلاث قيم ذاتية مختلفة 3 أ 1-. وتقابلها ثلاثة متجهات ذاتية مستقلة خطياً. وبذلك. توجد مصفوفة 
عكوسة 8 فوق الحقل العقدي ٤ء‏ بحيث أن 

3 0 0 

P'AP=|0 i 0 

0 0 wi 


)= 4 قيم ذاتية ولا متجهات ذاتية حقيقية. أثبت أن كل مصفوفة ۸1 


أي أن 4 قابلة للتقطير. 





حقيقية 3×3 تمتلك على الأقل قيمة ذاتية واحدة ومتجها ذاتياً واحداً. عَمّم. 

# إن الحدودية المميزة (/)4 ل88 ذات درجة 3, ونحن نعرف ان لکل حدودیة حقیقیة من الدرجة 3 جذر حقیقي, لأن 
۸ والتي يكون لهاء تعريفاً. متجه ذاتي. بالمثل. کل 

. وبالتالي متجه ذاتي. : 





الجذور العقدية تأتي في أزواج متراذ 
مصفوفة حقيقية ذات مرتبة فردية يجب أن يكون لها قيمة ذاتية 





الفصل 16 ت 405 
6 هل توجد نتيجة مشابهة للمصفوفات العقدية؟ 


ا من النظرية الرئيسية للجبر [كل حدودية في © لها جذر]؛ الحدودية المميزة ()44 يجب أن يكون لها جذر. [أنظر المبرهنة 
10.16[ 


6 الحدودیة الأصفریة 

تعريف: لتكن 8 مصفوفة مربعة ٢۳‏ فوق حقلِ ٤ا,‏ ولنرمز ب(1)۸ إلی تجميع كل الحدوديات ۴)0 التي تحقق 0 > (۸). 
[لاحظ ان (1)۸ لیس مجموعة خالیة لان الحدودية المميزة 4,00 ل 8 تنتمي لهذا التجميع]. لتكن ٥)0‏ الحدودیة واحدية 
المعامل الرثیسي وذات الدرجة الأدنی في (1)۸. إذن, تسمی (000 «الحدودية الأصغرية, ل 8 

سوف نستخدم في هذا القسم المبرهنات التالية, والتي سوف تتم البرهنة عليها لاحقاً 
مبرهنة 11.16: إن الحدودية الأصغرية ۳)0 ل ۸ تقسم كل حدودية تكون 4 جذرا لها. وعلى الخصوص, فإن 0)0 تقسم 

الحدودية المميزة ۵)0 ف ۸. 

مبرهنة 12,16: يكون للحدوديتين المميزة والأصغرية لمصفوفة ۸ نفس العوامل غير الخزولة 

إن هذه المبرهنة لا تقول بأن ()ھ - 0)د ؛ ولكنها تقول فقط أن أي عامل غير خزول في إحداهما لا بد أن يقسم الأخرى. 
وعلی الخصوص, وبما أن اي عامل خطي يكون غير خزول. فإنه يكون ل 1000 و ()2 نفس العوامل الخطية؛ وبالتالي؛ يكون 
لهما نفس الجذور. 
مبرهنة 13.16: إن سلمياً ۸ يكون قيمة ذاتية ل ۸ إذا وفقط إذا كان .3 جذراً للحدودية الأصغرية ل ۸. 
مبرهنة 14.16: لتكن المصفوفة المركبة القطرية: 





إذن, الحدودية الأصغرية ()0: ل 1/1 تكون المضاعف المشترك الأصغر للحدوديات الأصغرية لل .8 


2 وت 
المسالتان 88.16-87.16 تتعلقان بالمصفوفة 3 3- ۰ 
3 2- 3 


6 أوجد الحدودية المميزة ()۵ 1 ۸ 


42 2 4م 
ل ک٦‏ تم | 4+3 )د له اد ويه 
2-3 مر 5ہ 


أو بشكل بديل, 1(7 ¬ ()2 — 1( =2 ¬ At |All = f — 47 + 5t‏ +۸ ۰۳ر۸) + ٹ(ھ)س - تر ے ()ھ . (هناء إلى هو 
متعامل ر٥‏ في 8. أنظر المسألة 9.16). 


6 أوجد الحدودية الأصغرية 800 لم 


mM‏ الحدودية الاصغرية 0ا یجب ان تقسم ۵)۸ ۔ ايضأء کل عامل غير خزول في ())۵, أي 2 یق اس يوب أن 


يكون عاملاً في (80. إذن, يه ب آن تكسون () واحدة مسن الحسدوديتيسن التساليتيسن: (1 - )2 - )= ۲)0 إو 





ُ0 -))(2 - ) > (0)ه. | نجرب (1), فنجد أن 


© ص/ ھ 2- 2/3 2-2 
a -4 3 0 0‏ 5- 7 ۰ 4- ۶)۸ (۸)/ 
0 0 0 2 2 2728 1 





٢ 6‏ القيم الذاتية والمتجهات الذاتيةء التقطير 


وبذلك» تكون 2 یو شر سے روہ )(2 - {) = 0)0 = ()۴ الحدودية الأاصغرية ل ۸. 


2 23ہ 3 
المسالتان 90.16-89.16 تتعلقان ہالمصفوفة 3 4- 8 .B=‏ 
کے تچ 


6 أوجد الحدودية المميزة ()۵ ل ۸. 


2 2 1-3 
0 ارد ورم سه بو خم فد | بے 4 |8 دباع زه 
وسر 3 2ہ 





6 أوجد الحدودية الأصفرية 0) ل 8. 

# الحدودية الأصغرية 0)0 تكون واحدة من الحدوديتين التأليتين: (1 - 20 -) - 140 إى 1 - 2006 -) - (اع. 
نختبر 00ء فنجد آن 

و و وھ 2 7 2 41-2 

5۳ 4 00 ك- 6)4 6 +إء-(/-2()8 -8)-(8)ر 

و < .2سا QF‏ قد جارة ے2 
وبذلكہ ()۴ ٭ (2001. ینتج عن ذلك أن *(1 ~ ()2 ~ ہ وضع ے 0ھ هي الحدودية الأصغرية ل 8. [لسنا في حاجة 
لحساب (8)8؛ ونحن نعرف: من مبرهنة كايّلي - هاملتون. آن 0 = (8)]. 

المسائل 93.16-91.16 تتعلق بالمصغوفات التالیة [حيث 0 * 3] 


a ۸ 1 خ)-۔ھ‎ 


0 0 ۸ 


×< ہہ 5 
ہ < ہہ 
ہ و دہ 
وه هد 


6 أوجد الحدودية الأصغرية 800 لہ ۸۔ 
© الحدودية المميزة ل 4 تکون ”(۸-/)<(۵)0 . نجد ان 310 - ۸؛ وبالتالي “(2-)) - (يل » ()س . 
6 اوجد الحدودیة الأصغریة 00 ل 8. 
8# الحدودية المميزة ل 8 تكون *(2 -)) = ()4 . [لاحظ أن (100 تكون واحدة من الحدوديات .2-2 4-202 أو 
2~ )]. نجد أن 60 7ل - 8)؛ وبذلك *(2-)) > (إة - ماس . 
6 أوجد الحدودية الأصغرية 00 لہ © 
© الحدودية المميزة ل © تكون *(2-)) )4 . نجد أن 0* 1( - ©)؛ وبالتاني, "(۸ )١“‏ =( )4 -0)ج . 
6 عقم النتيجة في المسائل 93.16-91.16. 


# التكن المصفوفة 34 المربعة -8 حيث عناصرها القطریة تساوي .۸ء وعناصرھا علی القطر الثانوي العلوي تساوي 2 حيث 
:a#0‏ 





إذن» تكون "(2 - ) = ()1 الحدوديتين المميزة والأصغرية في آن معاً ل . 


6 لیکن (2 ) = حيث 8 و 8 مصفوفتين مربعتين. بين أن الحدودية الأصغرية (00: ل 04 تساوي المضاعف المشترك 


407 ٠" 16 الفصل‎ 


الأصقر للحدوديتين (8)0 و (٤٦)ط‏ ل۸ و 8 علی الترتيب. [إن مبرهنة 14.16, التي تعمم هذه النتيجة, تتبع مباشرة من هذه 
النتیجة وذلك بواسطة الإستقراء] 


ال بما أن (0)1 الحدودية الأصغربة لہ 4 إذن 0- 5 )موم وبالتالي ٥‏ - (۸)ھ و ×٥‏ (۵)ھ ہما ات 


()ع الحدودية الأصغرية ل 4/ فإن 0)ع تقسم 0)0 وبالمثل ()1 تقسم (). وبذلك. تكون 7000 مضاعفاً ل (٤)ع‏ و عط 
چک جک 2 TN‏ پک 0 0 8 A)‏ ۳ 5 
لتكن الآن1)0 مضاعفاً خر 8)0 و ۸)0 إذن. ال )دم ۸۳)۔ مر ولكن 8)٤(‏ الحدودیة الأاصغفریة 
Md‏ ويالتاليء 0)١‏ تقسم ۴)0. إذن. تكرن 0)0 المضاعف المشترك الأصغر لہ ()ع و 1)0 


966 أوجد الحدودية الأصغرية ٨)0‏ المصفرفة. 


M = 


نہ ہ ہ ہ و ےھے 
م ده ها داه هت 
ہہھ - و ہہ 
ہ ہ یپ ہ ہ ہ 
ووو موه 
ہہ ہ وہ ہہ 
هه ادها دي 


# لاحطان| ى ۶ إعمراحك (3 5)-4. 2 4 





Di 
المضاعف المشترك الأصغر للحدوديات الأصغرة ف ۸ 8 © 0. نستخدم المسالة 94.16 فنجد أن‎ ٥)٢ وبذلك, تکون‎ 
:8 علی الترنیب. وتکون الحدودیة المميزة ل‎ ٤-5 2 ,)6 - الحدودیات الأصغریة لہ ۰۸ ٥ء تا تکون ٭(2‎ 


وت »ام lu‏ 


ت م( = 7 2 
a 71+10 = )£- 2) 5(‏ 





وهي كذلك الحدودية الأصغرية ل 8 لأن عامليهما مختلفان. وبذلك. تکون ٥0)(‏ المضاعف المشترك الأصغر ل 2(2 -6), 2ر 
5 -). (5 - )2 “). ينتج عن ذلك أن (5 - )2(7 - )ا = ریہ 


المسائل 100.16-97.16 تتعلق بالمصفوفات النالیة: 


» 0000 31000 2500 0 
0۸000 030008 0 2000 
c=|0 0۸00 ھ٤١١‎ 310 A=l0 0 4 20 
000۸40 00031 003 50 
0 0 0 0 له‎ 00003 | 0 0 0 0 7 


6 اوجد الحدودية المميزة ()۸ ل ۸. 
1# لاحظ ان ۸ مصفوقة مركبة قطرية. بمصفوفات جزئية قطرية. 
5 2/_ 2 4 
(2 )=4 (و )= 
إذن» تكون (۵)1 جداء الحدوديات المميزة () ,۵ ۰ )ر۰4 () ,۵ لہ ,۸ پ۸ ی۸ علی الترتیب. بما ان ,۸ و ي۸ مثلثتیان, فإن 


1-27( = ۵)0 و(7-)= 4)0 . ابض (7-)(2-)) -4ز +9۲- 2 = ( )ي۵ . وبذلك 
deem -5[ . A= - 27-77‏ كما هى مترقع] 


۸ (7) ديم 





98-6 اوجد الحدودبة الأصغریة 0100 1 ۸ 
# لاحظ أن الحدودبات الأصغرية (8,0ء (ا)یھ (ا)رہ. للمصغوفات الجزئیة القطریة ,۸ ي۸ ,4 علی الترتیب, مساوية 
للحدوديات الممبزة؛ أي أن *(2- ٢ھ‏ () نه (20-7 - )) > my)‏ 7-)ع (ا)ہہ. ولکن (ا)× تساري المضاعف 
المشترك الأصغر ل 0)0 )ير (1)ي5. إذن (7- 2(0 ( = n()‏ 


٦ 8‏ القيم الذاتية والمتجھات الذاتیةء التقطير 


99.16 


100.16 


101.16 


102.16 


103.16 


أوجد الحدودية المميزة (۵)0 والحدودیة الاصغریة 8)0 ل 8. 


8 مصفوفة مركبة قطرية بمصفوفتين جزئيتين قطریتین 
0 3 
۲ئ 
(1 5 5( 7 
3 


نجد, من المسالة 94.16, أن الحدودية المميزة والأصغرية ل 8 تكون ”(3 ¬ ا) = 4)0 والحدودية المميزة والأصغرية ل ر8 

تكون "3(7 -ا) = 8)0 رفا "(3-) =()8()/= ۵)0 . ولكن 3(7- ») > (00)00,8)0ج > (510. (وهى حجم أكبر 

مصفوفة جزثية) 

أوجد الحدودية المميزة ()2 والحدودية الاصغرية 800 ل ©. [لاحظ أن © مصفوفة سلّمية, اي ان 31> ©] 

1# بما أن © مثلثية, إذن "(۸ -:) = ()4 . لدیناء من جھة آخری, آن 2- =٤‏ ()ص لآن 01-0--6. 

لتكن 8 أي مصفوفة مربعة. لنفترض أن (12,0 و 18,00 حدوديتين واحدتي المعاملين الرئیسیین, بدرجتين أصغريتين» وتكون 4 

جذراً لهما. بین ان (اایہ > 8,00 

8 التكن يرم عل - ,م وعل > 5. ولنفترض أن 0)ي5 * 0)بھ. إذن يكون الفرق ()رص - 0),« > (1)0 حدوردية, 

تکون ھ جذراً لهاء وبحيث أن 8 >7 068. نقسم ؟ على معاملها الرئيسي. فنحصل على حدودية واحدية المعامل الرثیسي "؟ء 

تکون ۸ جذراً لهاء وبحيث أن 8 >7 وول - “14ع06. يناقض هذا أصغرية ,” و ر". وبذلك يلظ > (ا)ر,9. 

آثبت مبرهنة 11.6. 

8 ننفترض ان ()؟ حدودیة تحقق “٥‏ (۸))۔ نعرفہ بواسطة خوارزمیة القسمةہ أنّه توجد حدوديتان 400 و 1)0 تحققان 
m(Oq() + r(t)‏ =( بحيث أن 0ع ()1 أو (08120 > (06800. نعوض ب 4= في هذه المعادلة. ونستخدم 
٤)۸( >۵‏ و 0= (۸) فنحصل علی 0= (ه).. إذا #0 ()), إذن, تكون (10 حدودية؛ درجتها أقل من درجة 000 

وتکون ۸ صفراً لها. يناقض هذا تعريف الحدودية الأصغرية. وبذلك. 0 > ()؛ وبالتالي. ()09)< = ()۴. أي أن ۷0ہ 

تقسم 100 

لتكن 000 الحدودية الأصغرية لمصفوفة 4 مربعة -٭ بين أن الحدودية المميزة ل 4 تقسم "(5)0). 


8# لنفترضي أن اع + ارے+..+ ۶ء + ) > 000 ولننظر في المصفوفات التالية: 


] حوظ 
B= A+ el‏ 
B= A + cA + cyl‏ 





=c,l“ (A +e A+ ...+ e, A+ e,1) 
1¬ m{A) 





5 و +ے Bg + °B, + +B,‏ - اط 


104.16 


105.16 


106.16 


107.16 


108.16 


الفصل 16 0 409 


(1~ A) B() = (FB, + 17B, ++ رھ‎ (= (AB, + AB, ++ AB, _,) إذن‎ 
= FB, + 7 (B, = AB,) + 7 (B~ AB,) +--+ KB, -, ~ AB, 2) رقش‎ 
راد اض بر ہے‎ +e, + e,1 
= my 


المحددة الطرفية تعطينا "(0)") = |n)01|‏ = |80| |4 ~1 . بما أن 8)0 حدودية؛ إذن ؛ھ- |٤8‏ تقسم 
(0))؛ أي أن الحدودية المميزة ل ۸ تقسم *(5)0). 


آثبت مبرهنة 12.16. 





8 لنفترض أن )1 حدودية خزولة. إذا ۴)0 تقسم (ئ)ص إذن ۴)0 تقسم ()4 ؛ لان )ہہ تقسم ۵)٢(‏ ۔ من جھة أخریء 
إذا )1 تقسم (4)ه , فإن ()1 تقسم "(0)«). وذلك بواسطة المسألة السابقة. ولكن (1)1 غير خزولة؛ وبالتالي (۶)0 تقسم 0)0 
أيضاً. وبذلك: يكون ل (1) و (4)۲ نفس العوامل غير الخزولة. 








لیکن 1 مؤثراً خطباً على فضاء متجهي ۷ منته البعد. بین أن 7 يكون عكوساً إذا وفقط إذا كان الحد الثابت في الحدودية 
الأصغرية (المميزة) ل 7 مختلفاً عن الصفر. 

8 النفترض أن الحدودية الاصخرية (المميزة) ل 7 هي مه +4....+ !كر_,ه + "> (50. إن كل واحدة من القضايا 
التالية مكافئة للتي تليهاء بسبب نتائج سابقة: (0 7 عكوسة؛ (701 غير شاذة؛ (011 0 ليس قيمة ذاأتية ل 1؛ (0۷ 0 لیس جذراً 
ل 5)09؛ (۷) الحد الثابت مه ليس صلفراً. وبذلك. يتم إثبات النتيجة. 
لنفترض أن =١‏ ۷ «آف. وليكن 7:۷-۷ مؤثراً عكوساً. بيّن أن 777 يساوي حدودية في 7 لا تتجاوز درجتها 0. 
گا ئتکن 0) الحدودية المميزة ل 1. إذن. ىه + عرو + ...+ 1/,_رم+ / ع ()ء حيث ه > + ہما آن ٦‏ عكوسة؛ إذن 

0*ية. ويكون لدينا 0- فيه + و +۰ “۳۳یو +71 - (۳)و. وبالتالي 


Tm Û (+a, T7? +. + a) 8 - زليه جح 1*3 ريو لحن ل‎ 71 
0 0 


لیکن ۴ توسيعاً لحقل .K‏ ولتكن ۸ مصفوفة مربعة ۳ فوق .K‏ لاحظ أنه يمكن أيضاً إعتبار 4 كمصفوفة ‏ فوق 5. من الواضح 
ان الم -4| > بھ- 18ء أي أنه يكون ل ۸ و ۸ نفس الحدودية المميزة. بين آنه يكون ل ۸ و 4 نفس الحدودية 
اة قا 
# لتکن ۷0 و 0)': الحدودیتین المميزتين ل 8 و أ على الترتيب الآنء تقسم () كل حدودية فوق ۴ تكون ۸ صفرأ 
لها. بما آن ۸ صفر ل 8)0 وبما أنه يمكن النظر إلى (100 كحدودية فوق 7, فإن ()'" تقسم 1000 سؤف نبين أن 0)0 
تقسم 0)'ھ 
بما أن 000 حدودية فوق 5 (وهى توسيع ل 16). فإنه يمكننا کتابة ‏ پ1)09(5 +...+ ی0ا۶ + +,1)9۵5 500 حيث 
۲)0 حدوديات فوق > وحيث .5,.....5 | تنتمي إلى 7 وتكون مستقلة خطياً فوق 5. لدينا 
m'(A) = f(A)b, + f(A), +۰° + f (A)b, =0‏ 0 
ليكن )م المدخل [1 في (8),؟. إن المعادلة المصفوفية أعلاه تقتضي أن © - ,08م + DE‏ عن امل عل 
ذوج (1) بما أن ال ,ا مستقلة خطياً فوق ۸ء وبما أن ال ۸ © ا ؛ فإن كل 0- اھ . إذن. 
0= (4) ۰ .. ,0< )ر ,0= (4) بما أن ۸ صفر للحدوديات ()؟ فوق  K‏ وہما آن 1)0 هي الحدودية الأصغرية 
ل ۸ بصفتهما مصفوفة فوق .K‏ فإن (۳)1 تقسم کل واحدة من الہ ())۔ ينتج عن ذلكه ومن (1), أن (5)0 يجب أن تقسم 
0500 ایضاً ولكن کل حدودیتین واحدتي العاملين الرئيسيين, وتقسم كل واحدة مهما الأخرى,يجب أن تكونا متساويتين وبذلك. 
.m)( = m0‏ کما هو مطلوب. 
لنکسن (۷.م۷) قاعدة ل ۷ وليكن 7:۷5۷ مؤشراً يحقق 0= 1)۷0 ,۷ه = 1)۷ 
۴۰۰۰٠ Ara s11‏ رتتوں* <(,1)0 بی وقورھ ۴ قرو“ < (وں)7 


0 تا القیم الذاتیة والمتجھات الذاتیة, التقطير 
مین ان 1"=0. ويذلك, تكون حدودية 7 الأصغرية في الشكل = (0)ض حيث 1>١‏ 
8 يكفي أن نبين أن 
T(u) =0‏ رم 
من أجل اظر....! > ل لأنه ينتج عند أن 0= (۲۳)0 > ((رں)7)7۶-“7 ۶ (ر۵) 7۳ من أجل هر....1 « ل ولن ٣۵0‏ 
کو ۶۰.۰۷ ۷) قاعدة. 
نثبت (1) بالاستقراء على [. الحالة 1= ز صحيحة فرضياً. وتتبّع الخطرة الاستقرائية [من أجل 2...0 = (] من 
Tu) = T7 (Tu) = TF (au, + °°° ¥ @, p-4)‏ 


77 (0) + °°° ¥ aT (u 
= a+ +a, = 





ملاحظة: لاحظ أن التمثيل المصفوفي ل 7 في القاعدة أعلاه مصفوفة مثلثية بعناصر قطرية صفرية: 


ببھ ++ یھ ںپ)ذ-ھ“ 0 
يه 6080 يبه 0 0 





6 خواص أخرى للقيم والمتجهات الذاتية 
6 لنفترض آن ,2 قيمة مطلقة لمؤثر عكوس 7. بين أن "۸7 قيمة ذاتية ل 7-1 
8 بما أن 1 عكوسء فهى غير شاذ أيضاً؛ وبالتالي 0 2.*4. يوجد, من تعريف القيم الذاتية, متجه غير صفري » يحقق 
۷= (۲)۷. نطبق ۲٣‏ علی الطرفین. فنحصل علی (۷)' ۸۲ = )v(‏ ۲= ۷. وبالتالي» =v‏ ۷ اي آن ۸7 
قيمة ذاتية ل .٣7'‏ 
110.16 لنفترض آن ۷ متجه ذاتي غیر صفري لتطبیقین خطیین 5 و "7. آثبت آن ۷ متجه ذاتي ل ۳ + 8. 
© النفتسرض أن (2,6 > 8000 او كيذ > 7000 إذنء {S8 + TV) = SY + TY) = Av + A = A, + Av‏ 
وبذلكہ یکون ۷ متجهاً ذاتياً ل 7 + 5 مقرناً بالقيمة الذاتية ي2+ 3- 
6 لنفترض ان ۷ متجه ذاتي غير صفري ل ۳. بين آن ۷ متجه ذاتي ل 1 من أجل أي 16 © 1 
#8 لیکن 30 ع (10. إذنء .)K۲()۷ = K1)۷ = Kس( = )K(۷‏ وبذلك يكون 7 متجهاً زاتياً ل ) مقرناً بالقيمة 
الذاتية ,2ا. 
6 لنفتوض أن ۸ قيمة ذاتية لمؤثر خطي 7. (1) بین آن 32 قيمة ذاتية ل 77. (ب) بعمومية أكبرء بيّن إن "۸ قيمة ذاتية ل "1, 
من أجل 1 < ه. 
8 بما أن .2 قيمة ذاتية ل ۲ء فإنه يوجد متجه ذاتي غير - صفري ۷ بحیٹ أن ۸۷ = (۴)۷. 
(1) لدینا: »3 > (مبزية > ((100) = ۲0 = (۴)۷) = (۷). وبذلك. تکون ۸ قیمة ذاتية ل 12 
(إب) لنفترض أن ۸<1 وأن النتيجة صالحة من أجل 1-ه. إذن, 
= مين 7 د رز لد زب 0 = ((۷ )۲)۳ = (7700. وبذلك تكون ػ3 قیمة ذاتیة لم *7. 
6 لنفترض أن .3 قيمة ذاتية لمؤثر خطي ل 1. بين أن (۸)؟ قيمة ذاتية ل (01, من أجل أي حدودية (10. 


© يوجد متجه غير صفري بحيث أن 2۷ = (1)۷. لنفترض أن يه + 84+ ...+ “يه > 1)0. إذن, 


114.16 


115.16 


116.16 


117.16 


118.16 


الفصل 16 0 411 


f(T) = (a, T" +--+ a, T + al )(0) = a, T "(0) + °°° + a, T(w) + alv) 
= a, Au +--+ a, Av + ag = (a, A" +° + 2,A + ag)() 
= اگ‎ 

وبذلك. تكون (()) قیمة ذاتیة لہ (۴)۳. 
لتكن ۸ مصفوفة مربعة -5 بحيث أن 0- “ذ,ء من أجل بعض K<١‏ بين ان 0= "۸. 
8 هناء 8 جذر لا = (ا)؟. بما أن الحدودية الاصغرية (700 ل 4 يجب أن تقسم 0)], يكون لدينا ۴ > 000 من أجل 
> *. ومع ذلك فان درجة (ا):8 لا يمكن أن تتجاوز درجة الحدودية المميزة ۵)۸ ل ۸ والتي درجتها «. وبالتالي. تکون ۸ 
جذراً ل۴ - 000 من أجل « > +. وبذلك, تكون 8 جذراً ل "ا. 





لیکن 5۷+۷ مؤٹر إسقاط اي ان :نظ <2 بِيّن أن 8 قابلة للتقطير ويمكن تمثيله بمصفوفة قطرية 5 م 





18 بما أن 8ت 852 فإن مؤثر الإسقاط 5 يكون جذراً (1 - )= ١‏ - (50. الحدودية الأصغرية 8000 ل ۴ تقسم 
(0. وبذلك يكون ل (00: جذران مختلفان, وتكون 8 قابلة للتقطير. القيمتان الذاتيتان يجب أن تكونا 0 أو 1ء أو 0 و 1 معاً. 
وبذلك, يكون للمصفوفة القطرية 8 الممثلة ل 8 العدد 1 و/رأو العدد 0 على القطر. بوضع المتجهات الذاتية للقيمة الذاتية 1 أولاً. 
سوف يكون ل 8 الشكل المطلوب. 





لتكن حدودية إختيارية واحدية المعامل الرئيسي ,م + ام + ٠...‏ “/ - (4)/ . عرّف المصفوفة المصاحبة 4 ل (50. 
ال ۸ مصفوفة مربعة 0< تكون مداخلها التي على القطر الثانوي السفلي 1. وسّوَالب المعامل على عمودها الأخير. أما بقية 


المداخل فتكون صفرية 


FA ”او‎ 





إن الحدوديتين الأصغرية (00 والمميزة ()۵ تساويان كلاهما الحدودية ()۴. 


أوجد مصفوفة 4 تكون حدوديتها الأصغرية 8 + 61 + ا5 ¬ ث3 





8~ 0 0 
mM‏ لتكن 8 المصقوفة المصاحية ات | - 0 ادف 
5 1 0 


أوجد مصفوفةً 8 تکون حدوديتها الاصغرية 4 +76 + 22 قرو ف 
08 لتكن 8 المصفوفة المصاحبة. أي 


ا 
گت 


ده ههه 


17 الفصل‎ ١ 
ال شكال الشافوفية‎ 


ليكن '3 مؤثراً خطياً على فضاء متجهي منته البعد. وكما رأينا في الفصل السابق, قد لا يكون ل 37 تمثيل مصفوفي قطري. 
ومع ذلك فإنه يظل ممكناً «تبسيط» التمثيل المصفوفي بعدد من الطرق. وهذا هو الموضع الرئيسي لهذا الفصل. وسوف 
نحصل, بوجه خاص, على « مبرهتة التحليل الأولى», وعلى الشكل «المثلثي», وشكل «جوردان», والشكل «المنطق». 


7 الفضاءات الجزثية اللأمتغيرة 


117 


2.17 


417 


5.17 


412 


عرّف فضاء جزئیأً لا متغیراً لمؤثر خطي۔ 

8 ليكن “18+17 :7 خطياً. نقول عن فضاء جزثي ۷ ل ۷ بانّه ملا متغیرہ تحت '7, أو ملا متغير -7ء, إِذا کان " يطبق ۷ 
على نفسه, أي إذا کان ۷6۷ يقتضي 6۷۷ (7)0۷. وفي هذه الحالة, تعرّف '1 (بعد تقييدها على ۷) مؤثراً خطياً على ۷. 
أي أن 7 تدخل مؤثراً خطياً ۷۷ ص۷۸۷ :7 معرّفاً براسطة (7)0 > (2)0 ٠.‏ من أجل كل 6۷ ۷. 

المسائل 5.17-2.17 تتعلق بالتطبیق الخطي 8+ R‏ :7 الذي يدير كل متجه حول محور -2 بزاوية 8 (كما موضح 
بالشكل 1-17), أي أن )2,§ .T(X.y,2) = (x cos § ~ y sin §,x sin O + y cos‏ 


شكل 1-17 





ليكن 77 المستوی ۰× في ٭3. ھل ۷ لا متقير تحت '1؟ 

5 كل متجه (4,6,0) ع بو في المستوى -لز» (اي ۷) يبقى تحت التطبيق '1 في 78 كما يوضم ذلك الشكل 17-!. وبذلك» 
یکون ۷ لا متغیراً تحت 17. تقييد 7 على ۷ يدير كل متجه في 777 حول نقطة الأصل 0. 

ليكن "ا المستوى -:لا في *8, هل “ا لا متغير تحت 17؟ 

8 إن متجهاً غير صفري (ع,0,6) - ۷ في '۷ لا يبقى في '۷ تحت 1 (إلا إذا 8= ۳ إو مضاعفاً ل # ). ويذلك. '۷ 
لا يكون لا متغيراً -1. 

ليكن لا محور -2 في ۸. هل یکون ا لا متغیراً تحت ۲؟ 

8 يكون لدينا » ع (30, من أجل أي (,0,0) > نا في ا. وبذلك, یکون تا لا متغیراً تحت 7۔ في الحقيقة. يكرن تقييد 
على لا هى التطبیق المحايد على [ا, 


لیکن '0آ محور -* في *8. هل 'لآ لا متغير تحت ۲؟ 





8 إن متجهاً غير صفري (0,0۵,٢)'ن‏ غي 'ل] لا يبقى في 'لآ تحت 7 (! إذا 6= #۳ تو مضاعفاً ل 7 ). وبذك, لا 


یکون 'لال عتغیراً تنم +1 


8.17 


1017 


1117 


2.17 


13.17 


14,17 


الفصل 17 تا 413 


ها هي العلاقة (إن وجدت) بين المتجهات الذاتية لمؤثر خطي 7 وفضاءاته الجزئية؟ 
® إذا كان ” متجهاً ذاتياً غير صفري ل 7, فإن )١(‏ 5000 فضاء جزثي لا متغير أحادي ‏ البعد ل ۲ وبالعكسء إذا كان 
۷ فضاء جزئي لا متغير احادي البعد ل ١‏ فإن أي متجه غير صفري في ۷۷ یکون متجھاً ذاتياً ل 7 

المسائل 10.17-7.17 تتعلق بأي مؤثر خطي الاجم :2 





ہین أن (0) لا متغير تحت 7. 

7 لدينا (0) ©0 > (100: وبالتاليء يكون (0) لا متغيراً تحت‎ u 

بین ان ۷ لا متغیر تحت ٦٦‏ 

8# لدینا 6۷ (70 من أجل كل ۷8۷ )ذن, یکون ۷ لا متغیراً تحت 7۔ 

بِيّن أن نوأةۃ 7 لا متغيرة تحت 1 

# لیکن 7: . إئن 0617ء (نح7 لآن نوأة 7 فضاء جزئي في /. وبذلك, تكون 7 ,ع1 لا متغيرة تحت 
بین آن صورة 7 لا متغيرة تحت 7. 

لا بما أن 27006107 من أجل كل 6۷ ۷ فهي بالتاكيد صحيحة إذا |1850 © «. وبالتالي. تكون صورة 3 لا 
متغيرةٌ تحت 7۔ 1 1 


2 


أوجد كل الفضاءات الجزثية اللآمتفيرة ل (3- 2) = 4 باعتبارها مؤثراً على 82. 
7 2~ 1 


ھا الديناء أولاًء أن 82 وى (0) فضاءان لا متغيران تحت ۸. الآن. إذا كان ل ى أي فضاءات جزئية لا متغيرة أخرى. فهي 
يجب أن تكون أحادية البعد. ولكن الحدردية المميزة ل 4 تكون 


25ت 


ala دا۸‎ | -1 1+2 


1+ =| 
وبالتالي, ليس ل 4 قيم ذاتية (في 8)؛ وبذلك لا یکون لها متجهات ذاتية. وبما أن الفضاءات الجزئیة اللامتغيرة آحادیة ۔ البعد 
تتعلق بمتجهات ذاتية. فإن 8 و (0) هما الفضاءان الجزثيان اللامتغيران الوحيدان تحت ۸. 


لنفترض أن {Ww}‏ تجميع لفضاءات جزئية لا متغيرة -7 في فضاء متجھي ۷. بین آن التقاطع: ۱٥ء‏ ۸ يكون آيضاً لا 
متغیراً -7. 


8 لیکن ۷ إئن 6۷۷ ۷ من اجل کل 1 بسا ان ۷۷ لا متغیر ۳ فإن ;۷ € ۲)۷ سن اجل کل إذن 
٥٢,۷‏ ٭ ۷ 6 (70۷, وبذلك يكون 7 لا متغيراً -1. 


مبرهنة 1.17 ليكن 8+1 :2 خطياً وليكن (10 أي حدودية. إذن. تكون نواة (1)1 لا متغيرة تحت 1 
أثبت مبرهنة 1.17. 
ھ8 لنفتسرض أن (101 :6 © ۷ أي أن ۵< (807(00. يلزمنا أن نبين أن (70 تنتمي ايضاً إلسى نواة (4)1 أي آن 
(TT) =0‏ با ن 1)0 (t=‏ فيكرن لدينا (70 > 8077 ك 0= )1(0 = LS HODTOY) = TICTv‏ 
هو مطلوب. 
۱ 55006 تغير لاه :7. إذن, يكون ل 7 تمشيل مصفوفي مرب (2 4) حیث ۸ 
مبرهلة 217: لنفترض ان ۷۷ فضاء جزئي لا متغیر ِ۷3 +-7:۷. إذن, يكون ل 7 تمثيل مصفوفي مركب (2 م) حيث 


تمثيل مصفوفي لہ 7. تقیید * علی ۷ 


أثبت مبرهنة 13.17 


4 تا الأشكال القانونية 


15.17 


16.17 


17.17 


18.17 


19.17 


ا ۹۷۷, ونوسعھا إلی قاعدق ۷ر ۷ے۷,..۷) لہ ۷۔ إذن 





Tw) = TO) = aw, 4 حا‎ 


Twa) = Twa) = aw, + 







DW, FE, °° *‏ 
ولكن مصفوفة 7 في هذه القاعدة هي منقولة مصفوفة المعاملات في منظومة المعادلات أعلاه. ولذلك, يكون لها الشکل 


0 4) حیث ھ منقولة مصفوفة المعاملات للمنظومة الجزثية الواضحة نجدء بنفس الحجة, أن 4 مصفوفة 7 بالنسية للقاعدة 


0 c 
لہ ۷۔‎ )۷( 

المسالتان 16.17-15.17 تتعلقان بالتقييد 4 لمؤثر خطي 7 علی فضاء جزئي لا متغیر 0 أي أن (700 + (7)0 ٠‏ من 
أجل کل 6۷۷ ۷۔ 


أثبت أن: (100)/ - (7(00)/ + من اجل أي حدودیة(7)0. 
ل إذا ١ھ‏ (0ئ أو إذا ()۴ شابتة,؛ أي درجتها 1ء فسإنه من الواضح أن النتيجصة تكون صحيحة. لنفترض أن 
d= < 1‏ وأن النتيجسة تتحقسق من أجسل حسدوديسات درجساتها أقل من «. لنفتسرض أن 
a Ay‏ + +۱ ٣۳۰صو‏ مرو (زاثر. إذن 
مور ماج كل ريه + “قيه) > (س) ةر 
ںومم جد + 7" ,_ a, '(TOv)) + (a,‏ 


= (a,T" '(TOGv)) + (a, _, 7"7 + °°° + a, )(w) 
- 700 





أثبت أن: الحدودية الأصغرية ل ٣‏ تقسم الحدودية الأصغرية ل 1. 

© لتكن ()12 الحدودية الأصغرية ل .١‏ إذن, ومن المسالة 15.17ء يكون لدينا 0= (#)0 - ((|)(7)ہ = («)(1)» من 
آجل كل 6۷ ۷؛ آي آن 7 صفر للحدودية (00. وبالتالي؛ فإن الحدودية الأصغرية ل 7 تقسم 0)0 

بین أن کل فضاء جزئي ا ۷ يكون لا متغیراً تحت 1 و 0 أي المؤثرين المحايد والصفري. 

8# لنفترض أن ۷ فضاء جزئي في ¥. وان 67۷ ۷. إنن. 6۷ ×× (ه)1 و €۷ 0= (#)0. وبذلك. يكون ۷ لا 
فا 1 و0 


~4 


حذد الفضاء الجزثية اللآمتغيرة ا 


.8* باعتبارها مؤثراً خطياً على‎ 4-٤ 

® هنا 16+ /=()۵ هي الحدودية المميزة ل ۸. لا توجد قيم ذاتية (في 82), وبالتالي لا توجد متجهات ذاتية. 
وبذك, لا توجد فضاءات جزشة لا متغيرة أحادية - البعد. ينتج عن ذلك آن (0) و ”۸ هما الفضاءات الجزئيان اللامتغيران ٠‏ 
الوحيدان. 

حدّد الفضاءات الجزئية اللامتغيرة للمصفوفة ‏ أعلاه منظوراً إليها بأنها مؤثر خطي على 2©. 

ا بماأن (/4-))(/4 +ع) م1 +2,- (ي)خ » فإنه توجد قيمتان ذاتيتان 41 < ب و41- ** يز. بوضع 
۵٥‏ ھ- 3ء نحصل على حل غير صفري (2,1-21)< ,017 وبوضع 0= 4(۷ - 0۸ء تحصل على حل غير صفري 
(2,1-21) - ,0ه وبوضع 0< يہ(۸-آي0) تحصل على حل غير صفري (2,1+21) < ي۷. وبذلك» فإن الفضاءات الجزئية 
اللأمتغيرة الوحيدة هي: (0) , 2ع (2- 2,1)صدمد × ,۷ء (030)2,1+21: - ۷ 


المسائل 23.17-20.17 تتعلق بفضاء جزئي ۷ يكون لا متغیراً تحت ۷۰۷ :ی۵ ۷ج۷ ۔ 





415 ٣ 17 الفصل‎ 


7 بيّن أن ۷ لا متغیر تحت ۲+ 8. 
8 لیکن 6۷۷ ۷. لان للا (5)00 و €۷ )1. بما أن ۷ فضاء جزئي, فإن 6۷ (700+ (س)8. لذلك. فان 
1()W( = S)wW( + ۲)‏ + 5) ينتمي إلى /ا. إذن, یکون ۷ لا متغیراً تحت s+‏ 

7 بین آن ۷ لا متغیر تحت 81. 
© ليكن 6W‏ ”. إذن 6W‏ («)۲ وبالتالي 8)۴)W( € W۷‏ = ™)(8*۲). إذن, یکین ۷ لا متغیراً تحت 8*7 

7 بین آن ۷ لا متغير تحت 47, من أجل كل 6×۸ ) 
8 اليكن T(w) €W jij .w 8W‏ ہما أن ۷ فضاء جزئي» إذن 17 © 15000 وبذلك, (1]00 > (61(00) ينتمي 
لی ۷۷. ]ذن, یکون ۷ لا متغيراً تحت ۳). 

7 بین آن ۷۷ لا متغیر تحت (7), من أجل أي حدودية (10. 


2> ھت من التسقة 21.13 أن 1 لا متغير تحت *1, ونجد بالاستقراء أي ۷٢‏ لا متغیں تحت "1 من أجل أي 1× 
ونجدہ من المسالة 22.17 ان ۷ لا متغير تحت *8,5 من اجل أي سلمى ي5. أيضاً؛ يكون ۷ لا متغيراً تحت 1. حيث 1 التطبيق 
المحايد (وذلك بسبب المسقة 17.17). أخيراً. . ومن المسألة 20.17 یکون ۷ لا متفیراً تحت _آپہ+ 7رہ +...+ ”7ھ بتعبیر 
آخر یکون ۷۷ لا متغیراً تحت (7)) من أجل أي حدودية ۴)0 


7 المجامیع المباشرۃ, المساقط 

7 عرف المجموع المباشر لفضاءات جزئية والمساقط المقابلة لها. 
0 یصطلح على أن فضاء متجهياً 1 «مجموع مباشر» لفضا اءاته الجزئية W, BW, @...@ W, ai WW,‏ = ۷, 
إذا كان في الإمكان كتابة كل متجه ۷۴۷ في الشكل الوحيد پا ر + ,۷= ۷ حيث 6۷ ۷۔ في مثل هذه 
الحالة, يكون مسقط لا على فضاءه الجزني ۷ هى التطبيق لاحي بكر المع بؤاسطلة ,* > 1000 [إن المسقط ٤‏ 
معرّف جيداً لآن المجموع من أجل ۷ وحيد. ٠‏ وهناك تطبيق إسقاط من أجل كل فضاء جزئي 1 
المسائل 28.177 تتعلق بالفضاءات الجزنية التالية ل : لا = المستوى -ر» ۷= المستوى 2ر 2= محور لي 
L = ((k,k,k):kE R}‏ 

R= U®W هل‎ 17 


R=U+W 8‏ لأن كل متجه في 85 مجموعٌ لمتجه في لا ومتجه في ۷. ومع ذلك فإن 87 لا يكون المجموع المباشر 
ہلاو و ۷۷ بسبب عدم وحدائیة مثل هذا المجموع: مثلاء. (1.3-,0) + (1,3,0) د (ارلية) + )1.10( = (2,3, 1) 





26.17 


8 يمكن كتابة أي متجه 8 6 (,ط,a)‏ كمجموع لمتجه في لا ومتجه فسي 2 وذلك بطريقة واحدة فقط 
(ہ,0,0) > (0,طبة) ع (عرطرة). وېذلك. يكون 2 6 زا - 8 
7 أعطينا 1 6 ت1 - 185, أوجد المسقطين ,,4 و هله ل / على لا و بء على الترتيب 
© من اجل أي متجه 87 © (©.9,0). يكون التمثيل الوحيد كما يلي: (٥,٥,ہ)‏ + (0,ع - تابہ -۵) > (۵,ھ)۔ وبذلك, يكون 
E‏ و ,8 معزفین بواسطة (۵,0 - اع = )د عتطهايظ ر (می) > (عطمیظ 
مبرهنة 3.17 لنفتسرض أن ,۷۷ فضساءات جسزئیة ل ۷ا وآن ۷ ۷) = ,8 قاعدة ل ,۷ مسن أجل 
.1> 1ہ ولتكن 8 إتحاد كل متجهات هذه القراعد: 
() إذا كانت 8 قاعدة ل ¥ إذن =W, ®..@ W,‏ ¥ 
(1) إذا ,للا ©...© ,۷= ۷ إذن تكرن 8 قاعدة ل ۷ 





6 2ا الاشکال القانونیة 
7 أعطينا ]© 18-*8. اوجد المسقطین 8 ى .۴ في ۷ و ا على الترقيب. 


التمثيلل الوحيد هق (ت,ھع) + (۵-م9-,ط٥)‏ < (0,ط0)ء وبسالتالسي (8-عيه-0,0) = E, = (abe)‏ 
و .E,(a,b,e) = (a,a,a)‏ 


7 أثبت () في مبرهنة 3.17. 
8 یکن 6۷ ۷. بما أن 8 قاعدة من أجل 7 إذن 
U SAW FF Big Win, FF AAW, FF Ga Wry, = Wo F Wa FF wv,‏ 
حیٹ 6۷ ص2 ٠۰۰۰٠‏ ر۷ رھ عع ز× نبین بعد ذلك أن مجموعاً مثل هذا يكون وحيداً لنفترض آن رس + ۰۰۰+ س + إ« ك ن 
حيست الاك )۷ بصسا آن (ی ۰۰۶۷ی ۷۸) قسامسدة لہ ۷ إنن ےط رط +00 ۷او ٹا“ !۷ط وبسذلسك یکسون 
راط عه طب اقرط جد ري برررط جح Om bw‏ بما أن 8 قاعدة ل لا, فان رھ ںی من أجل كل 1 وکل ز 
وبالتالي» سر ےک رہ آي أن المجموع من أجل ۷ وحيد. ينتج عن ذلك أن ۷ هو المجموع المباشر لل ۷۷. 


7 أثبت (1) في مبرهنة 3.17 


اھ یکن ۷۴۷ بما أن ۷ مجسوع مساشر لل ۷ فيكون لدينا ,۷+...+ ,۷= ۷ حیث 6۷/۸۷ ۷ وہما آن 
(ص8) . قاعدة ل 9۷ء فان کل ,۷ يكون تركيبة خطية لل بر« وبذلك يكون 7 تركيبة خطية لعناصر 8. وبذلك, فإن 8 
حول اجن الآن ان ظ ستقظلة خطیاً لنفشرض أن 0 ع ے۷ خط ۷ای2 +۴ ۷ئ2 ۶.۴ ررر لاحظ آن 
j FF iW, E W,‏ يكون لدينا آيضاً ۵+0+0 حيث ,0€۷. بما أن مثل هذا المجموع من أجل 0 


ini ini 
يقتضي أن كل اله تكون 0. وبذلك,‎ {wy من أجل ,,.....1 - 1. استقلال القواعد‎ N 8 
.۷ تكون 8 مستقلة خطياًء وتكون بذئك قاعدة ل‎ 


Ww 





وحیدہ فان 0= 





7 لیکن ,۷ @..© ,۷= ۷ ولیکن 5:۷-۰۷ تطبيق الإسقاط المعرّف بواسطة پ۷ - (80, حيث ,8۷+...+ ۷< ۷ء 
.w, € ۷,‏ بین آن ٤‏ خطي. 
8# انفتسسرض اتا مسن أجل 36۷ eW, Wt. tw',‏ (۷۱٭. الس ل Vv +u = (w, Fw’ J+.‏ 
ہے 0۷ے 90ا سے تما ا9 ک3 3۷ص مجسسامیعسا وحیسسدة مق ساہلتة لہ ۷+۵٢‏ و ۴۷ وب التسالسسیي, 
Ev) + ED)‏ = صص B+) mw‏ و kw, = KE)‏ = (E)k۷۔‏ إذن, يكون 8 خطيا. 
7 بيّن أن 8 - 82 من أجل تطبيق الإسقاط 8 أعلاه. 
© الدينا ارڈ ان 0+...++ 0+ رس + 0+...+ 0= ۷ هو المجمسوع الوحيد المقابل ل ,۷ € ,۷ وبالتالي 
Wy‏ ٭ لساظ إنن, E(w] = w, = EB(v)‏ ے (()2)6 - (82)0. من أجل أي ا © وبذلك. 1582-88 كما هى مطلوب. 
مبرهئة 417: لنفترض فن ۷۔5۷ خطيٌ وان ۴= ”8 إذن 
(60 نع زد من أجل أي 8 618 0 
im E@KerË (ii)‏ = ۷۔ 
(11) يكون 2 مسقط ۷ علی 8 176 
ملاحظة: انطلاقاً من هذه المبرهنة والمسالتين 31.17 و 32.17, يكون التطبيق الخطي 7:۷۷ إسقاطاً إذا وفقط إذا 
= 1. وغالباً ما يستخدم هذا التوصيف للإسقاط بمثابة تعريف له. 
7 أثبت () في مبرهنة 4.17. 


© إذا 158 إذن یوجد ۷ ۷ يحقق ن- (800: وبالتالي. « > ()8 = EE) = E۷)‏ = ()8: كما هى 


مطلوب. 
7 أثبت (11) في مبرهنة 4.17 
لا ليكن ا©0 يمكنتساكتابة؟فويالشكل 800 - ۷ + (0) = ۷. الآن, وبمسا أن 


E(v) =0‏ سے مزع ے رہ - رمط < (زمظ د (زظ - ×ظ ùe gi .v-E(vEKerE‏ ك =ImË + KerË jÎ‏ ۷۔ 


36.17 


417 ٢ 17 الفصل‎ 


لفترض الآن ان ظ 8 ٥ظ‏ ات۷ نجدہ من (1) غي مبرغنة 4.17, ان ٭عد (س)ع لان ات w۷‏ لديا من جهة 
آخرى» 0= ()8 لان و" 
المباشر لصورة وئواة 8 


أثبت (111) في مبرهنة 4.17 





له لیکن ۷6۷ ولنفترض أن #+لا> ا حیث ,61ن و #6108 لاحظ أن الاك (0)ظ من (1) في مبرهنة 
wEKerfE ùl E(w) =0 gy 417‏ وبالتالي E(v) = B(utw) = E(u) + E(w) =u + Û = u‏ أي أن 15 مسقط ۷ على 


صورته. 
لیکن ۷<۷ ٤:‏ تطبيق إسقاط. أي أن 





7 تحليل مجموع ‏ مباشر لا متفير 


37.17 


3837 


عرّف تحليل مجموع ‏ مباشر لا متغير» لفضاء متجھي, بالنسبة لمؤثر خطي. 

© ليكن /اجا:2 اخطياً. ولنفترض أن ١١‏ يكون المجموع المباشر للفضاءات الجزثية (غير الصفرية) اللأمتغيرة 0 
اپ 9۷ أي أن 13 ©...© ,3ع 37 و GW;‏ (10090, با = أ إذن, نقول عن الفضاءات الجزكية ,۷...۷ انها 
تختزل 7 أو أنها تشكل «تحليل مجموع ‏ مباشر لا متغيراً -1» ل ۷. بالإضافة إلى ذلك إذا كان ,7 تقييد 7 على ,۷ فإننا 
نقول أن 7 قابلة للتحليل إلى المؤثرات ,1 فى أن 7 المجموع المباشر ل 1 وذكتب ,0.07 7-71 





لیکن “7:88 المؤش الخطي الذي يدير كل متجه حول محور -2 بزاوية 0[كما هى موضع في الشكل 1-17]؛ أي أن 
وھ دی ۲ +- 6 (x cos 0y sin 6 sin‏ = مع رع)۔ ہین أن ۷ (المستوی ۸۷۰) و تا (محور -2) يشكلان تحليل مجموع 
RIT a‏ 
® لاحظ أن 0ھ ۷> 7ل لان الطريقة الوحيدة. التي يمكن بها كتابة 87 © (ع,طية) > ا كمجموع لمتجه في لا 
ومتجه في لا هي كما يلي: (.0,0) + (5,0.) > (عرطه). كما أن ۷ و لا لا متغخیران تحت 7. وبذلكہ بشکل ۷ و تا تد 
مجموع ‏ مباشر لا متغيراً :1 ل 87. 
تتضمن المبرهنات الثلاث التالية [والتي ستتم البرهنة عليها في المسائل 39.17, 44.17, 45.17] المحتوى الرئيسي لهذا 
القسم. 
مبرهنة 517 لنفترض أن /1+-/18 :7 خطيء وأن /7 المجموع المباشر للفضاءات الجزئية اللأمتغيرة 50 ,۷...۷ إذا 
كانت ,۸ التمثيل المصفوفي لتقييد 1 على ,۷. فإن ۳ يمكن تمثيلها بواسطة المصفوفة المركبة القطرية 





مبرهنة 617 [مبرهنة التحليل الأولى]: ليكن 7:۷+۷ مؤثراً خطياً بحدودية أصغرية ‏ "1,)0... ۴,0"( ,۴ = 0)0 
حیث ال( حدودیات واحدیة المعامل الرثیسي مختلفة وغیر خزولة. إذن, يكون ۷ المجموع المباشر 
للفضاءات الجزئية اللامتغيرة ۷۷,...١١٠‏ وحيث ,۷ نواة “(5). كما أن “۴)0 هي الحدودية 
الاصغرية لتقييد 7 على ,۷. 

مبرهنة 717 يكون لمؤثر خطي 7:۷+۷ تمثیل مصفوفي قطري إذا وفقط إذا كانت حدوديته الأصغرية (80 جداء 
لحدوديات خطية مختلفة. 

مبرمنة 8.17 [شكل بديل لمبرهنة 7.17]: تكون مصفوفةٌ ۸ مشابهة لمصفوفة قطرية إذا وفقط إذا كانت حدوديتها 
الأصغرية جداءً لحدوديات خطية مختلفة. 

ملاحظة: إن مبرهنة 8.17 تمييز مفيد للمؤثرات القابلة للتقطير؛ أنظر مثلاً المسالة 46.17. 


8 تا الأشکال القانوثتیة 


337 


40.17 


47 


7 


لنفترض أن 7:۷-۶۷ خطي, وان 09۷ا - 7 تحليل مجموع ‏ مباشر لا متغير -7 ل ۷. اثبت مبرهنة 5.17 في حالة أن 
0 
© نفترض ان (ردن) و (ب۷٢”ص×)‏ قاعدتان لہ لا و ٩۷‏ على الترتیب. إذا کان ,۳ و 7 یرمزان لتقییدي "7 على 
ا و ۷ على الترتيب, إذن 

T(t) = at, + qu, TWD ™ Baw, + bawa + baw, 


(Wa) = Daw + Baws + bay 
T(W;) = byw, + baw, + bya 





T(t) = att, +۶ وقورھ‎ 


وبالتالي. يكون 


2 a a 
2 a 
a: Px أ‎ 4 4 2 


روف در 
تمثيلين مصفوفين ل ,ا و ,7 على الترتيب. نهد. من مبرهنة 3.17 أن ( ۷ب۷ ۷ ي۵,,) قاعدة لہ ۷ بما آن 


(0) ,7< 7000 و (۷)ی؟ - (7۷۷: فإن التمثيل المصفوفي ل 7 في هذه القاعدة يكون المصفوفة المركبة القطرية  0(‏ 0)) 


ملاحظة: إن إثبات المبرهنة 5.17 يماثل تماماً البرهان السابق, لذلك فسوف يحذف. 


لنفترض أن 7:۷۸۷ خطي» وان ,7 © ,7-1 بالنسبة لتحليل مجموع ‏ مباشر لا متغير -7: 01۷ تا < ۷۔ ولتكن 
0ر 0ار ()يه الحدوديات الأصغرية ل / ,1 ر1 على الترتيب. بيّن أن (800 هي المضاعف المشترك الأصفر 

gm)‏ )رھ 

# نعرفہ من المسالة 1617ء أن ( بھی 0ای تقسمان (00۔ لنفترض !لن ان (10 مضاعف ل (10,0 و 31,000 معا 

إذن 0 (1)7000 ر۵“ (۷(,٥)1ا.‏ لیکن ۷6۷ إن ۷+ا=۷ حيست ا6ن و 6W‏ ۷. الان 
(Tu + f(D = (FD + (Tw = 0 + 0 = 0‏ > 100۷ أي أن 7 صفرٌ ل ()6. وبالتالي. فان (ا)ہ تقسم ()۴. وبذلك. 

تكون (18)4 المضاعف المشترك الأصغر لہ mt) 3 nm,‏ 


لتكن. في المسالة السابقة. 240 (/),4 ٠‏ ى (24:)1 ترمز على الترتيب إلى الحدوديات المميزة ل ۳ ,۳ 3 بین ان 
ايشل)رة - ()ه . 


8 تعرف, من مبرهنة 5.17, أن ل 7 تمثيلاً مصفوقياً ( )عد حیث ۸ و 8 تمثيلان مصفوفيان ل ,7 و ي7 على 
الترتيب. إذن 
A 0‏ — 4 
2,)0۵,0ھ- اھ -۷((ھ -۷ا>× ارآ 1 | اله دسا ود 
كما فى لظو 


ميرهنة 9.17: لنفترض أن لاج-/2:1 خطيّ؛ وأن ()۸()ع = ()1 حدوديات بحيث أن 0- (5)1. وأن 8)0 و ۸)0 
أوليتان نسبياً. إذن. يكون / المجموع المباشر للفضاءين الجزثيين اللأمتغيرين -5. لا ى ۷, حيث 
.W = Ker H(T) g U = Ker g(T)‏ 
أثبت مبرهنة 9.17. 
© الاحظ أولاً ان تا و ۷ لا متغیران <7 (بواسطة مبرهنة 1.17). بما أن )ع و ()8 أوليان سیا فإنه توجد حدوديتان )7 
ى 5)0 بحيث أن 1 > (00)00) + (0(8)0):. وبالتالي» من أجل المؤٹر ۲ یکون لدینا 


1 > ریت + 7007 420 


لیکن ۷ 6 ۷: إذن نحصلء من (1): على 1()0(۷): + 7(۷)ع۶)1(8< ۷ ولكن الحدٌ الأول في هذا المجموع ينتمي إلى 


47 


44.17 


45.17 


الفصل 17 0 419 


«W = Ker h(T)‏ لان 0= (DDD = (DD = (Ov‏ = 7(۷( ). وبالمثل» ينتمي الحدّ الثاني إلى لا. 
وبالتالي» یکون ۷ مجموعاً لہ لا و ۷۷, 
لإثبات أن ۷ @ 1= ۷ يجب علينا تبيان أن مجموعاً ۷+ ند ۷, حيث 061 و €۷ ۷ یتحدد بشکل وحید 
بواسطسة . نطبسق المؤثر (1)ج(70): علی ۷+ ۷۷ ونستخدم 0= «(1)ي فتحصسل على 
ru + (Dg = (DED‏ = ).ایض بتطبیق (ا) علی ۷ وحده وإستخدام 0> ۵07(۷ نحصل 
.w = (0W + (Dw = r(g( ¥ e‏ تعطينا الصيفتان أعلاه معأ ۲7(۷ج(5): = ۷ وبذلك يتحدد ۷ بشکل 
وحید بواسطة ۷. بالمثل, يتحدد ا وبشکل وحید بواسطة ۷ وبالتالي, ۷® 1 = ۷ کما هو مطلوب. 
مبرهنة 10.17: لنفترض. في مبرهنة 9.17, أن (10 الحدودية الأصغرية ل 7 (وأن )8 ى 800 واحديتا المعاملين الرئيسيين). 
إذن» تکون ()ج و 5)0 الحدودیتین الاصغريتين ل ,7 و ر٣‏ على الترتيب [حيث ,7 تقييد 5 على تا و ر1 
تقیید ۳ على ۷]. - 
أثبت مبرهنة 10.17 
۳# لتكن (),” ى ()ر" الحدوديتين الأصغريتين ل ,1 و ر على الترتيب. لاحظ نن 0=(١)ع‏ و0= ۸)1 لان 
.W = Ker b(t) yg Û = Ker g(D‏ إgh.‏ 
0 تقسم ()8 و 0٥٥و‏ تقسم )۸ 22 
نجد. من المسالة 40.17 آن )۴ هي السضاعف المشترك الأصغر ل (ا)ر و (0)ر". ولكن )ر ى 22,00 أوليتان نسبیأً, لان 
)8 و )ظط أوليتان نسبیاً. ينتج عن ذلك أن (اہمتی ھ ع (0]. لدینا ليشا أن ()0(۸)ع = (ا)۴. هاتان المعادلتان. مع مع 
(1) وحقيقة أن كل الحدوديات واحدية المعاملات الرٹیسی, تقتضي ان ()," = (0)ع و لار" = ۸)0 وھو المطلوب۔ 
أثبت مبرهنة التحليل الأولى (مبرهنة 6.17). 
ا يكون الإثبات بالاستقراء على :. الحالة =١‏ بديهية. لنفترض أنه قد تم إثبات المبرهنة من أجل 1 -8. يمكنناء 
بواسطة مبرهنة 9.17, كتابة ۷ في شكل المجموع المباشر للفضاءين الجزئیین اللا تغيرين -5 ,۷۷, ,۷, حیث ۷ نواۃ 
۳ ر۷ ناۃ f..."‏ نعرف, من مبرهنة 210.17 أن الحدوديتين الأصغريتين لتقبيدي ١‏ على ,۷ و ,۷ هما 
هلي الترمت f0 f0" 3 f0"‏ 





لئرمن لتقیید "7 علی ,۷ بہ 7 نجد. بالفرضية الاستقرائية. أن ,۷ هو المجموع المباشر للفضاءات الجزٹیة ...ر۷ 
حيث ,3 نواة “57,0 وحيث "(1)؟ الحدودية الاصغرية من أجل تقييد ٠,‏ على ,. ولكن نواة "6)7 من أجل 
...2 4 تكون بالضرورة محتواه في ,۷ لان “600 تقسم “6,)007...1)0. وبذلك. تكون نواة "(15/)1 هي نفسها 
نواة 4)1 وهي ,/9. أيضاً يكون تقبيد 7 على ,2 هو نفسه تقييد ,7 على ,20 (من أجل ...2 > 1)؛ وبالتالي» تكون 
*0)] الحدودية الأصغرية من أجل تقييد 7 علی ‏ ۷۷. وبذلك, يكون ,۷ 8...© ر۷ © ,۷ = ۷ التحليل المطلوب لہ 7. 
أثبت مبرهنة 7.17 
8 لنفترض أن 5000 جداة لحدوديات خطية مختفة؛ لکن 0( - )...ل3 - )30( - )٢‏ < 00ء حیث الہ پ2 سلّمیات 
مختلفة. نجد. من مبرهنة التحليل الآولى أن ۷ المجموع المباشر لفضاءات جزئية ۷۷.۱۷ حیث (ا,( - )نوكا - ,إن 
وبذلك. إذا ,۷6۷ إذن 0= )١-20)(‏ ای ۸> ٦)۷(‏ بتعبیر آخر يكون كل متجه في ,۷ متجهاً ذاتياً مقرناً 
ة الذاتية ,۸. نعرف» من مبرهنة 4.10 أن إتحاد قواعد ,۷...۷ يكون قاعدة ل ۷. تتكون هذه القاعدة من متجهات 
وبذلك تكون 7 قابلة للتقطير. 





اتية, 


بالعکس, لنفترض أن ١‏ قابلة للتقطير أي أن ل ۷ قاعدة متكونة من متجهات ذاتية ل7. لتكن .(.....,.2 القيم الذاتية 
المختلفة ل 7 إذن, المؤٹر (21 - 7)...(لي( - 3(7( - 7) < (3)؟ يطبق كل متجه في القاعدة على 0. ينتج عن ذلك أن 
000 جداءٌ لحدويات خطية مختلفة. 





0 تا 


7 لنفترض ان 


الأشكال القانونية 

#1 4 مصفوفة مربعة تحقق 1- 47. حدّد ما إذا كانت 4 (إى لم تكن) مشابهة لمصفوفة قطرية: إذا كانت 
۸ مصفوفة (1) فوق الحقل الحقيقي 8. (1) الحقل العقدي ©. 

© بما أن 1= A3‏ نان 4 تكون ضفرا للحدودية ++ DE‏ - »4د 1 ٤‏ = ()۴. الحدودية الأصغرية )اھ لا 
يمكن أن تكون 4-1 لآن #1 4. إذن. 2+64+1)- () أو 1- = (00. بما أن الحدوديتين ليستا جداءين 
لحدوديات خطية فوق 8 فإن 8 لا تكون قابلة للتقطير فوق 8. من جهة أخرى» كل واحدة من الحدوديتين جداء لحدوديات 
خطیة مختلفة فوق .٤‏ وبالتالي» تکون ۸ قاہلة - للتقطير فوق ©€. 








7 مؤثرات ومصفوفات معدومة القوى 


41.17 


49.17 


50.17 


51.17 


52.17 


53.17 


عرّف مؤثراً معدوم القوى. ومصفوفة معدومة القوى. 

8 يصطلح على أن مؤثراً خطياً 7:۷7 يكون «معدوم القویء إذا 0ء "7 من أجل عدد صحيح موجب ما 2؛ ونطلق 
على K‏ اسم «دلیل/ 1006 إنعدام القوىء ل 7 إذا 1“=0 ولكن 0ه“ *5. بالمثل, نقول عن مصفوفة مربعة 4 أنها 
«معدومة القوى» إذا 0= "۸ من أجل عدد صحیح موجب ما ھ وآن «دليلياء ٠‏ إذذ 0 - ع8 ولكن 0 ”۴ھ. 

المسائل 51.17-48.17 تتعلق بمصفوفة مربعة -8 معدومة القوى ۸, ذات دليل ). 





ما هي الحدودية الأصغرية 0)0 ل 8؟ 

ہمان ا۴ھ و٥‏ *8, يكون لدينا “= ۸)0. 

أوجد القيم الذاتية ل 8. 

© بما إن “)> 5000 الحدودية الأصغرية ل ث. فإن 0 فقط يكون قيمة ذاتية ل ۸۔ 

بيّن أن 8 > 26 أي أن دليل 4 لا يتجاوز مرتبتها. 

عل 


8# بما آن درجة الحدودية المميزة ()4 ل 4 تكون 8 إذن ‏ ۸< ())ش ق16 > ()نہ ج٥ا‏ <۴ . وبذلك, 


بن ان ھھ شاذة. 





اھ بما أن 0= *ھ» یکون لدینا آن ۸ شاذة 
يجب أن تكون 4 شاذة. 


تذكر أن جداء مصفوفات غير شاذة يكون مصفوفة غير شاذة؛ وبالتالي, 
المسائل 55.17-52.17 تتعلق بالمصفوفات التالية: 


کی 2 3 ٤‏ 
3 1 9م ود 3 چھ 
e EF‏ 2- 3 1 


هل 4 معدمة القوی؟ اذا کان الجواب نعمء ما هو دليلها؟ 


2 وت 
)2 3- 6-11 
و وت و 


0 i 
0 1 بت‎ 1 
2-3 

وبذلك. تكون 4 معدومة القوى ودليلها 3. 


1- 
)مھ 0= A4‏ 
انم 


ھل 8 معدومة القوی؟ إذا کان الجواب نعم, ما هى دليلها؟ 


4~ 6 2 8~ 12 4 
4- 6 2]-تھ 5 12 B*=|4‏ 
٠ 0 2‏ 8- 12 4 
وبذلك, لا تكون 8 معدومة القوى. [لسنا في حاجة لاختيار قوى أعلى من مرتبة 8]. 


8 انحسب 


الفصل 17 ت 421 
7 هل © معدومة القوى؟ إذا كان الجواب نعم ما هو دليلها؟ 
# نحسب 2-20©. إذن, تكون © معدومة القوى بدليل 2. 
7 عرّف مصفوفة معدومة القوى أساسية !7 ذات ديل ). 


# ل هي مصفوفة مربعة -» تكون مداخلها على القطر الثانوي العلوي مساوية ل 1ء وبقية مداخلها صفرية. أي 





[ملاحظة؛ سوف نبت في المسألة 67.17 حقيقة أن ۸ معدومة القوى بدليل ]. 
7 اكتب المصفوفات معدومة - القوى الاساسية من المرتبات !. 2 3 4. 
© المصفوفات هي 


۲ ١ ۹) 0 0 


0 0 8 


هه 5 
ىہ ہہ 


0 
1 
0 
0 


ےہ ہ سے 


لاحظ أن المصفوفة معدومة القوی الاساسية من المرتبة ! هي المصفوفة الصفرية 1×1 
إن المحتوى الرئيسي لهذا القسم هى المبرهنة الاساسية التالية حول المؤثرات معدومة ‏ القوى [والتي سوف نبرهنها في 
المسألة 7ء 
مبرهنة 11.17: لیکن ۷۔۷ :7 مؤثراً معدوم القوى بدليل 6. إذنء يكون ل 7 تمثيل مصفوفي مركب قطري في الشكل 
N,‏ 
M=‏ 
N,‏ 


بحيث أن كل مدخل قطري ١,‏ يكون مصفوفة جزثية أساسية معدومة القوى أيضاً: 
() توجد على الاقل مصفوفة جزثیة واحدة N‏ مرتبتها ‏ وتكون مرتبات كل ال N‏ الأخريات اقل من K‏ إو 
تساويها 
(1) يتحدد عدد ال ]2 لكل مرتبة ممكنة, وبشكل وحيد؛ بواسطة 7. 
(11) أن العدد 0 للمصفوفات الجزئية ١‏ يساوي صفرية ۲" 
مبرهنة 12.17 [شكل بديل للمبرهثة 11.17]: كل مصفوفة معدومة القوى ۸ مضابهة لمصفوفة معدومة القوی 38 في 
الشكل أعلاه. 
ملاحظة: تسمى المصفرفة ۷8 أعلاه «مصفوفة معدومة القوى قانونية». وتسمى ]0 «الشكل القانوني» ل 1 ول ۸. يفترض أن 
مثل هاتين المصفوفتين القانونيتين 6( متساويتان إذا كان لهما نفس المجموعة من المصفوفات الجزكية القطرية. [قد 
تختلف مرتبات المصفوفات الجزثية]. 
7 صف كل المصفوفات معدومة ‏ القوى القانونية من المرتبة 3. 


له هذه المصفوفات ذات الآدلة !. 2 3: وهي كما يلي: 





0 


) ن ) فم 1 ١‏ 0 
e :‏ 00 دليل 1[:3 0 0 
دلیل 1: دلیل 2 5 ليل اط 





2 تا الاشکال القانونیة 


58.17 


59.17 


60.17 


61.17 


62.17 


بين أن هناك مصفوفتین معدومتي - القوی قانونیتین, وغیر متشابهتين. من المرتبة 4 والدليل 2. 
8 المصفوفتان هما 
1 6 
0.08 
0 
0 


o3 
سرج‎ 


1 
0 0 
آوجد الشكل معدوم - القوى القانوني المصفوفة ۸ في المسالة 52.17. 


8 يما أن دليل له هى 3, فإن شكلها القانوني كما يلي: 


6 1 0' 
80 
0 0 0 


أوجد الشکل معدوم ۔ القوی القانوني المصفوفة 8 في المسالة 53.17. 

8 8 لیست معدومة القوی؛ وبالتالي فهي غير متشابهة مع أن مصفوفة معدومة ‏ القوى قانونية 
أوجد الشكل معدوم ‏ القوى القانوني للمصفرفة © في المسألة 54.17 

08 بما أن دليل © هو 2. فإن شكلها القانوني يكون كما يلي: 


مانم 


ا 
001711 
لتكن إ0 6 0 0 4-10 . هل معدومة القوى؟ إذا كان الجواب نحم ما هو دليلها؟ 
000 6 0 
0 0 0 0 0 
1 1 1 00 
00000 
اھ نہ 0 0 0 0 عتم 
00000 
00 0 0 0 


و 0= 4. إذن. ۸ معدومة القوى بدليل 3. 
أوجد الشكل القانوني ۷ للمصفوفة ۸ اعلاہ۔ 
ل بما أن ۸ معدومة القوى بدليل 3 فإن 14 تحتوي على مصفوفة جزتية قطرية مرتبتها 3, ولا تحتوي على مصفوفات من 
مرتبات اعلى. هناك إمكانيتان من أجل المصفوفات الجزثية القطرية الأخرى: مصفوفة 2۶ء ای مصفوفتان 


11 بما أن رتبة 2< 8) فإن صفرية 2-3- 5- 8. لذلك. فإن 94 يجب أن تحتوي على ثلاث مصفوفات جزئية 





على القطر الرئيسي. إذن. تتضمن 1 مصفوفة جزثية واحدة مرتبتھا 3, ومصفوفتان من المرتبة !؛ أي 


8 

توطئة 7 لیکن ۷+-7:۷ خطياً. لنفترض. من أجل €۷ v~‏ ان 0= ۲)۷ و #0 1*0 إنن 
(6) المجموعة ((۷,۳)۷(,...,1) = 8 مستقلة خطياً 
01 الفضاء الجزئي ۷, العولّد بواسطة 8ء یکون لا متغیراً -7. 


423 ٦١ 17 الفصل‎ 


(4)44 التقييد '# ل 2 على ۷ یکون معدوم - القوى بدليل ۸ 
(۷) نسبة للقامدة (ہ ,(7*7'6(,۰۰...,۶)0) لہ ۷, فإن مصفوفة 7 تكون المصفوفة القانونية N‏ المربعة 
ik‏ 





وبذلك. تكون المصغوفة N‏ المربعة -» معدومة القوي بدليل .K‏ 
7" أثبت (0 في توطتة 13.17 
گلا لنفترض أن 
av + a, T(u) + aT (0) +۰۰ + a, _, T7 (u) =0‏ 4 
بتطبيق '-*7 على (1) واستخدام 0= (۲)۷, نحصل على 0 - (00!-*21؛ بما أن 40 (10-*, إذن 2-0 نطبق 
الآن "5 على (1) ونستخدام 0ه (بم» و 0= نجد أن 0-0' *8,5: وبالتالي» 0 - ره. ثم نطبق 3-*5 على 


(1) ونستخدم 0ع (,)*1 و 0< ,4= 4 نحصل على 0( *5ي2؛ إذن 20 ي4. نواصل هذا الأسلوبء فنجد أن 
كل ال 8 تكون أصفاراً؛ وبذلك. تكون 5 مستقلة. 








7 أثبت (1) في توطكة 13.17. 
8 لیکن ۷۴۷۷ إنن (۷)!”ککرےہ +...+ + b0)‏ + ۷= ۷ نحمسل, باستخيام 0= (۲)۷, على 
b,_,T* () ۷‏ +...+ (7“60 نا + ٦)۷(‏ تا < (۷). وبذلك يكون ۷۷۶ لا متغیراً <7 
7 اثبت (11) في توطكة 13.17. 
18 لدينا 0= (1*)۷ فرضاً. إذن. 0 - (م'**7 - ((ن)7*)7 . من أجل 1 - ...0> 4 أي أن تطبيق *4 على كل 
مُوَلدٍ ل ۷ ؛ يعطينا 0 ؛ وبالتالي » 0-*7 ٠‏ ويكون 2# معدوم ‏ القوی بدليل ٠‏ على الأكثر . لديناء من جهة آخرى . أن 
0ع“ رتل وبذلك؛ یکون "7 معدوم ‏ القوی بدليل يساوي نماماً. 
7 اثبت (00 في توطقة 13.17. 
8 لديناء من أجل القاعدة (2 ,(1)8 , .. . ,(ن)2-*17 , زن)'-*7) ل للا 
0ع (ه) “7 ع رز 1*3 
AT (u) = 7T (u)‏ 
TE‏ = )7"0( 


)770 > ((7)7)0 
Tu}‏ > (7)0 
وبذلك؛ فإن مصفوفة 7# في هذه القاعدة تكون /2. 
7 لیکن 7:۷۰۷ خطياً وليكن .W = KerT'*' gy Û = ker T'‏ بین ان () ۷۷ 0 (61 لات رہم 
ھ Gi)‏ نفترض أن e۳‏ = 60 ن إذن, 0= (7)0 وبل 0= (7)0= ((7)۳ = ( ۳ إنن 
.u € Ker TF = W‏ ولكن هذا صحيح من أجل كل ا6 ن وبالتالي ٢‏ 10. 


(1) بالمثل, إذا ‏ ”^ T*(w) =0 ùj cw EW = Ker‏ وبذلك, 0 = (0) ۳ = ٣) ٣)W((‏ = (۷)' ۲ ویکون لدینا 
.TWCU‏ 


4 0 الأشكال القانونية 


68.17 


70.17 


لیکن ۷ج۷ :7 خطياً. ولیكن K۲ = Ker‏ = لا Ke‏ =2. نصرف, من المسالة السابقة؛ أن 
کي 





¥ قواعد ل خا‎ (test, (u, pps slp لنفترض آن ,د.۷‎ XC CZ 
محتواة في لا وأنها مستقلة خطياً.‎ S = {u,, ۲)۷(( الترتیب. بین ان‎ 





8 نعرف, من المساآلة السابقة, أن ل (7)5 وبالتالي + نفترض الآن أن 5 مترابطة خطياً. يوجد إذن علاقة 
a + bw) +. b Tw) =0‏ .+ ,4 حيث يكون معامل واحد على الأقل مختلفاً عن الصفر. أيضاً وبما أن 
{u}‏ مستقلة, فإن واحداً علی الاقل من الط يجب أن يكرن غير صفري. ينتع عن ذلك أن 

(ك۷) رط +..+ رما ترط وبالتالي ۵< (ن۷)ترط +...+ 090 200 وهكذاء 





- 2ج 7ے -...- پنتارھ‎ = Ker T7? 
عوط ...+ رط بما أن (۷صب3) تول لا: إذن, تحصل على‎ EY = Ker ومن ثم‎ ٠٣60۳۷ ++ زس ا‎ >0 
علاقة بین الہ راء ۷ الا حيث يكون واحد من المعاملات, أي واحد من الط مختلفاً عن الصفر. هذا يناقض حقيقة أن‎ 

لپ۷۷ بہ) مستقلة. وبالتالي» يجب أن تكون 5 مستقلة آيضاً. 


أثبت مبرهنة 11.17. ليكن /اجلا 2٠:‏ مؤٹراً معدوم القوی دليله 6. إذن, يكون 7-1 تمثيل مصفوفي مركب قطري ذو مداخل 
قطرية في الشكل 


0 
1 


ہہ : 
ہ 





ه25 


00 
0 0 
توجد على الأقل ١‏ واحدة مرتبتها ,K‏ وتكون بقية ال ١‏ بمرتبات لا تتجاوز ). ويتحدد عدد ال 1 من كل مرتبة ممكنة, ويشكل 
وحيد, بواسطة 17. كما أن العدد الكلي لل 8, من كل المرتبات, يساوي صفرية 7. 

# لنفترض أن 2ع ۷ «ال. ولتکن ۲۲ء۸ = ,۷ہ .تک رکز ح۷ .W = Ker‏ نضع ,¥ dim‏ د ,ا من 
أجل .1 =1 بما ان ٣‏ ذو دلیل k‏ إذن لعي« و #۷ ل وبذلكف م 
11.10 ان د كات نت نه لذلك. وبالاستقراء. يمكنناء إختيار قاعدة (رلا...,,لا) ل۷8 بحیث تکون 
ا( (Ull‏ قاعدة ل بللا 





> ہے8 نعرف, من المسالة 





نختار الأن قاعدة جديدة ل ۷ يكون ل 7 من أجلها الشكل المرغوب. سوف يكون ملائماً عنونة أعضاء هذه القاعدة الجديدة 

بواسطة زوج من الأدلة. نبدا يوضع يرن - 5۱ .7 “00771 2 ۰۰۰ 2ر n‏ ک0 متا یں =( 1 فوضع 
O, RY, (= Mk — D =To(m, — mK}‏ (1 - ,8)2 ,1 = (1 - 4 ,1)ن. نجد من المسألة السابقة أن 
 + + n, (Lk 0‏ ئ مجموعة جزثیة في ر۷ مستقلة خطية. نوسع ,5 إلى 
قاعدة ل ر۷۷ بإضافة عناصر جديدة (إذا دعت الضرورة) نرمن لها 

ہے )1= BD. (myo gs, k‏ د2 +رےو- ہوا ( 4 ,1ج ريم حي#)ن ٠‏ نضع بعد ذلك 

Maca, k ~1)‏ = .0)0 ٭ (2 - ۸ بويع k =2) = To(2,k ~1), ... sg.‏ ,2)ه ,(1- 4 k =2) = Tull,‏ ,1( 
لديناء ايضساً مسن المسالة السابقة ((2- ۸ ریہ ص80۷۰ 2(,..۰۰--1:5) 
في يلا مستقلة خطياً؛ والتي نوسعھا إلى قاعدة ل ۷ بإضافة العناصر 


رسا د ) ت ر8 مجموعة جزئية 


)2 ۶۳ع وہ - k ~2), ... , (Mg.‏ ,2 + وميا > روماه ,۸-2 ,۳1 )ا نواصل بهذا الأسلرب حتى 
نحصل على قاعدة جديدة ل ۷ والتي نرتبهاء للسهولة المرجعية؛ كما يلي: 









A UO AEE‏ 37ن 

(My. = Mca, k =1)‏ ,< و(1 4 برسي متام (1 6 ملام 

(1,2), 7 (My 7 y-2), ...ل( موسي “سيااان‎ (Mm, — mt, 2) 

v(1, 1}, <. (Mg Mk, DD), OOM Mua, 1), ..., (my =m, 1), .. , (mt, , 1) 


إن الصفر الأخير يشكل قاعدة ل ,۷ والصفین الآخیرین يشكلان قاعدة من أجل ۷ إلخ. ولكن ما يهمنا هناء هى أن 7 يطبق 
كل متجه إلى المتجه الذي يقع تحته مباشرة في الجدول 1 أو إلى 0 إذا كان المتجه في الصف الأخير. أي أن 


الفصل 17 تا 425 
من اجل ا<ز )1~ ui, j‏ 
ن لجل اكل 0 
من الواضع الآن أن 1 سوف يكون على الشكل المرغوب إذا ربت ال (13)؟ مُعَجَمِياً فیبدا ب (۷)1,1 ويد العمود الأول إلى 
0ء تم نقفز مباشرة إلى (۷)2,1 وتضعد العمود الثاني إلى اقصى حد ممكن. الخ 
بالإضافة إلى ذلك سوف يكون لدينا تماماً 


Tut, j) = 





مداخل قطرية مرتبتها 8 سما حبرا 

مداخل قطرية مرتيتها 1س ياي حي = ,2 * Mg;‏ =( = لو (mj — Mg‏ 
مداخل قطرية مرتبتها 2 
مداخل قطرية مرتبتها 1 





وهى ما يمكن قراءته مباشرة من الجدول. لدينا على الخصوص, وہما أن الأعداد ۳...١,‏ محددة بشكل وحيد بواسطة ١‏ 


أن عدد المسداخل القطسريسة مسن كسل مسرتية محصددة بشكل وحيد ببسواسطة 5. أخيراً. تبين المتطسابقة 
Mg ^F mm, mM, ~m)‏ + -پ2) ×× آن الصفریة ,0 ل 7 تساوي العدد الكلي 
للمداخل القطرية ل 1 


7 لنفترض أن 8 معدومة القوى بدليل ۸. بین آن "۸ و .٤۸‏ 0*“, معدومتا القوى بدليل 1 
8 لدينا ۸“=0 إذا وفقط إذا 0- آ0( - کی ے ۴(ھ۸) وبذلك؛ تكون ۸ ایضاً معدومة القوی بدلیل ١‏ . ایضاً, 
Ag‏ إذا وفقط إذا 0 - “ه“ه > '(۸). إذنء تكون 4ء معدومة القوى بدليل ). 

7 لنفترض أن مصفوفتين معدومتي القوى 8 و 8 تبدیلیتان, آي آن 84 = 48. ٻیّن آن ۸8 معدومة القوى. 
© النفترض أن 85-0 و 0= "8 ولتكن >١‏ س. إذن. 0= ۸"0 = ”۸8 = "(48). وبذلك. تکون ۸8 معدومة 
القرى. 

7 الفترض أن مصفوفتين معدرمتي القوى 5 و 8 تبديليتان. بيّن أن 4+8 معدومة القوى. 


# لنفترض 0= "۸ و 0= "8. بما أن ۸ و 8 تبدیلیتان. إذن 


(4 B= ("AB 


E 


إذا سدا إلن 0= ۸ إذا «>اء إذن 5< ذ-م+صم. وبالتالي 8”**3-0. وبذلك. يكون كل حد في مفكوك 
*۸۰+8) مساو لہ 0. ينتج عن ذلك أن 0 -"*"(84+8). وتكون (4+8) معدومة القرى. 


7 نفترض أن ۸ معدومة القوى بدلبل غ. بین ان "4ء .١ <١‏ معدومة القوى بدليل لا يتجاون ). 


8# بماآن 0= *4» يكرن لدينا 0 "0ح '(۹ھ) ے ۹(5ھ۸). وبذلك. تكون "8 معدومة القوى بدليل أقل من K‏ أو يساويه. 
7 للنفترض إن ۸ و 8 متشابهتان. ہین آن ۸ معدومة القوی بدلیل ۸ إذا وفقط إذا كانت 8 معدومة القوى بدليل 1 

,8' =0 بالمثل, إذا‎ .B" = )P AP) = PAP = P70 =0 إن‎ A =0 لنفترض ان ۸۶ ”۲= 8. إذا‎ 8 

فان 0= ۸ إذنء تكون 8 معدومة القوى إذا وفقط إذا كانت 8 معدومة القوى. ويكون لهما في هذه الحالة نفس الدليل. 
7 شكل جوردان القانوني 


7 عرف قالباً لجوردان ل مرتبته . مقرناً بالقيمة الذاتية ,( 





6 3] الأشكال القانونية 


8 إن 3 هي المصفوفة المربعة -) التي عناصرها القطرية تكون .2: وعناصر على القطر الثانوي العلوي تکون |ء وبقیة 
عناصرها أصفاراً؛ أي 


000 00 ...7 
0ھ 





a1 
0 a 


هه 


7 اكتب قوالب جوردان من المرتبات 1, 2, 3, 4 المقرنة بالقيمة الذاتية 7= ۸. 
#8 المصفوفات كما يلي: 


0 710 
0 (7 0 2 
1 0 0 7 


یہہ ہ ھ 


i 
7 
0 
0 


ہ تب یہ ہ 


7 بين کیف یمکن كتابة قالب لجوردان كمجموع لمصفوفة سلّمية ومصفوفة جزئیة معدومة القوی قانوئیة 11. 


ھا لدينا 121+۸ كما يلي: 





0 0 0 مر 0 823 
fo 0 1 0 0‏ |0 0 ۸ 0 
ا 0 07 ا 3 
l0 060 01‏ !0 1 000 
A \6 o00 0 0‏ ۸ 0 0 00 
المسائل 97.17-81.17 تتعلق بقالب جوردان ۸ من المرتیة 4: 
7100 
0710|„ 
و 24-010 
07 :0-0 


7 ها هي الحدودية المميزة 4)0 والحدودية الأصغرية 0)0 ل ۸؟ 
ما هي القيم الذاتية ل 4؟ 
8# الحدوديتان | (۵0 والأصغریة 000 تساويان كلاهما “(7- )+ آي أن “7 -)= 7)0 =()۵ . وبذلك 
تكون 22-7 القيمة الذاتية الوحيدة. 





7 أوجد قاعدة من أجل الفضناء الذاتي للقيمة الذاتية 7= ۸. 


8 نعوض ب 7 -) في المعادلة المصفوفية 0> ھ- آ8 فنحصل على المنظومة المتجانسة: 


سصرھ 0 0-1 
٤‏ 0-1 0 
0 0 0 و 


0 0 0 0/1 


E 


559 





هناك متغير حنّ واحد »؛ وبالتالي» يشكل (1,0,0,0) = ۷ قاعدة من أجل الفضاء الذاتي ل 7 2.2 . 


7 ماهو التكرار الجبري والتكرار الهندسي للقيمة الذاتية 7< ۔(؟ 
8 ہما ئن *(7-)<(0)ھ , فإن التكرار الجبري يكون 4. أما التكرار الهندسي فيكون ,١‏ لان الفضاء الذاتي ل 2-7 
آحادي ۔ البعد. 


7 عرف مصفوفة لجوردان 34 


87 


84,17 


85.17 


86.17 


8717 
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الا تكون 81 مصفوفة لجوردان إذا كانت .۷ مصفوفة مركبة تكرن قوالبها (مصفوفاتها الجزثية) القطرية, ولتكن 
,لرل 1 قوالب لجوردان 
عزف مصفوفات جوردان المتكافئة 
8# تكون مصفوفة جوردان ,1 مكافئة لمصفوفة جوردان ,1 إذا كان يمكننا الحصول على ,26 من ,84 عن طريق إعادة 
ترتيب القوالب القطرية. 


ملاحظة: نحن لا نمیز عادة بين مصفرفات جوردان المتكافتة. وعلى الخصوص» فإن إصطلاح «شكل جوردان الوحيد» يعني 
أنه وحيدٌ مع أخذ التكافؤ في الاعتبار 


المساتل 87.17-84.17 ننعلق بمصفوفة جوردان التالبة: 





أوجد كل مصفوفات جوردان المكافتة ل ۷ 


® هناك طريقتان فقط لترتيب القوالب علی القطرہ كما يلي 





Vi 3 
09 40-3 





أوجد الحدودية المميزة (/)ى والقيم الذاتية ل 34. 

ها هناء “(5-)"(3+) =()4 . الآس 3 يأتي من حقيقة أن هناك ثلاثة اعداد (3-) على القطرء آما الاس 4 فياتي من 
حقيقة أن هناك خمسة أعداد 5 على القطر. وعلى الخصوص, لدينا القيم الذاتية 3- = ,2 25 ي3. 

أوجد الحدودية الأصغرية (0) ل /3. 

ria 8#‏ 3(*6-5(2 + ) ع نمس الأس 3 يأتي من حقيقة أن 3 هي مرتبة أكبر قالب (مجموعة جزثية) مقرن 


ب 3- > ٠۸‏ ویاتي الس 2 من حقيقة أن 2 هي مرتبة أكبر مجموعة جزئية (قالب) مقرنة ب 5 = ۸ . [بشكل بدیل, تكون 
( المضاعف المشترك الاصغر للحدودیات الأصغریة للقوالب (المصفوفات الجزتية) 


أوجد مجموعة قصوى 5 لمتجهات ذاتية ل 94 تكون مستقلة خطياً. 


8 کل قالب يسهسم بمتجه ذاتي في 5. شلاثة من مثل هذه المتجهسات الذاتيية هسي (1,0,.0,0,0,0,0) * ر۷ 
(0,0,0,1,0,0,0) - يا (0.0,0,0,0,1,0) > باه وهي تقابل القوالب الأول والثاني والثالث. ويكون المدخل 1 في كل متجه 
موضع المدخل الأول في القالب المقابل. 


المسائل 1-7 تتعلق بمصفوفتي جوردان التالیتین: 


٢ 8‏ الأشكال القائونية 


88.17 


89.17 


90.17 


9117 


92.17 


93,17 


94.17 


95.17 





أوجد الحدودية المميزة (4)2 والقيم الذاتية ل ۸. 


# هناء (2-)(4)0(=)1-4 » لان هناك خمسة اعداد (4) وثلاثة أعداد (2) علی القطر. وبذلكہ تکون 
ص2 تی القيمتين الذاتيتين لم ۸۔ 





اوجد الحدودية المميزة ()ھ والقيم الذاتية ل 8. 


# هناء 2(7-ع)؟(4- 4 - )4 , لأنه توجد خمسة أربعات وثلاثة أعداد (2) على القطر. إذن» تكون 
و 2 > 3 القيمتين الذاتيتين ل 8 





هل ۸ و 8 مصفوفتان متكافتتان لجوردان؟ 

18 على الرغم من أن ۸ و 8 يملكان نفس الحدودية المميزة ونفس القیم الذاتية, إلا أنهما ليستا متكافتتين لآن القوالب 
القطرية مختلفة. 

أوجد الحدودية الأصغرية ٨)0‏ ل ۸. 

# هناء 2(2 -4(20- )= (0)" لآن 3 هي مرتبة أكبر قالب في ۸ مقرن ب 4= ,7 و2 مرتبة أكبر قالب في ۸ 
مقرن ب2 - ي . 

أوجد البعد ,4 للفضاء الذاتي ,8 ل4د3 في ۸. [بتعبیر الخو أوجد التكرار الهندسي 4= A,‏ في ۸]۔. أوجد ھا 
قاعدة للفضاء الذاتي پظ 

هنا, 2 > ,4 لآنه یوجد قالبان مقرنان ب 4= ۸.ايضاً (1,0,0,0,0,0,0,0) = را و (0,0,0,1,0,0,0,0) ¬ را 
یشکلان قاعدة من اجل رظ 

أوجد البعد يك للفضاء الذاتي رظ 2= ي۸ في 4. أوجد أيضاً قاعدة للفضاء الذاتي ر۴. 

8 يوجد قالبان (مصفوفتان جزثئيتان) في 4 مقرنان ب 2 - ي32؛ بالتالي» 02-2 أيضاً (0 ,1,0 ,0,0 ,0 ,0 ,0) د يمر 
E‏ ,0 ,0 ,0,0 ,0,0 ,0) ع يمد يشكلان قاعدة ل ي8. 

ملاحظة: إن المدخل ١‏ في كل واحد من المتجهين الذاتيين أعلاه هو موضع المدخل الأول في القالب المقابل. 

أوجد الحدودية الأصغرية (0) ل 8. 


گل لاحظ آن 2 مرتبة اکبر قالب في 8 مقرن ب-4< ,22 و3 مرتبة أكبر قالب في 8 مقرن ب2 > ي2؛ وبالتالي» 
)2 — تزه — .m() = (t‏ 

أوجد البعد ,4 للفضاء الذاتي ,8 المقرن ب 4= ,2 في 8. [لاحظ أن ,ك التكرار الهندسي ل 4 = 2 ]. أوجد أيضاً قاعدة 
للفضاء الذاتي |8 
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® توجد ثلاشة قوالب في 8 مقرنة ب 4= ,4؛ وبالنالي» 1-3 ایض تشکل ‏ (1,0,0,0,0,0,0,0) < ۷, 
(,0,0,1,0,0,0,0,0) ره (0,0,0,0,1,0,0,0) > رد قاعدة ليك 
7 أوجد البعد ,4 للفضاء الذاني ر۴8 ل 2“ ر2 غي 8, واوجد قاعدة ل ي8, 
گلا _ بوجد قالب واحد فقط في 8 مقرن ب2 > 432 إذن. 1+ يل أيضاً يشكل (0,0,0,0,0,1,0,0) - © قامدة لارع. 
7 اوجد كل مصفوفات جوردان (غير المتكافئة) ذات الحدودية المميزة “(7-) - ())ك 


8 هناك خمس مصفوفات مثل هذه هي: 


0 
0 
1 
7 


سریہ ہہ 
ہس یہہ 





بما أن ۹4 ))۵ ع٥‏ . فإن كل المصفوفات مرتبتها 4. 3 العدد 7 وحده بظهر على القطر, لان ۸7 القيمة الذاتية 


الوحيدة. 

7 اوجد الحدودیة الأاصغریة لكل واحدة منہ المصفوفات في المسالة 97.17 
# لتكن (), الحدودية الأصغرية ل ,4. إذن. “(7 ۰7 )8 حبث 6 مرتبة أكبر مصفوفة جزئية (فالب). وبذلك. 
(t~ PF m= (t~ 52‏ چاپھ غ7 -) m=‏ = ايرس 7 ~1 = my)‏ 

7 إرجد التكرار الهندسي للقبمة الذاتية ۸7 في كل واحدة من المصفوفات في مسألة 97.17. 


© ليكن ,4 التكرار الهندسي ل 2-7 في ,8. إذنء ,4 بساوي عدد القوالب في ,۸ (المقرنة ب 7= ۸). إذن. 1 
20-2 يك قعيك 4× بل 





مبرهنة 14.17: ليكن 1:۷۷ مؤثراً خطياً تکون حدودبتاہ الممیزٰة والاصغریة: '(۸ -۸(۳۰۰۰۰)۷ -)) >(0)ھ 
و"( ,۸ )۸'۰۰ )= ۳)0 على الترتيب؛ حيث ال ب2 سلميات مختلفة ان 5 
مصفوفي لجوردان وحید ۷ [يُسَمَى شكل جوردان القانوني ل 1]. بالإضافة إلى ذلك. فإن القوالب 3 في ١1‏ 
المقرنة بالقیمة الذاتبة پ(ء تنصف بالخواص التالية: 
(© يوجد ل واحد على الأقل مرنبنه ,۳ أما ال رل الباقية فمرتباتها لا تتجاوز ,«. 
(1) مجموع مرتبات ال 2 يساوي ,3 
Gi)‏ عدد ال ,ا يساوي التكرار الهندسي ل 3 
(۷) عدد ال[ من کل مرنبة ممكنة یتحدد, بشکل وحید, بواسطۂ ٦‏ 

مبرهنة 15.17 [شكل بديل للمبرهنة 1417]: لتكن ۸ مصفوفة نكون حدوديتها المميزة )2 جداء لعوامل خطية. إذن. 
تكون 8 مشايهة لمصفوفة لجوردان وحيدة 14 تنمتع بالخواص اعلاء [المصفوفة × تسمى «شكل جوردان 
القانوني» ل 8] 





7 اثبت مبرهنة ۱4.17ء والتي تمثل المحتوى الرئيسي لهذا القسم 
8 نعرفه من مبرهنة النحلبل الأولى؛ آن 7 قابلة للتحليل إلى مؤئرات 
"3/0 01 الحدودية الأصغرية ل,5. ذلك وبشكل خاص, یکون لدینا 0 > 3/10 -,0...05 > ۸1 - ,05 تضع 
jij N T~‏ آ3( + ۷ سیت من اجل :.....! > ف حبث 0= ۸. آي آن ,۲ يكون مجموع المؤثر السلمي 3,1 
ومؤثر معدوم الفوى ,لا واللذين دليلهما ,© لان "7,0 :-1) ھما الحدودبة الاصغربة لہ :7 





ع أي أن ,7 ©..© ,7-7 حيث 








0 0 الأشكال القانونية 


الآن» وبواسطة مبرهنة 7 حول المؤثرات معدومة القوى. يمكننا إختيار قاعدة بحيث تكون ,۸ في شکل قانوني. وثُمٹل 
آ2 ۴ 7۷×( في هذه القاعدة بواسطة مصفوفة مركبة قطرية ,34 تكون مداخلها القطرية المصفوفات ,1. ويكون المجموع 
المباشر ز للمصفوفات ,34 في شکل جوردان القانوني؛ ویکون ہسبب مبرهنة 5.17 تمثیلاً مصفوفیاً لہ 7. 


آخيراً. يجب أن نبين أن القوالب رلا تحقق الخواص المذكورة. تنتج الخاصية () من حقيقة أن ,]7 ذات دليل إ8 وتکون 

الخاصية (أ) صحيحة لأن ١‏ و 3 لهما نفس الحدودية المميزة. وتكون الخاصية (اان) صحيحة لان صفرية 21 - ,7= ١,‏ 
تساوي التكرار الهندسي للقيمة الذاتية پ3. آما الخاصية (1۷) فتتبع من حقيقة أن ال ,1 ويالتالي ال ۸ تتحدد بشكل وحيد 
بواسطة 7 

7 انفترض أن الحسدوديتين المميزة والأصغرية لمؤثسر ۲ همسا علسى الشرتیب (د۔))ٴ(2۔-٤)-(یۂ‏ 
و *(3 :)2(7 )٠-‏ = (0). أوجد كل أشكال جوردان القانونیة الممكنة. 
® بما أن ور رد یٹ ٠‏ فإنه يجب أن يكون هناك أربعة اعداد (2) وثلاثة أعداد (3) على القطر. أيضاً بما أن 
3(2 - )2(2 -ء) < ٠0000‏ فيجب أن يوجد قالب مرتبته (2) (ولا توجد قوالب اکبر) مقرنة بالقیمة الذاتیة (2)؛ ویوجد قالب 
مرتبته (2) (يكون الأكبر) مقرن بالقيمة الذاتية (3). هناك إمكانيتان» ھما: 








تنشا المصفوفة الأولى إذا كان ل 7 متجهان ذاتيان مستقلان مقرنان بقيمتها الذاتية 2؛ أما المصفوفة الثانية فتنشأ عندما يكون 
ل ”7 ثلاثة متجهات ذاتية مستقلة مقرنة ب-2. 
7 أوجد كل أشكال جوردان القانونية الممكنة من أجل تطبيق خطي /1ج/37:1 تكون حدوديته المميزة *(7-) > ()4 
وحدوديته الأصغرية *(7 -2)- (71)0 . 
18 بماأن "(7--) = 4)9 درجتها 5. فيجب أن تكون مرتبة المصفوفة 5 ويكون لها خمسة أعداد (7) على القطر. أيضاً 
وبما أن *(4-7) )75 2 فلا بد من وجود قالب مرتبته 2 (وهو الآعلى). هناك إمكانيتان. هما: 


00 
5 





تنشا الأولى عندما تكون 7= ۸ ذات تكرار هندسي 3 وتنشا الثانية عندما يكون التكرار الهندسي 4. 

7 لنفترض أن ۷ا :7 ذى حدودية مميزة ٭(1-+8()6+) > ۵)0 وحدودية أصغرية "(1 ¬ )"(8 “)= ⁄٨)(‏ . أوجد 
شكل جوردان القانوني 814 ل 77 
2 بماآن 7ے(ع۵ ع٥١٠‏ فإن عرتبة 95 تکون 7. بما أن '(1- /)*(8 +.) > ()لكى ٠.‏ فإنه يكون ل 84 أربعة أعداد (8-) 
وثلاثة أعداد ١‏ على القطر أيضاً بما أن 8(*)6-1(2 -/) > 27000 فلا بد من وجود قالب مرتبته 3 مقرن ب (3-) وقالب 


مرتبته 2 مقرن ب 1. توجد إمكانية واحدة فقط وهي 
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7 حدّد کل اشکال جوردان القانونية الممكنة من أجل مؤثر خطي ۷+-7:۷ ذي حدودیة ممیزۃ 5(۶ - )2(2 -م) >-(0)ھ ۔ 


# ہما آن آس 2-) في ()4 هو 3 فإن 2 يجب إن يظهر ثلاث مرات على القطر الرئيسي؛ ولذلك, لا بد من ظهور 5 
مرتین. إذنء الأشكال القانونية لجوردان الممكنة هي كما يلي 





0 2 
!21 
0505-5 2*2 
و ےت 
گر 
کے E‏ 
21 
مت سي الوق 
لقا 
19 
المسائل 110.17-105.17 تتعلق بالمصفوفات ,8,.8,.....8. أعلاه. أيضا. ترمز 5000 للحدودية الأصفرية ل ,8ہ وترمز ,ا 


و 1 على الترتيب للفضاءين الذاتيين للقيمتين الذاتيتين 2 و 5 في ,8. 
7 اوجد 8)0 وقاعدیٹین من أجل ,۴ و ,۴ في المصفوفة ,8 
۳ هناء 5(7 - 2(7 - )= 0),ص. ایض بشكل (1,0,0,0,0) = دا قاعدة من جل ,8 وبشکل (0,0,0,1,0) = ۷ 
قاعدة من أجل |5 
7 إعےزوجد (اایھ وبعدي ر8 و ر۴ في المصفوفة ر8 
8 ناء ڈرد - 6ت2 -) > (وپھ ايض 2 - ذر5) سنك ر<- dim (Fj)‏ 
7 أوجد (0,0 وقاعدتين من أجل ,5 و ي5/ في المصفوفة ,8۔ 
ھا لدينا 5(7 > )(2 - ) = (0)رص. أيضاً تشکل (1,0,0,0,0) = ,نه (0,1,0,0,0) > ينه (0,0,1,0,0) ع ينا قاعدة 


ل و ويشكل (0,0.0,1,0) × ۷ قاعدۃ من آچل ۴۔ 


7 اوجد 0 وقاعدتین ل ڕ& £ في المصفوفة ,8. 
ھ هنا (5 - )2 - ) = (0)ےص. ايض بشکل (1,0,0,0,0) = ںا قاعدة من أجل ڕ۴؛ ویشکل (0.0.0,1,0) = ۷ 
و (0,0,0.0,1) = ۷ قاعدة من أجل ,۴. 





4 


7 أوجد (0,0 وبعدي ,8 ى ,# في المصفوفة ,8. 
2ھ هناء (5- )2(7 س dim (F,) = 2y dim (Ej) = 2 my = (t‏ 
7 اوجد )۽ وبعدي 8 و ۽۴ في المصفوفة 8. 


# هنا (ڈدڈ۔ئڑھ -) > 0مھ كذلك, 





.dim(F) =2 dim(Ep) 
14 لنفترض أن 4 مصفوفة مربعة -5 ذات حدودية أصغرية  28 -) > (0)م. حدّد كل اشكال جوردان القانونية الممكنة‎ 7 
.ہ۸‎ 


58 يجب آن يكون ل قالب واحد لجوردان مرتبته 2 آما بقیة القوالب فيجب أن تكون مرتباتها 2 آو 1. وبذلك. فهناك 
إمكانيتان فقط 





2 تا الاشکال القائونیة 
لاحظ أن كل المداخل القطرية يجب أن تكون 2, لآن 2 القيمة الذاتية الوحيدة. تنشأ المصفوفة الاولی عندما يكون ل 4 ثلاثة 
متجهات ذاتية مستقلة, وتنشا الثانية عندما يكون ل 8 أربعة متجهات ذاتية مستقلة. 

7 لتكن 8 مصفوفة (مربعة) حقيقية. هل تكون ۸ مشابهة لمصفوفة لجوردان؟ إذا كان الجواب لاء أعط مثالاً معاكساً. 
8 الا تكون 8 مشابهة لمصفوفة لجوردان إلا إذا كانت الحدودية المميزة ()4 ل ۸ جداء لعوامل خطية. وهذا قد لا يكون صحيحاً 
أحياناً. مثلاء إن الحدودية المميزة (0 7 )عم هي 1+ =()4 . وبالتالي. فإن هذه المصفوفة 4 لا تكون مشابهة 
لمصفوفة لجوردأن. 

7 لتكن 8 مصفوفة (مربعة) عقدية. هل 8 مشابهة لمصفوفة لجوردان؟ إذا كان الجواب لاء أعط مثال؟ معاكساً. 
8 لتكن (4)0 الحدودية المميزة ل 8. نعرف, من المبرهنة الأساسية للجبر, أن ()4 تتحلل إلى حدوديات خطية فوق الحقل 
العقدي ©. وبذلك, تكون كل مصفوفة عقدية 8 مشابهة لمصفوفة لجوردان. 


7 فضاءات خوارج القسمة والأشكال المثلثية 


7 لیکن ۷ فضاء جزئياً في فضاء متجهي ۷. عزف المجموعات المصاحبة ل ۷. 


© من أجل أي متجه ا © *, نكتب 8۷ من أجل مجموعة المجصاميع ٣+۷‏ حیٹ €۷ أي أن 
W = )v + ww EW)‏ + ۷. هذه المجموعات ٹسمی :المجموعات المصاحبقء ل۷۷ في ۷. ویعرّف بعد ۷ + ۷ بأنه عد 
.W‏ 


7 لیکن ۷ الفضاء الجزئي في 82 المعزف بواسطة (ط=ة:(طرة)) = ۷. صف المجموعات المصاحبة لہ 9۷, 


8 إن ۷ هى المستقيم في 8 الذي تعطيه المعادلة 0= ر- ×. يمكن النظر إلى ۷۴۷ علی أنھا إنسحاب للمستقیم 
نتحصل عليه بإضافة المتجه ۷ إلى كل نقطة في ۷ كما موضح في الشكل 2-17. لاحظ أن ۷+۷ هى آیضاً مستقیم 
ویکون موازیاً لہ ۷۷۔ وبذلك. فإن المجموعات المصاحبة ل ۷ في ”۸ تكون جميع المستقيمات الموازية ل ۷ 


y 


شکل 2:17 





7 لیکن ۷ الفضاء الحلّى للمعادلة المتجائسة 0= 42+ ل3 + ×2. صف المجموعات المصاحبة ل ۷ في 87 


8 يكون ۷ مستویٗ یمر بنقطة الأاصل (0,0,0) < 0©, وتكون المجموعات المصاحبة ل ۷۷ مستويات موازية ل ۷. [آنظر 
شكل 3-17]. وہشکل مکافیءء تكون المجموعات المصاحبة ل ۷ المجموعات الحلّية للمعادلات )1< 48+ 3۷ +20 حيث 
( وٹکون المجسوعة المصساحبے ۷+۷ حیسٹ (ء,ط,) ٠=‏ المجمسوعة الحلّية للمعادلة الخطية 
عه + 36 + و2 ع 4z‏ + بر3 + 22 أو 0> (ہ- ج4 + ~a) + 3(y = b)‏ 20 
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شکل 3-47 





7 ليكن (0]0,2 × ۷, الفضاء المتجهي للدوال المستمرة على الفترة 2> ۲> 0. لتكن ۷ المجموعة الجزثية في ۷ المتكرنة 
من کل الدوال (80 التي تحقق 0 - (1)1. بين آن ۷ فضاء جزئي في ۷ 
# لدينا 0 (0)1؛ وبالتالي تنتمي الدالة الصفرية © إلى ۷. لنفترض أن 6W‏ ع إذن ۴)(=0 و0<=(ا)ع 
وبسذلك. 0= 0+ 0= f(1) + g(1)‏ = (1)زع + (f‏ ومع ماع ريرك رليوع) مسن أجل أي سلّمي کک ادن 
٤+ ۷‏ و ۴6۷۷. ينتج عن ذلك أن ۷ فضاء جزئي في ۷ 

7 صف هندسياً المجموعات المصاحبة ل ۷ في ۷ 
® تتكون 1 من كل الدوال المستمرة المارة بالنقطة (۸)1,0 في المستوى 82 (كما موضح في الشكل 4-17 (1)). تتكون 
أي مجموعة مصاحبة ل ۷ من كل الدوال المستمرة التي تمر عبر نقطة (8)1,۸ من أجل عدد سلمي ما 6 [كما موضح في 
الشكل 4-17 (ب)]. 






8). 





۱ ۸)1,0( 0 


(أ) عناصر ۹۷ (ب) عناصر مجموعة مصاحبة ف ۷ 
شکل 4-17 
مبرهئة 16.17: يكن ۷ فضاء جزئياً في فضاء متجھي ۷ فوق حقلٍ . إذن, تشكل المجموعات المصاحبة ل ۷ في 7 فضاءً 
متجھیاً فوق ک, بالعملیتین التاليتين للجمع والضرب السلمي: 
WD) = (u + ( +$ W 20‏ + سپ + ۳ و 
(iD‏ 378+ بك 50+ مك حيث 6ع 6 





4 ذا الأشكال القائونية 


ملاحظة: إنّ الفضاء المتجهي أعلاه, المتكون من كل المجموعات المصاحبة ل ۷ في ؟, يسمى «فضاء خوارج القسمة» ل ۷ 
بواسطة /لا. ويرمز له ل ۷/۷. 
مبرهنة 17.17: لنفترض أن ۷۷ فضاء جزئي لا متغیر تحت مؤثر خطي 1۷۔+7:۷ ۔ انت عخل 7 نژٹراً خا 3 علی 
۷ معزفاً بواسلة ۷+ (7)0 - (۶۷ + 7)0 . بالاضافة إلى ذلك. إذا كان 1 صفراً لأي حدودیةء فإن 7 
يكون كذلك أيضاً. إذن, تقسم الحدودية الأصغریة ل7 الحدودیة الأاصغریة ! 7۔ 

7 لیکن ۷ فضاء جزئياً لفضاء متجهي ۷۔ بین ان القضایا التالیة متكانئة: (1) ۷۷ + 7 © ند ز(نا 6۷ ۷ - سا (1ئ) ۷۷+ ۵ بن 
8 لنفترض أن ۷۷+ 6۷ لس إذن, پوجد ۷ € ہ۷ بحیٹ آن ر۷ + ۷= ن. إذن 6۷۷ ك۷<۷-ن. وبالعکس: نفترض 
ان ۷ؿي۷۔ن, إذن وحن حيث ۷كرس. وبالتالي ۷۷+ 2۷ ب۷ + لات ل. ويذلك. تكون (ذا و (ة) متکافثتین 

لدینا ایضاً ان 6۷W‏ ۷- ا إذا وفقط إذا ۷> - پ (- ن)-, إذا وفقط إذا ۷+ ناج ۷. وبذك. تکون (ذ) 
و (11) متكافتتين. 

7 أثبت أن: المجموعات المصاحبة ل ۷ في ۷ تجزىء ۷ مجموعات منفصلة ثنائياً أي أن () أي أن كل مجموعتين مصاحبتين 
u + ۷‏ و ۷ + ۷ إما آن تکونا متطابقتين أى منفصلتين؛ و (11) أن كل ۷۴۷ بنتعي إلی مجموعة مصاحبة؛ في الحقيقة, 
Ev +‏ ايض ۷+ u + W۷ =v‏ إذا وفقط إذا © 7 ل, وبذلك ۷+ ۷ے ۷۷+ (٭ +۷) من اجل أي 
الوا ۔ 

8 لیکن €۷ ۷. بما ان ٤0۷۷ء‏ یکون لدینا ۷۷+ 62۷ 0 + 7 ع ۷, وهذا يثبت (01. 

نفترض الآن أن المجموعتين المصاحبتين ۷۷+ نا و ۲+۷ غير منفصلتين؛ مثلاء المتجه * ينتمى إلى u+W‏ 
و ۷+۷۷ فی آن معاً إنن, 6۷ ×- نا و1 ©7-*. ويكتمل برهان (0) إذا بيّنا ان 18+ 7ع 178+ ل. ليكن 
ر۷ + ا اي عنصر في المجموعة المصاحبة 88+ ن. بماآن «- نا و0 -* ولا تنتمسي إلى /ا. فإن 
+ (- عج + و بن - پ- زہ + ل). وبذلك, ۷+۷۷ م" + ل وبالتالي. تكون المجموعة المصاحبة 
۷ + ا محتواة في المجموعة 7 + . بالمتل, تكون ۷+ ۷ محتواة في ۷ + ن وبذلك ۷+٢۷‏ - ۷+ ۵ 
القضية الأخيرة تتبع من حقيقة أن ۷۷+ ۷> ۷+ إذا وفقط إذا ۷۷+ 6۷ ۵, وھذا یکون بالمسالة السابقة مكافئاً 
ہے 9ج و 


7 بين أن العمليتين في مبرهنة 16.17 معرفتان جيداً؛ أي بين أنه إذا ۷۷+ ۴> ۷۷+ ۵ى ۷۷+ ۷< ۷۷+ ۷ء إذن 
(u + vw) + W = (u +) + W (i)‏ و ku + W = ku" + W Gi)‏ من أجل أي € .k‏ 


© () بیان u +W =u + W‏ و ۷۷+ پ سے ۷۷+ ۷, فان uı-u'‏ و v-۷'‏ پنتمیان إلى ۷ ولکن یکون لدینا 
عندئذ آن v( ¬) + ۷ ( = ) = ں٢ ( + )۷ = ۷'( € W‏ + ئ وبالتالي,  (u + v) + W = (u + ۷°) + W‏ 
01 ايض وبما أن 6W‏ 'ا- ن يقتضي ¥& (ا- م إذن, .k- ku =k) ~ı ( € W‏ وبالتالي, 
.ku + W = ku' + W‏ 
7 ما هى العنصر الصفري في فضاء خوارج القسمة ۹۷/۷ 


8 لديناء من أجل كل 6۷ ۷, ان ۷۷+ ۷۷+ (۷۷+ ۷). إذن, /لا نفسه هو العنصر الصفري في ۷/۷. 


7 ليكن 1 فضاءً متجهياً, و ۷ فضاء جرئیاً في ۷۔ بین ان التطبيق الطبیعي ۷/ جا :1 المعزف بواسطة ۷+ ۷> (110۷ 
یکون خطیاً 
8 لدینا من اجل کل ۷ 6 ۷ ولي nu + =u +v +W =u + W+vV F+W = (u) + (Y) ù KEK‏ 
ی kv + W = kv + W) = KV)‏ = ).ينتج عن ذلك آن ٨‏ خطّي. 
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7 لیکن ۷ فضاة جزئیأً هي فضاء متجهي ل. لنفترض أن (ل....,, 400 قاعدة لہ۷۷, وان مجموعة المجموعات المصاحبة 
آرھ ٢)5...‏ حیث #+ ےھ ؛ قاعدة لفضاء خوارج القسمة. بن أن ,۷م لم۷ ۷) = 8 قاعدة ل ۷ 
بذلك, dim V = dim W +dim(¥/W)‏ 
8 لیکن ۷ى بماآأن (3) قاعدة ل ۷۲۷ إذن ,يترم ٠٠١+‏ + رقره + ,رم =۷ + » عدي ٠.‏ وبالتالسي؛ 
av, + ` + a, + Ww‏ 1 حیث 6۷۷ ۷٭. بما أن ()4 قاعدة ل ۷ إذن 


ينتج عن ذلك أن 8 تولّد ۷۔ 





5 سس له ولوقي رر رر رٹ 





نبین الآن أن 8 مستقلة خطية. لنفترض أن 
0 ور“ ++ ميك ہر بات 4 c0,‏ )1( 


4+ إت ۔ بماأن (م5) مستقلة, فإن الع تكون أصفاراً. بالتعويض في (1)) نجد 
٠٠‏ +ر,سررك. بما أن (,8) مستقلة, فإن ال 4 تكون أصفاراً. بذلك, تكون 8 مستقلة خطياً وتكون لهذا السبب 





7 أثبت ميرهنة 17.17. 
8# نبين أولاً أن #7 معزفة جيداً, أي إذا 17 + Io} . Fut W)= Fu + W) j| «+ W =u‏ اس دسدیں 
إذن #۷ 0€ -»: لأن W‏ لا متغيسرة ٠‏ ينتج عن ذلك أن ۷ €(1)0 -. ()7 =(0 )7 . ينج عن نلك أن 
W)‏ + )7 سنا + F+W (= 0) + W= Tu)‏ کا هو مطلوب. 
ٹم نبین آن 7 خطي. لدينا 
FE 4W) + (u + WD) = Tu + u + W) = T(u + u) + W= Tl) F Tu) W= TOD) + W + T(u) + W‏ 
a Fu 4 W) + Tu W)‏ 
و اور وید = T(k(u + WY = T(ku + W) m= Tk) + Wa T(t) + W = k(T(u) + W)‏ 
وبذلك يكون 7 خطياً. 
لدینا الان, من أجل أي مجموعة مصاحبة ۷ئ في ۱۷۸۷ أن 
W= FOTO) 4 ۷( > 7170+ ۷(( > 77+ ۷۱(‏ + )77.0 ×۷ رھ یس مت 
بالمثٹل. ” 





وبالتالي, یپ 





اوخ هن أجل 5. لدينا إذن؛ من أجل أي حدودية 
و او ا و( 
FY 4 W) = F(T) + W= FS a TOD + W = YD a (T (1) + W)‏ 


= S aT + We Satu + WY = (aj e+ W) ATK + W) 


وبذلك (7),- (7)7. ينتج عن ذلك أنه إذا كان 7 جذراً 1)0 إذن (۶7 =۷ = 
وھذا یکمل البرمان 

مبرهنة 18.17: ليكن 7:۷-۰۷ مؤثراً خطياً تتحلل حدودينه المميزة إلى حدوديات خطية. إذن, يكون ل ۷ قاعدة يُمش فيها 
كُسمى شكلا مثلثياً ل 5] 





77ء _تي تن 7 ایضاً جذر ل0 


٣‏ بواسطة مصفوفة مثلثية 





مبرهنة 19.17: [شكل بديل للمبرهنة 18.17]: لتكن 8 مصفوفة (مريّعة) تتحلل حدوديتها للميزة إلى حدوديات خطية. إذن. 
تكون 4 مشابهة لمصفوفة مثلثية. 
7 اثبت مبرهنة 18.17, التي تمثل المحتوى الرئيسي لهذا القسم. 
قا يكون البرهان بالاستقراء على بعد لا. إذا 1-/01037! فإن كل تمثيل مصفوفي ل يكون مصفوفة || (رهي 
مصفرفة مثلثية). 


6 تا الأشکال القانوئیۃ 


127.17 


128.17 


7 


لنفترض الآن أن !< « = ۷نف وأن المبرهنة صالحة من أجل فضاءات ذات أبعاد اقل من 2. بما أن الحدودية المميزة 
ل 5 تتحلل إلى حدوديات خطية؛ فإنه يكون ل 7 قيمة ذاتية واحدة على الاقل, ويكون له بذلك متجه ذاتي غير صفري واحد 
علی الاقل, ولیکن 4۷ = (7)0. ليكن 7 فضاء جزثياً أحادي ‏ البعد مُوَلَداً بواسطة “. نضع ۴-۷/۷ . إذنء ومن 
المسالة 124.17 يكون لدينا ‏ 1- ۸ W=‏ صك - ۷ صك =7 صنل . لاحظ أيضاً ان ۷ لا متغير تحت '1. نعرف, من مبرهنة 
7 أن 7 تدخل مؤثراً خطياً 7 على 7 تقسم حدوديته المميزة الأصغرية الحدودية المميزة الأصغرية ل 7. بما أن الحدودية 
المميزة ل ١‏ جداء لحدوديات خطیةہ فكذلك الأمر بالنسبة لحدوديته الاصغرية؛ وبالتالي» نصل لنفس الاستنتاج بالنسبة 
لحدوديتي 7 الاصغرية والمميزة. لذلك, فإن 7 ى 7 يحققان فرضية المبرهنة. إذن» وبالاستقراءء توجد قاعدة [,2 132,٠...‏ 





ل #7 بحيت أن 
رقورھ < (ر7)6آ 
وقوره + وتليوه - (.,7)5 
لتكن إلآن رن , .. . ,رن عناصر ۷ تنتمي إلى المجموعات المصاحبة ,5,... ,رت علی الترتیب. وبذلكہ تکون (,ت یی ہو99 


قامسدة ہ۷ [المسالة 124.17]. بمسا أن بھرە٭(بقا7 ٠‏ يیکونلديینسا 8ء ب تقو“ -(,7)0 وبسذلسك 

¥ € وہر - (,ن)7 . ولکن ۷ يَُلَد بواسطة ۷ إذن بتو“ - (,ں) 7‏ مضاعف ۷ء ولنقل ريم > ونايوه - (,7)0 
يكون ,ريه + ريه - (,7)0 . بالمئل» ومن اجل ہ,...,3>؛ء یکون لدینا ۷۷ 6 ,4,0 
وبذلك رمع ۰۰۰۰+ یصرہ +۰صرھ >(7)0. إذن 





وثاورھ -- ویر“ - (, 30 » 


Tu) = a, 
T(u,) = 





Tu) = ag + a0 + °°° + a,b, 


وبالتالي, تكون مصفوفة 7 في هذه القاعدة مثلثية. 

ليكن 7 فضاءً جزثياً. ل 7 ولنفترض أن مجموعة المجموعات المصاحبة ‏ (۷ + W۷‏ + ر۷ + ر۷ في ۷/۷ 
مستقلة خطياً. بيّن أن مجموعة المتجهات ‏ (,۷ء...ر۷:۷) في ۷ تكون أيضاً مستفلة خطياً. 

8 لنفتسسرض أن 0 ,۷ة +...+ رارك ٣‏ ۷ر3 إنن, ۷- ۷۷+ 0> ۹۷۷+ ل8۷ +...+ ,£۷ وبالتالسي» 
۷ھ (٭ + يميم .+ (+ ريه + (للا+ ,)ره بما أن ۷+۷۷ مستقلة خطیا. إذن 0 ...0 - ره وبذلكہ 

تكون ‏ ,۷ر۷۷ مستقلة خطياً 

لیکن ۷ فضساء جزئيساً ل ل. لنفتسرفى أن مج + المتجهات (إل...ررناء,نا4 في ۷ مستقلة خطياً. وأن 
(uJAW = (0)‏ هدمه. بيّن أن مجموعة المجموعات المصاحبة (۷ + ,۷+ رها) في ۷/۷ تكون أيضاً مستقلة 





(al, + aa, +... au) + W * W rii au, + W) + a, + W) +...+ a, + ۷۸ <۷ النفتسسرض أن‎ 8 
يكون لدينا 0 رلارة +...+ رار نعرفہ غرضیا آن‎ »p2)0( 0 W = )0( بنا,بد بما آن‎ +...+ a, EW ى‎ 


u‏ مستقلة خطياً؛ وبالتالي 0 > يم....,0 > ,ه. وبذلشہ تكون المجموعات المصاحبة ۷ + نا مستقلة خطياً 





Eh 
ليكن ۷ الفضاء المتجهي للحدوديات فوق #, وليكن ۷ الفضاء الجزثي للحدوديات 0)0 التي تكون قسومة على “2 أي أن‎ 

٦ط‏ +...+ تارتا + “ارط = (1)0. بین آن فضاء خوارج القسمة ۷/۷ يكون ذأ بعد 4. 

# لتكن (0 أي حدودية في ۷ء مقلا "اه +...+ 4 + رھ 60. بماآن ¥ € a"‏ +...+ “ار يكون لدينا 

۱+۷۰ ۱1+۷۷۰۰ وبذلكہ فإن‎ DFW = ata, lta ta + W = a(1 + W) + a,(t + W) + a(t + W) + a,(Û + W) 
تول ۷/۷ کما اٹھا مستقلة خطیاً لان .1.1.1 مستقلة خطياً في ۷ ويكون‎ + ۷, + ۷ 

.dim (V/W) = 4 ]امسا 128.17]. إذن,‎ span NW = 0 
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7 فضاءات جزئیة دوریةء (72)۷,1 


نفترض في هذا القسم أن ۷+-7:۷ مؤثر خطيء حیث ۷ منته - البعد فوق کا و 6۷ ۷ #0 ۷ 
7 عرف 200,79 المُسَمَى الفضاء الجزئي الدوري 7-١‏ ل لا والمولد بواسطة » 
لا (,2)00 هو مجموعة كل المتجهات الني في الشكل (۲)7()۷ حيث يكون مدى 0)) کل الحدودیات فوق 1٤‏ 
7 بين ان (20۷,1 فضاء جزئي في ۷ 
8 لدينا 0000-0 من أجل الحدودية الصفربة 0© وبالتاليء (200,1 © 0. انفترض آن _(20:,7 6 ۷ إذن, 
)۲)0 »نا و )ع = .w‏ وبالتالي (۲([۸)عج + gies u + w = f(T)(V) ٠+ g(T)(v) = [F(T)‏ (200,7 © بساح بر 
لدينا أيضاً DK)‏ = ۷ ع دا من أجل أي سلمى 6٤‏ وبشفہ (620:,1 د6. ينتج عن ذلك أن 
71 فضاء جزئي في ۷ 
7 بین ان (20,3 لا متغیر تحت 7 [ئرمز لتقیید 7 علی _(20,1 ہہ 7]۔ 
ھ لیکن (200,7 © باء مثلاً (۴)1()۷ = ہس إذن» (78((6] < [()(7]100-  0۵(‏ وبنا (7 لت (00 5 إذن يكرن 
27 لا متغیراً ٣۰‏ 
7 عرّف المُقدم 1 ل * في (2)۷, والذي نكتبه 1)7 
# التكن المتتالية .....(73)۷ ,(720 ,(1۳)۷0 ۷ لقوى 7 المؤثرة على .١‏ وليكن ! أصغر عدد صحيح بحيث یکون ()*7 
تركيبة خطية للمتجهات السابقة له في المتتالية» ولتكن ںہ - (7)0۷ بج س..-( 0‏ کے ات د ري" إذن؛ يطلق على 
الحدودية ايه + ارہ +...+ کل ےد + کے ٣ى8‏ ]سم االئغیم ٣آ‏ ل۷ فی (200,1 
7 بين أن 00 هي الحدودية واحدية المعامل الرئيسي ذات الدرجة الادثى الوحيدة التي تحفق 0 (۲(0)٭ 
ھا لتكن ايم وم - عر ولنفترض أن 8> 068100 حييث 6 > 3 ولتكن “5+ ...+ ارط + يط - 10 إذا 
۵ (10(0ء. ‏ إذن 0= )"ر + 0 bT‏ ...+ 0 + ۷ہط۔ _ وبالتالی, 
bj bT) ~ bj by‏ ا لس سر ايد هذا يناقض حقيقة أن K‏ هو أصغر عدد صحيح بحيث يكون 
(70 تركيبة خطية ل ۲)۷(,...1')v(‏ ۷ ئن ذكون ۳,0 حدودية من الدرجة الادنی تحقق 0= (۳()۷),". 
لنفترض أن 54 حدودية أخرى, واحدية المعامل الرئيسي ومن الدرجة 6, بحيث أن 0 > 5015000 إذن, یکون 
ل 9م > 0 درج اقل من وتكون 0< (7([0۷))/ھ -  .]2)7(‏ وهذا تناقض أيضاً. وبالتالي» تكون 70,97 وحيدة. 
مبرهنة 19,17: لتكن (2)0,7, ,1ء ٣)0‏ معزفة كما أعلاه. إذن: 
(0 تکرون ((ہ)'7۴۰....(ك۳۷ت۷) = 8 قاعدة ل (2),1؛ وبالتالي 1 > (20.7 .di‏ 
(11) الحدودية الأصغرية ل ,37 تکون ()ر". 
(311) التمثيل المصفوفي ل ,1 في القاعدة 8 يكون 


0 0 0 < 0 ~a, 
1 0 0 رمد مان‎ 
و و او‎ 
09086 0 
0 0 0 ےوہ ا‎ 


ملاحظة: تسمى المصفوفة © اعلاه «المصفوفة المصاحبة» للحدودية (ا),:8۔ 
7 اثبت (1) في مبرهنة 19.17 


گا من تعریف (),". يکون (7*)0 المتجه الأول في المتتالية ....(۷7)۷(,1*)0 الذي یکون ترکیبة خطیة المتجھات 


8 ٦ا‏ الأشكال القانونية 


التي تسبقه في المتتالية؛ وبالتالي» تكون ((ي!-“7,5)(....1) = 8 مستقلة خطياً. ليس علينا الآن إلا أن نبين أن 
(1.)8 - 00,13 0,2 البسطة الخطية ل 8. لديناء مما سبق, أن (1)8 © (7")0. نثبت بالاستقراء أن (8)[ © (21700 من 
أجل كل 5. لنفترض أن ا < م وأن (4)8]ا ('-*1, أي أن (۷)' ١"‏ تركيبة خطية ل (0)' *1,...,. إذن؛ يكرن 
 ٣“0( = 1)۳” )۷((‏ تركيبة خطية في ("100.....1. ولكن» (ظاج  1*60(‏ وبالتالي, (8).آ © (7"0 من أجل كل 
. ينتج عن ذلك, أن (61)8 (۴)1()۷ من أجل كل حدودية (50. إذن,» (1)8= (7)۷,1 وبذلك تكون 8 قاعدة كما 
توقعنا۔ 
7 أثبت (1) في مبرهنة 19.17. 
8 النفترض أن پت +...+ اھر ےط + ٥)0 <٠‏ الحدودية الأصغرية ل,15. إذن 
۷كہتا +. .+ mv) = mT) = TV) + bY)‏ = 0. لان (20,1 © .٠‏ وبذلك, يكون (150 تركيبة خطية 
TOT J‏ وبالتالي k>‏ ولكن 0= ۸)7 إذن 0= )ص الن. 0 تسم (پھ وهنا 
يعني أن 5 > 4. ينتج عن ذلك أن 5 - ط وبالتالي (8)0 > تق ھ. 





7 ائبت (414) في مبرهنة 19.17. 





# لدينا 
)7)0 # 100 
T,(7* (u) = 7)‏ 
TT o) = T*(u) = —agw — a T(0) — a, 7(0) =~ a, T6 (0)‏ 


إن مصفوفة ٣,‏ في هذه القاعدة تکون, تعريفاً منقولة مصفوفة المعاملات لمنظومة المعادلات أعلاه؛ وبالتائيء فهي المصفوفة © 
المطلوبة. 
7 لیکن ۷۔۷ :7 خطیاً. ولیکن ۷۷ فضاء جزئیأً لا متغیراً “7 في ۷. و 7 المؤثر المدخل على ۷۸۷۔ أثبت () أن المعدم -2 
ل ۷ € ۷ يقسم الحدودية الأصغرية ل ١‏ (11) أن المعدم -7 ل 67/۷ 0 ويقسم الحدودية الأصغرية ل . 
# () المعدم ٠‏ ل ۷6۷ يكون الحدودية الأصغرية لتقييد 7 على (2)۷,7 وبذلكہ وبواسطة المسالة ۱6.17ء فهو يقسم 
الحدودية الأصغرية ل 7. 
ؿ۳ المعدم .7 ل 56۷/۷ يقسم الحدودية الأصغرية ل 7 والتي تقسم الحدودية الأصغرية ل 1. 
ملاحظة: في حالة أن الحدودية المميزة ل7 تكون “00 حيث ()1 حدودية واحدية المعامل الرئيسي وغير خزولة. فإن 
المعدم -'1 ل ۷ € ۷ والمعدم -7 ل 56۷/۷ بکونان في الشکل "(ا)؟ حيث ۸> ". 


7 ليكن ۷ تقاطع كل الفضاءات الجزئية اللامتغيرة في ۷. والمحتوية علی ۷. بین آن (2),7 > ۷۷۔ 
ھ بماآن (2007 فضاء جزثي لا متغير -'!' يحتوي على 27 يكون لدينا (20017 © ا. بما أن 78# لا متغیر ۳-۰ 
و 6۷ ۷ پکون لدینا 2۷ (1")۷ من أجل كل . بما ان ۷ فضاء جزئيء یکون لدینا 6۷۷ (7(0۷) من أجل كل 
حدودية 100. وبذلكء 7ح (200,1. الاحتواءان معاً يعطيان (۷)2)۷,1. 


7 الشكل القانوني المنطق 
يقدم هذا القسم الشكل القانوني المنطق الكلاسيكي من أجل مؤثر ۷+-7:۷ ۔ هذا الشكل يوجد حتى عندما لا يمكن تحليل 
الحدودية الأصغرية, وبالتالي الحدودية المميزة. إلى حدوديات خطية. [تذكر أن هذه لا تكون الحالة من أجل شكل جوردان 
القانوني]. 
نقدم أولاً صياغة لحالة خاصة لاشكل القانوني المنطق خيث تكون الحدودية الأصغرية والحدودية المميزة قوتين لحدودية 
غير خزولة واحدة. أما الحالة العامة والتي تنتج عن مبرهنة التملیل الاوئی, فسوف تقدم لاحقاً. 
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توطشة 20.17 لیکن لامالا :7 مؤثراً خطياً حدوديته الأصغرية "(10 حيث (10 حدودية غير خزولة واحدیة المعامل 
الرئيسي» وحدوديته الممبزة *۴)0. إذن: يكون ۷ المجموع المباشر (207.7©...© (1, 200 - ۷ لفضاءات 
جزثبة دوربة ٦1ء‏ 200879 مقابلة للمعدمات 1١‏ "1)0ر. 0)0 حیث جد ياد رمدم 
و ,2 +...+ ره + ,2 4. إن أي تحلبل آخر ل لا إلى فضاءات جزئية دورية -7 يكون له نفس العدد من 
المركبات؛ ونفس المجموعة من المعدمات 10 

ملاحظة: تخبرنا التوطئة أعلاه بأن المتجهات ,* أى الفضاءات الجزتية الدورية 7٠‏ (22691 محددة بشكل وحيد بواسطة ۳ 

ولكنها تقول بأن مجموعة المعدمات ٣٠‏ تتحدد بشکل وحید بواسطة 7۔ وبذكہ یکون ل 7 تمثیل مصفوغي وحید 
Cr‏ 
€ 


2 


حيث ال ,© المصفوفات المصاحبة للحدوديات "۴)0. ايض تسمى الحدوديات "100 القواسم الابتدائية ل 1 
مبرهنة التحليل الأوّلي والتوطثة السابقة تعطياننا النتبجة الأساء ية التالية: 
ميرهنة 21.17 لیکن 7:۷-۷ مؤٹراً خطي بحدودية أصغرية “"(4) يم ١٠٠4("2)ي/”00)ر‏ > ()70. حيث ال (4),/ حدوديات 


واحدية المعامل الرئيسي وغير خزولة مخلفة وبحدودیة عمیزة 0“۰۰۰۰)0۰۰)/ک0)4) ہرد 0ھ ۔ 
يكون ل 7 تمثيل مصذوفي مركب قطري: 


إذن» 


Cir 
۶ 


Cn 


2 


حيث ال ,0 مصفوفات مصاحبة. وعلى الخصوصء تكون ال © المصفوفات المصاحبة للحدوديات "“0), 
1i‏ 1 
حيٿ my SR ERE E Rg o, =, 2 1, = °°° =I,‏ 


و مھ ۴۰۰۰٠‏ ور + ری ر4 وب نه ل يرا بن 





مبرهنة 22.17 [شكل بديل للمبرهنة 21.17]: كل مصفوفة (مربعة) 4 تكون مشابهة لمصفوفة وحيدة 1 في شكل قانوني 
منطق كما أعلاه 


ملاحظة: المصفوفة 16 أعلاه تسمى الشكل القانوني المنطق ل 7/ وتسمى الحدوديات "(0):/ القواسم البتدائیة ل۔'7. 


7 اوجد كل الأشكال القانونية المنطقة بالحدودية الأصغرية ([ - ) = ۳)0 والحدودية المميزة ”(1-) -()3 . 
# تتكون القواسم الإبتدائية من قوى ٠-١‏ != ()۴ بأسس تحقق ثلاثة شروط: (1) اس واحد يجب أن يساوي 3 الأس 
في (00:. (2) لا يوجد أس يتجاوز 3. (3) مجموع الأسس يجب أن يساوي 7 الأس في ()4 . توجد هناك أربع إمكانيات: 
(0 3+۲ + دے 7 أيأن *(4-1), ڈٹررے)( 1-1 
(ب) 3+2+2ع7 ليأن 15 -», ا 1(2- 4م 
(ج) 7=3+2+1+1 إي al‏ 4-15 “لسع لجسم رسي 
(مم) ا3+1+1+1+1>-7 أيأن “4-1 اسم ورسى ار ہے ارس 





ہما ئن 301-1 + غرو۔ ٹر ہ ٹور ےر +)2- 2د تررس فإن المصفوفات المقابلة تكون كما يلي: 


0 ٦ا‏ الأشکال القانونیة 





وا اوہ ر0 وی 
3 0 1 3 0 1 
3 1 0 کے e E‏ 
1 0 1 0 
3- 0 1 2 1 
جو کی 1- 0 
1 3-2 
0 
1 0 0 3" 
3- @ 1 3- 0 1 
93 12 
1- 0 1 
1 1 
1 1 
1 1 
(e)‏ (د) 


7 أوجد كل الأشكال القانونية المنطقة الممكنة بل ”(2 -) =(4) و "(2-) = (4)4 
© هناك مجموعتان ممکنتان وحيدتان للقراسم الابتدائية: () 2(7 4t‏ 1-27 (ب) »t-2(‏ 2~ 2“ 
باستخدام 12-8 + تی 3 د 2(7 - )) او 4 + ع4 - 2) - 2(2 -؛). نجد أن الشكلين القانونين المنطقين المقابلين هما: 


8 0 0 8 0 0 
o -2 ¢‏ 1 ;0-12 1 
0 0 |1 
û =4‏ اج پا 
ل 





المسائل 144.17-142.17 تتعلق بمصفوفة حقيقية 4 من المرتبة 6 ذات حدردية أصغرية 2(7 - ))3 + ا ¬ ً) = 0( 


7 اوجد عدد الحدوديات المميزة الممكنة (⁄)& ل ۸. 


8 إن درجة (40 يجب أن تكرن 6. لأن ۸ مصفوفة 6< 6. أيضاًء يجب أن تكون () قسومة على (0)0. وبذلك» هناك 
إمكانيتان: ‏ "27 “)1+37 - )ع (ارة الى *(2-)(3 +- )ع لايش . 


7 لنفترض أن (),4 الحدودية المميزة ل 8. أوجد الشكل القانوني المنطق 34ل ۸۔ 


8 هناء القواسم الابتدائية ل 8 هي 3+)- تل 3+ ت, *(2 -6». وبذلك 





7 لنفترض أن ()42 الحدودية المميزة ل 8. أوجد الشكلين القانونيين المنطقين الممكنين ل 4. 
© هناك مجموعتان ممكنتان للقواسم الابتدائية. وهي: () 3+غ- ثم 2(7-ا» ”(1-2) (ب) 1+3 7ه 
22 - », 2-2 2-غ. ويكون الشكلان القانونيان المنطقان المقابلان 
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7 اوجد الشکل القانوني المنطق 84 لقالب جوردان 


0 
0 
1 
۸ 


ھ AD = m() = (t~ A) = f — 4A + 6A ~4۸ +۸° r‏ . إن 


إن 


۸ 
0 
0 
0 


oo» w~ 
ox mo 


0 0 0 = 
1 0 0 4 

6~ 0 1 0 
ھ4 1 0 0 


المسائل 148.17-146.17 تتعلق بمصغوفة ۸ ب (3 - 1)7 + 7) = )سم = )8 . 


M= 


7 اوجد الشكل القانوني المنطق 14 ل ۸, إذا کانت ۸ مصفوفة فوق الحقل المنطق ©. 


# بماأن [+*) ى2-3) غير خزولتين فوق ©) فإن القواسم الإبتدائية تكون 1 + ت, 2-3). ويذلك 
0-1 


1 0 
8 0 3 


)0و 1 
7 اوجد الشكل القانوني المنطق '31 ل ل إذا كانت ۸ مصفوفة فوق الحقل الحقيقي ۸. 


۳ هناء (۷3 + )(۷3 - )1 + ) = (1) = (۵)1 . وهي القواسم الابتدائية ل 4. إذن. 


2 فا 
- 


7 اوجد الشکل القانوني المنطق ”31 من آجل ۸, إذا کانت ۸ مصفوفة فوق الحقل العقدي ©. 
8 هناء (۷3- ب)(۷۹+م)(1 - )نز +ں)- (یہ > (0ک۵ ۔ وبذلك 





1/3 
~3 


7 لیکن ۷ فضاءً متجهياً بعده 7 فوق ۸ وليكن ۷+-7:۷ مؤثراً خطياً بحدودية أصغرية *(3+ 220 + 2) > 500 أوجد كل 
الاشكال القانونية المنطقة الممكنة من أجل 7. 


8 إن مجموع درجات القراسم الإبتداثية يجب أن يكون 7 لان 7= ۷ «ال. أيضاً, أحد القواسم الإبتدائية يجب أن يكون 
£2 واحصدها يجب أن يكون 3(3 +). هناك ثلاث إمكانيات: (0 2+2 2+ 37+ (ب) 2+ 
(+P‏ )3+ (ج) 2+ 3 +),. 4+3 3+ الاشکال القانونية المنطقة المقابلة التالية هي: 


٦ 42‏ ل اشکال القانونیة 


150.17 


121.7 


2- 0 2- 0 
1i: 2 1 0‏ 
2 0 27- 0 0 
6 1 27~ 0 1 
2- 0 0 9~ 1 0 
2300 و 0 
9~ 1 0 6~ 1 
0 (ب) 
2- 
0 1 
27 0 0 
27- 0 1 
وك 1 0 
3- 
3- 
)چ( 


أوجد الحدودية المميزة لكل واحدة من الحالات في المسالة السابقة 
© تكسون الحدودية المميسزة مسسارية لجداء القسواسم الابتدائية. وبذلك. (3+)"(2+ ۴) = ۵)0 » 
کر ہر بس ے مہ “زوجي + )=0 . إلاحظ ان 4)9 = 4)0 ] 


أثبت توطئة 20.17. 
8 يكون البرهان بالاستقراء على يُعْدِ ۷ إذا 1= ۷ "اف فإن ۷ نفسه يكون دورباً 1٠‏ وتتحقق بذلك التوطئة. لنفترض 
الآن أن < ۷ "ال وأن التوطئة صحيحة من أجل تلك الفضاءات المتجهية ذات الابعاد الاقل من بعد ۷۔ 

ہما أن الحدودية الأصغرية ل 1 هي ٤)0"‏ فإنه يوجد 6۷ ,۷ بحيث أن 1("”')0,(60)؛ وبالتالي» يكون المعدم -1 
لے ۷ هو "500 لیکن 2)۷ 22 وتذکر آن ,2 یکون لا متغیراً -7 لیکن ,۶-۷/2 ء او 7 المؤثر الخطي على 7 
المدخل بواسطة 7 إذن, الحدودیة الأصغریة لہ 7# تقسم "()۴؛ وبالتاليء تتحقق الفرضية من أجل ١‏ و 7 . ينتج عن ذلك 
وبالاستقراء. أن 7 المجموع المباشسر لفضساءات جزئية دورية 7 ؛ لتكسن, (7(09-۰۰۰02)8,,7 ,2)5 <۶ ء حیث 
ک0 ل ا یھ 

سوف نبين أنّه يوجد متجه ي۷ في العجموعة المصاحبة رتا یکون٭()؟ معدمھا “ وهى المعدم - 7 ل ,2. ليكن * أي 
متجه في رت . إذن» ,2 6 (7()۷)/ .۔ وبالتاليء توجد حدودیة (ا)2 تحقق 


(,ٹمأ(7)ج د (7)7(۴۶۷ ر0 


بما أن "()۴ الحدودية المميزة ل ١‏ يكون لدينا بواسطة (1) أن (رن)(1)ع:”””(7)ر ع (7(")8)/  .0<‏ ولکن ٢)0)"‏ هو المعدم 
لس ىہ وبالتالي, "100 تقسم (0ا)وج'“'“"((ا؛. وبذلك (2:0*)كر-(8)0 من أجل حدودية ما ۸)0 نضع 
(7()0)م سد ين. بما أن ,2 ©(,7()0)م ع ين - م فإن يا أيضاً ينتمي إلى المجموعة المصاحبة يت . وبذلك يكون 
المعصدم -1 ل ر۷ مضاعفساً للمعسدم -7 ل ي0. لسسدينسا من جهة أخسرى» بسواسطسة (1)» أن 
F(7") ~ (7 (e, ) = 0‏ * )) ,7(0( - سر)ة”(3)ثر < (,ں)'”(7. ينتج عن ذلك أن المعدم -'1 لي يكون ”8)0 كما 
توقعنا۔ 

بالمثل, توجد متجھات ۷ 6 ,۷ر۷ بحیث آن :71ء وبحیث آن المعدم “7ل ۷ یکون ”800 وھو المعدم -7 
ل © . نضع (7 .,نا)2 > ,2 ,.. . ,(7 بوه)2 » ي2. ولتكن 0 درجة 0)! بحیٹ أن درجة ")۴ تكون ,0ل. إذن» وبما أن "1)0 
ائمعسدم ٦‏ ئ۷٢‏ والمسدم -7 کہ ھ۔ تصرف ان ()ق-70 ...7050 برھ) یں {r To), ...,T"(o)}‏ 
قاعدتين من أجل (/20۷ او (7 ,2)7 علی الترتيب» من أجل ,2 > 3 ولكن (7 7(9-۰۰۰9272)7 :رھ -۷)؛ 
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وبالتالي» تكرن ((,7>*7')8 ,. . . ,8 , ...70-10 ... ,وق قاعدة من أجل 7. بذلك» وبسبب العلاقة (7500 - (7)6 , 
تکون ۔((0)' 7۳۳ یب ری (وع) 7727 لبوك ب(ر7'!)0٥*“7,....,پھ)‏ قاعدق من اجل ۷۔ إنن 
(,,20 7(2۰۰۰9,,ہ)2 ١۷ء‏ وھو المطلوب۔ 

يبقى أن نبين أن الأسسس 80,.....8 تتحدد بشكل وحيسد بواسطة لا. يما أن ل ترمز لدرجة ()4: فان 
dim Y= dn, + ° + ,)‏ و dim 2, = de‏ = ايض إذا كان » عدداً صحيحاً موجباً فإن (م) ۲)۳ يكون فضاء 
جزتیاً مولداً بہ (507()۷, ويكرن بُقده (« - ,96 إذا 5< يه أو 0 إذا .> رم 





الآن, يمكن كتابة أي متجه ۷6۷ وبشكل وحيد في الشكل ۽ ۷< ۷ حیث ,6 ۷. وبالتالي؛ من أجل آي متجه في 
٠٠١ + ])7(')*(‏ + 00“( 7تس (7(')0). حیٹث 7(')20)/ > (,7(')۷). لیکن ؛ العدد الصحيح. المعتمد على ٠‏ الذي يحقق 

مره كحم 5ك بيه إذن ©٠:©)1()2,(‏ (,3()2)/ - (/7(')1)/ . وبالتالي 
dim( f(TY(Y)) = d{(r, = s} + °° + (r, = 9)}‏ 2 


إن الأعداد على يسان (2) تتحدد بشكل وحيد بواسطة 1. نضع 8-1 5 فتحدد (2) عدد ال ,ه المساوية ل 5. ثم نضع 
2-2 > 5 فتحدد (2) عدد ال ,8 (إن وجدت) المساوية ل 8-1 ذكرى هذا الأسلوب حتى نضع ۵٥‏ وتحدد عدف أل ,0 
المساوية ل 1. وبذلك. تتحدد ال ,0 بشكل وحيد بواسطة 3 و ۷, وهذا يكمل برهان التوطئة. 


7 لیکن "7 مؤثراً خطياً بحدودية اصفریة 107 وحدودية مميزة 006 حيث 1)0 غير خزولة فوق الحقل القاعدة .K‏ أوجد كل 
المجموعات الممكنة للقواسم الإبتدائية. 
8 إن القراسم الابتداتية قوى ل ()] بأسس تحقق ثلاثة شروط: أي يجب أن يساوي 3 وهو الأس في (50. الاسس 
الأخرى لا يمكن أن تتجاوز 3. مجموع الأاسس يجب أن يكون 6 وهى الآس في (/)4 . هناك ثلاث إمكانيات: 
0 3+ 3 - 6 المقابلة ل 03)ى 4)03. 
(ب) 2+1+ 6-3 المقابلة ل ۰2٥ف‏ ۲)0 (1)0 
)ج( 1+ I+!‏ + 3 - 6 المقابلة ل ID f(D BOD f(0‏ 


7 أوجد العدد الأقصى للمصفوفات غير المتشابهة بے ٭(70< 100ھ او "(06 7< ۵)0 حيث ۲)0 غير خزولة. 
8 إن المصفوفات غير المتشابهة تقابل عدد الأشكال القانونية المنطقة المختلفة التي يدورها تقابل عدد مجموعات القواسم 
الابتدائية. نعرف» من المسالة 152.17 أنه توجد ثلاث مجموعات مختلفة القواسم الابتداث 
متشابهة لها الخواص المذكورة. 
المسائل 158.17-154.17 تتعلق بالحدودیة 31+2 + 3“ ١‏ = ()/ ومصفوفة 4 ذات حدودية أصغرية ()/ = (1) 
وحدودية مميزة ۶)6 = ۵)4 





بالتاليء توجد ثلاث مصفوفات غير 


7 بين أن ۴)0 غیر خزولة فوق الحقل المنطق (). 
أ إن الجذور المنطقة ل ()؟ يجب آن تکون ضمن 1ء 2غ . نختبر کل واحد من الأعداد الصحیحة الأربعة. قنحصل 
على #0 (5)1. 0 (1-, 0* (5)2. و2(*60-),. وبذلك. تکون ۴)0 غير خزؤولة فوق © 

155.17 نفترض ۸ مصفوفة فوق الحقل المنطق ©. أوجد الشكل القانوني المنطق 34 ل ۸ فوق 0۔ 
8 بمااأن ()۴ غير خزولة فسوق © فسإنه يمكسن للقواسم الابتدائية ل 8 أن تكون 40ء ۴0. وبذلك, 
3t + 2@C(Ê — 3 + 3t + 2)‏ + 3 — تين د إبر حیث ٥)۶۲1((‏ ترمز للحدودية المصاحبة ل (50. أي أن 

0 


5 





٠ 4‏ الاشکال القانونیة 


7 أوجد عدد الجذور الحقيقية ل (50. 
8 نرسم (نقطة نقطة) ()۴. كما في شكل 5-17, فنرى أن (1)1 تعبر محور -× عند نقطة واحدة فقط؛ وبالتالي» يكون ل ۴)0 


جذر حقیقي واحد. 


شکل 5-17 





7 لنفترض آن ۸ مصفوفة فوق الحقل الحقيقي 15. أوجد عدد القوالب (المصفوفات الجزئية) القطرية في الشكل القانوني المنطق 
۰ - ۸ فوق .R‏ 
18 بما أن ل (10 جذر حقيقي واحدء فإن )1 تتحلل إلى (01ي 8,)08‏ 1)0 حيث (8,0 و (8,0 غير خزولتين فوق 31. 
هناء تكون القواسم الابتدائية ل ۸ كما يلي: (),8: 8,)9: )رع (0)ر8. وبذلك. يكون ل '74 آربعة قوالب قطریةء إثنين منها 
مرتبتها 1ء وإثنين من المرتبة 2. 

7 لنفترض أن 4 مصفوفة فوق الحقل العقدي ©. بيّن أن الشكل القانوني المنطق "11 ل ۸ فوق © يكون قطرياً. 
8 هناء يكون ل (1)0 جذر واحد وجذران عقدیان مختلفان. وبذلك, تتحطلل ()1 إلى 0)ر08)ي8)(8 < 1)0 فوق 


© حيث كل (),1 تكون خطية. إذنء تکون القواسم الابتدائية ل ل كما يلي: ()ب! 00 رتا يط (أكرط. يط ()بط. وبالتاليء 
يكون ل ”04 ستة قوالب قطریةء كل واحدة منها مرتبتها 1. بتعبير آخر, تكون ”20 قطرية. 






7 أوجد كل الأشكال القانونية المنطقة الممكنة من أجل المصفوفات 6×6 ذات الحدودیة الأصغریة 1(2 + 3()6 + 3ا) ‏ ()م. 
#8 بما أن مجموع درجات القواسم الابتدائية يجب أن يكون 6ء فإنه توجد ست إمكانيات: (أ) 3+ ”4 3+ ”ى ”(1+» 


(ب) 3+ 4 t+ t+‏ (ي) 3+ 1+ 4+1 1+ وتكون الأشكال القانونية المنطقة المقابلة كما 
يلي: 


پا 0 1ے 0 بت 
ایب 1 1-2 2-3 


7 أرجد الحدودية المميزة في حالة من المسألة السابقة 


© الحصدودية المميزة تسساوي جداء القواسسم الابتدائية؛ وبسالتسالسی, *(1+ )37+ )= () رة » 
“1 + ئ(3+ك) د وف < ايه . 


الفصل 18 
الد بات الخطیھ 
وا الغفق ي 


يُغطي هذا الفصل التطبيقات الخطية من فضاء متجهي 1۷ إلى حقله کا للسلمیات [ینظر ل٤‏ بانّه فضاء متجهي فوق نفسه] 
طبعاً كل المبرهنات والنتائج من التطبيقات الخطية الاختيارية على ۷ تظل صالحة من أجل هذه الحالة الخاصة. ولكن هذه 
التطبيقات تعالج منفصلة بسبب أهميتها الأساسية, وبسبب أن العلاقة الخاصة بين ۷ و٤1‏ تنشا عنها مفاهيم ونتائج جديدة لا 
تنطبق على الحالة العامة. 





8 الدالّیات الخطیة والفضاء الٹنوي 


118 


3.18 


5.18 


عرّف دالیا خطیاً۔ 
گل لیکن ۷ فضاء متجهياً فوق حقل . يصطلح على تطبيق ۷+۸۰ :ش بأنه «دانّي خطيء [لى «شكل خطيكء] إذا 
(0)وط + (ن)نه زنط + )م من أجل كل 8۷ ۵,۷ وکل 16 8,ه. بتعبير آخر. إن دالا خطياً على ۷ ھی تطبيق 


خطي من 7 إلى . 
لیکن "۸= ۷. التطببق ۷+٤‏ :* . المعرف ب ۵ ...ره ۳)٩,‏ يسمى «تطبيق الإسقاط آہ. بِيّن أن ,* دانّي خطي 
على "۴= ¥ 

# لزنا تبیسسان ان 87 خطسسي. لنفتسسرض أن ۷ € ۷رہ لیکسسن (ےھ...,a) ee‏ و( إذن, 


لہ + پھر رط + .k = (ka,....ka,) Fv = (a,‏ وبذلىك ,7 + Tu)‏ عرط عجان 
ى (ن ۰.۲7 پ٥‏ ءا < (ku)٭‏ . إذن, یکون ‏ * دالًیا خطیاً 





Tu + Vv) = 


ليكن 7 فضاء متجهياً لدوال حقيقية مستمرة على الفترة > )»> . وليكن "7:۷-8 مؤثر التكامل المعرّف بواسطة: 
مار أ قاد 
بِيّنِ أن 3 دالّي خطي على 9 
8 لديناء من الحسبان؛ أن 
6 2 3 
1+2 دھ و٤‏ إ +ھ ۸۸د ده رقو + مرا | - زوج رار 
1ل( ع به قار بأعده ۷۷ امات 


إذن يكون 3 خطياً. وبذلك» يكون ل دالياً خطياً على ۷ 


ليكن 8 الفضاء المتجهي للمصفسوفسات المسربعة -0 فوق 5. وليكن 7:88 «تطبيق الأثره. أي أن 
T(A) = a, + a, +< A‏ حیث (ية) > 48 يعني هذا أن 7 تقرن بعصغوفةٍ 8 مجموع عناصرها القطرية. هل 7 دالّی 
خطي علی ۹۷ 

® إن 7 تطبيق خطي, أي أن (708 + (1)8 د رظ + 148 و (۸) ٣0 ۸( <١‏ وبذلكہ یکون تطبیق الاثر دالیاً خطیاً على 
7 

لیکن ۷ الفضاء المتجهي للمصفوفات المربعة -2 فوق .K‏ وليكن × +0:۷ دالة المحددة, أي (860)8 > (8)8. هل 2 
دالي خطي على ۷؟ 


445 
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68 


718 


8.18 


9.18 


10.18 


114.18 


12.18 


13.18 


14.18 


.۷ وبذلكء لا یکون ۲ دالباً خطیاً علی‎ .5)4 + 8( = D)1( = 1 * D(A) + DB) 


1 # 
0 0 


et 


7 


إنن. 8“ (ھ)ط و0 (2)8 ولکن 


لیکن ۷ الفضاء المتجهي لكل الحدوديات الحقيقية. وليكن © مؤثر الإشتقاق على ۷. إي ۵0٤‏ < [(21]:0. هل 1١‏ دالّي خطلي 


علی ۹۷ 


نے إن مؤثر الاشتقاق خطي. ولكن 1 لا تطبق ۷ على الحقل الحقيقي *1 وبالتالي؛ لا يكون 0 دالَياً خطياً على . 


عرف الفضاء الٹنوي لفضاء متجھي ۷۔ 


mw‏ إن مجموعة الداليات الخطية على فضاء متجهي 7 فوق حقل 5 تكون أيضاً فضاء متجھیأً فوق کہ حیث ثُعرف عملیتا 
الجمع والضرب السلّمي بواسطة (۷)ى + (ي)ن > (9)( + ) و )نط > (64(00) حیث ۾ وى داليان خطیان على ۷ 
وک 6 5. یسمی هذا القضاء «الفضاء الثنوي» ل ۷ء ور ی3۷2 


المسائل 10.18-8.18 تتعلق بالداليين الخطيين ‏ د R:ض‏ 


ی ر- چ3 ے ریہ 


أوجد تج + 9۔ 


(9 + OY) = Q(x) + oxy) = x + 2y + 3x —y = Ax ئ برج‎ 


أوجد 49. 


AYY) * 40y} = 4(% + 2y) = 4x + By E 


أاوجد 56 - 20. 


ہو مم :م المعرفین بواسطة 21 + « ع (لزرم)ق 


.)24 - 50()x,y( = 20), ~ S6x) = 2 + 2y) - 53% = (= 53x ہو+ 3ر ہے رر‎ 8 
4: R +8 المسائسل 13.18-11.18 تتعلسق بالسداليين الخطبين‎ 
- G(X, ,2) = 4x ~ 2y + 32 و‎ (x,y,2) = 2x — 3y + 


أوجد 6+ 4. 


و ۴+ ٨:8‏ المعسرّفين بسواسطة 


.(@ + Oxy) = 30(x,y 2) + G(,y,2) = (2x ~ 3y + 2) + (4% — 2y + 32) = 6x ~ Sy +4 ھ‎ 


أوجد 34. 


ھ 32+ 6x ~ 9y‏ = )2 + رو - +32 - (ع, ر346 > .(30%,y,2)‏ 


آوجد 56 - 20. 


® 32ز - رھ + 2y + 32) = 6x‏ ~ رل5 - )2 + 3y‏ ~ 2)2 ہ ,اوک5 - (صع,)204 ٭ (م))(و5 - 29). 


ن ۴> ۷. بین کیف یمکن مطابقة الفضاء الثنوي “۷ مع فضاء المتجھات الصفیة [حیث عناصر ۷ متجھات عمودیة]. 


0 ن © عنصراً فى الفضاء الثنوي *۷. آي تطبيقاً خطباً )ج۷ :ى . 
لیکن في ي ي با 


المعتا 
تشاكلاً تقابلياً لفضاء متجهي. 





باختيار قاعدة من أجل ۷ء ولتکن القاعدۃ 


. تكون © ممثلة بواسطة مصفوفة [6]. ولكن مصفوفة. مثل هذه, تكون متجهاً صفياً. أيضاًء يكون التطبيق [0] +0 


من جهة أخرى؛ يعرّف أي متجه صقي لل2.....,ة) 4 دالّيا خطياً ۸ +-۷: بواسطة 


0 


x 
أله‎ 


5× 


+ 





..,X,) = (4, a, 


Os. 


15.18 
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ليكن 0 دالياً خطياً على 82 معرّفاً بواسطة 5 = (2,1@ و10- ع 2-,1)ن. أرجدن. 
® لیکن (5,) -, متجهاً صفياً. أُمَطينا أن 
(a,b) =15‏ قاط +20 


a-2b = -10 am} -10 





المعادلتان معاً تعطيان 4 7ھ ھا وبذلك (4,7)= م و ل7 + ×4 = (ی)ل 


8 لنفترض ان = ۷ صزك. ما هو بعد الفضاء الٹنوي *۷؟ 


9 لاحظ ان != dinK‏ حيث 16 فضاء متجهي فوق نفسه بما أن (1100)۷,۴- ۷۴ء (وھو فضاء التطبيقات الخطية 
من إلى کا إذن ‏ «- 1ب = dim]Hom(V,K)) = (dim «(dim K)‏ = ۷۴ سأل. [كان هذا متوقعاً لأنه يمكن مطابقة "نه 
مع المتجهات الصفية عندما يطابق مع المتجهات العمودية]. 


8 القاعدة الثنوية 


17.18 


18.18 


إن المحتوى الرئيسي لهذا القسم هى المبرهنة التالية التي سرف تبرهن في المسالة 23.18. 
مبرهنة 118 لننترض أن ۷.۷7) قاعدة ل ۷ فوق .K‏ ولتكن “6۷ ...ل الدالّيات الخطية المعرّفة بواسطة 


زع إذا 1 
لع إن لأدرة«رمه 


إذنء تكون (ي.....بة) قاعدةل ۷۴ 
القاعدة (4) أعلاه تسمى القاعدة «الثنوية» ل (,0) أو «القاعدة الثنوية». إن الصيغة السابقة التي تستخدم دلتا 
کرونکر ر8 هي طریقة مختصرة لكنابة 


0 ررہمیف 
0 عر(رئیف۔ 


89000 70 


وهذه الداليات الخطية ,4 وحيدة ومعرّفة جيداً, لأنها معرفة على قاعدة ل ۷. 


< ,0ة (ون)رة ,0 > (يم)رف ,1 > زرم)يف 
,0 > (وص)رف ,1< (يه)يف ,0= ),0(¢ 


%4) =0, 9,0 








لتكن القاعدة التالية على 8, (ذاعه د(وٌ)-.». أوجد متجهين صفيين ,۷ و ر« يشكلان القاعدة الثنرية. 


8 لیکن (0.ه) > ,00 بماآن 1= رس۷ و 0= ر۷ فتحصل على 

wu, = (a, 6)) = a + 2b =1‏ د 0=ض24+3=)() wu, = (a,‏ 
إذن 3 كه 2ط وبذلكه (32-)= إ۷ 
لیکن (8.) = ر#. بما أن 0= ,ت۷ و ا = يلار فتحصل على 

wu = (e, dG) =2 +34 =1 د‎ wu, = (e, d)(}) =+ 24 =0 
إذن 2= اكل ويذلك (1-.2)= رس‎ 


لتكن القاعدة التالية ل *2: ((3,1) > ي2,1(37) 4072 . أوجد القاعدة الثنوية ‏ (يهدرج) . 


8 © الدالیات الخطیةء والفضاء الثنوي 


8 نبحث عن داليين خطيين رنا+ دہ (ر ھی 7+ ×× - صاخ بحیت آن: 7< 0ر9 0< 2ر : 
7ک وس 3 

7 > 8 +ع 2 - (2,1)رة - (,م)ره 

b =0‏ + 3= )1 ,3(,% - (يشارة 


۳ i O 
(u) = (3,1) = 3¢ + d4 =1 





وبالتالي» تكون القاعدة الثنوية (29 - « > (لا,)رف,لاة + (0Y) = =x‏ . 





8 أوجد القاعدة الثنوية للقاعدة التالية في (u, = )1,-2,3( u = (=1, Duy = (2,-4,7)}) RF‏ : 
# لتكن ,س رس ر۷ القاعدة الثنوية الممثلة بمتجهات صفية. لنفترض أن ل(بصيةبةات ں٦‏ بما أن !> إلا 
9> تم 
1> پ30 + پ2 - يه 0= 2a, ¬ 4a, + 7a, =0 3, ¬ a + a,‏ )0( 





0 0 ب666 0+ 2- > يه وبذلك (2-,5-,3-) = ۷ ای 22 - رد - ×3- > (قلن×) ۷ 
لفترض آن (رطبرطي,6) > ي«. بما أن 20 رارع 1= رار 0= پار نحصل علی 
4b, +7, =0 bb, +b, =1 b, = 2b, + 3b, =0‏ — ,20 )@ 
نل فنحصل على 2= ,ظط 1=رط 0= وا. وبذلك, (2,1,0) w=‏ ای + ×2 = (قلگای٭: 
تفترض آخیراً آن (ر٥‏ :ر2 )= وت يما أن 0= نار 0= دار۷ 1= پیر نحصل على 
2e, + 30, =0‏ = ,¢ ۵ یہ+ یہ- ذ٤‏ ۱< پ70 +46 - 26 زلف 
نحل فتحصل على 21 رم 2=ر» 1کو وبذلل. (1ر1,2) = رw‏ ای 2+ 2y‏ + × = (2 ا)۷ 
ملاحظة: لاحظ التشابه في المعادلات (1) و (2) و (3). 
8 لنكن القاعدة التالية في 88د ((2-,0,3) = ۷ء(1-,0,1) = ر1,3(.۷-.1) = ر۷) . أوجد القاعدة الثنوية يإ ر4 را) ٠‏ 
8 نيحتك عسسن داليسسات خطيسة ا ية + ليه + عبة > (2رلار؟) رج ٠‏ zرط‏ + رط + > ا = (2 ارق ۰ 
ey Feyz‏ + رع > (ترزق,»رق ‏ بحيث أن 


$(e,) =0 $) =0 (J =1 
(0) =0 #() =1 لور یت‎ 








0= ),(% 0= )#0 1ھ (رہ)رثؤ 
نجد 4 كما يلي: 
d(1, 1,3) = a, — a, +34, =1‏ = )0( 
a, a =0‏ 1- ,0,1( ,# = )$ 
0 ہو2 - ہمد =)2- ,3 ,$0 ")9(0 
نحل منظومة المعادلات فنحصل على 1= ره 0< يق 0ھ وه وبنللہ ×= (ڈلاکارؤ: 
9 كما يلي: 
تہ بلي 0ھ وط3 + وط - رقع (1,3- ,1)ية > (رم)ية 
اڈ ڈ ڑب رر یی سنہ 
26,20 - 3۵ > (2- ,3 ,0)يف > (رساية 


نحل المنظومة. فنحصل على 7= طا 2- = رط 3- = را. وبالتالي: 32 - 2y‏ = ×7 = (2, )ر . أخيراً: نبحث عن ي©: 
لاع بمج يع — O) = d(1, 1,3) =e,‏ 
0س جيه > (1- ,1 ,0)رة > (رم)رة 
3c, - 21‏ = (2- ,3 ,0)يك = (وم)ركة 


نحلٌ المنظومةء فنحصل علی 2- < رن, 1= ر 1= وبذلك ۶+ ۲+ ×2- × (قلکارؤ: 


21.18 


22.18 


23.18 
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أوجد القاعدة (رارا.٤)‏ التي تكون ثنوية للقاعدة المعتادة (رثيره,,8) في ۴ 


8 لنفترض أن (عرط,ة) > ,4. مما أن 51 رع5, “٥8‏ بعر 0 ره نحصل على 


1 0 0 
د(ئافظ*[> زا ,0-4 200 
0 9 1 


وبذلك. (1,0.0) = را وبالمئل (0,1,0) = ر؟ ‏ و (.0.0) = ,ا بتعبیں آخر ثنویة القاعدة المعتادة ل 8 هي نفسها 
القاعدة المعتادة ل “م 


لیکن 7 الفضاء المتجهي للحدوديات الحقيقية خا + 2 - 500 [أي أن 4084>1]. وليكن 4:۷8 مس۷ 
معرّفين بواسطة 
1 
۸٥‏ امہ m= sna ss‏ 
[نلاحظ أن ,© ى ره خطيان وينتميان إلى الفضاء الثنوي ۷۴]. اوجد قاعدة _(و1م۷) ل۷ تکون فثریة لہ [رإرؤ) . 


© لیکن + 2ے ری یپ لدينا من تعسريف القاعدة الثنوية, أن ۷۸-۱۲ 0= pv)‏ 
80 


٠ 
400 j (a+ bı) dti= a+ }b=1 


e0 )= fj (a+ 9 4 = 24+ 2b =0 


4۔۱۷ جع ديه وله جم | > ريرق 
j e+ 4) d= 20-2451 |‏ = )40 
بتعبير آخر, تكون ( + 1/2-,2 = 2) قاعدة ل ۷ والقي تكون ثنوية ل ر 0) . 


أثبت مبرهنة 1.18 


8 نبیسن اولا ان (4...,رة) تولد كسا اج افو ريشا صب */؛ ولنفترض أن 
321-10 وك > (ر"اشررك! > 000و نضع روا +..+ روطع ى. إذن 
(طاليورة 


3 
(ر0)رشم + ٠٠١‏ + (رم)يفيغ + 
0 0044 





بالمشل. ومن أجل 2.1 =4 بلك نايف 4 )v( = )k0, k0 = k7‏ . پىلىك 
( )ت = )م من أجل 0 ل ا ف وت يتوافقان على متجهات القاعدة! إئن پش ٣.٢‏ ,ه٤‏ = ی دنج 
ينتج عن ذلك أن ,0 








يبقى أن نبين أن 
تحصل على 


8 * ,8,4 بتطبيق الطرفين على ,0, 


بالمثلء ومن أجل 2...0 = | يكون لدينا 


0 تا الدالّیات الخطیة, والفضاء الثنوي 


24.18 


25.18 


a +. |) =‏ .+ ,0 = )...+ رهره -  00(‏ 0. اي أن 0= ...0= ,4. وبالتالي, 
تكون (ر,..,4) مستقلة خطياً وبذلك تكون قاعدة ل ۷۴. 


مبرهنة 2,18 لتكن (,0,....0) قاعدة ں۷ ولتکن (,إ....,) القاعدة الثنوية ل ”8. إذنء ومن أجل أي متجه 
۷ء یکرن لدینا 


)1) کل‎ Pv, + ۷ # Fv, 
ولديناء من أجل أي دالي خطي “66۷ أن‎ 
0 o = (vJ, + {vy FOO, 
.2.18 أثبت مبرهنة‎ 
لنفترض آن‎ # 
لا ك4‎ av, Fag Foca, 


ئن a‏ = 0پ3+...+ لبة + 1ھ = 0)۷ +...+ (ر«),إرھ + (۷) رۇ = (ن)4. بالمثلء ومن أجل ...2> لن پکون 
لدینا ,4 = ۷ھ +..+ )یھ ...+ ۷ھ = تا أي أن ,هع (نفيو.سيه ع ننفی(ںد <  .))۸(‏ بالتعویض 
بهذه النتائج في (3). نحصل على (1). 
نبرھن, بعد ذلك» على (2). نطبق الدالّي الخطي © على طرفي (1). 
f ()a(v,) + dt) a(w,) + °°° + ¢, ()o(u,)‏ = )1( 


= au Jh) + ٭+۰۰۰۰٭+ (م)یث(ہح)‎ (u, )@, (4) 
ہل(ح)ہ + ,۷,(۵)م)×‎ ٠۰۰۰< ہ)ئ,(لہ()٥(‎ 





بما أن ما سبق يتحقق من أجل 6۷ ۰ کون لدینا 6)۷4 ...+ ر((ر0)۷ + پؤل 6)۷ ٦<‏ وهی المطلوب. 


مبرهنة 338: لتكن ,.س۷) ول ٭ےم۷) قاعدتینلہ۷ ولٹکن (٭....4) ((,4©6,....6 قاعدتين 
ل "7 الثنويتين ل ((۷) و (۷) ء على الترتيب. لنفترض آن ۶ مصفوفة الانتقال من ((۷) إلی (9) . 
إذن, تكون 0-17 مصفوفة الانتقال من (/4) إلى (ر6) ۔ 

أثبث مبرهنة 3.18 


8 لنفترض أن 





ہی +٠٠۰٠‏ وظاومر۵ ٣‏ لب 





حيث (2) =۶ و )= 0. سوف نثبت أن 1(7©) > 0. 


ليكن ,8 الصف 1 ل © و © العمود ز ل "۴. إذن ناوضر 0ے ہق ای آلہھ..يرھة) >6. لديناء من تعريف 
القاعدة الٹنویة لدينا 


RE, = ê;‏ = ورقی تا FF‏ ورشررط = bP; +a E a‏ سور ٭ Dah,‏ ا ‘ow; = (br,‏ وك ر5 دلتا 


کرونکر. وبذلكء 





وبالتالی, )۶۳٥(7‏ س !7( (7م) سح (). وھو المطلوب 


الفصل 18 تا 451 


المسائسل 30.18-26.18 تتعلسق بالقاع دتين التباليتيسسن في 32: _((1,0) - ي0(,۷,ل) - (۷) 
و 3,27( = ,4( = {Ww‏ = ,8 





8 اوجد مصفوفة تغبير القاعدة ۶ من ,8 إلى ي5. 


8# نكتب ,۷ كتركيبة خطية ل ر۷ ى ر۷ (لرر+ »)= (1.0 )+ (1,1)× = (43) آر ےرم عم 3× وبنلك 
3× ادر حلا وبالتالي ر۷ + ,3۷ = ,۷. 


نكتب ر۷ كتركيبة خطية في ,۷ ى ر (لرلإ+ ») = (1.0 )ر + (1,)» = (3,2) أ 3= +× 2= x‏ وبذك يكون 
2= ادر حلا وبالتالي ر۷ + ,2۷ = رس 


نکتب إحداثيات ,۷ و ر۷ كأعمدة, فنحصل على 


8 اوجد القاعدة ‏ (,4,.۸) = |5 التي تكون ثنوية ل ,5. 
ها لیکن (ط) = و. إذن ور وېسذلك 2+68-1 20م ومنيا 20م إدقل 
ويكون (0,1) * رم . لیکن (4,) = رم. إذن. 0= رارم وا#وارم. وبالتالي 0=0+ء وات=» ومنها 
1= و 1= ویکون (1-.1) = ړم . 






8 أوجد القاعدة (ي6,.6) 50 التي تكون ثنوية ل ,5 

8 لیکن (طه) ,6 . أذن» OW, a‏ و !ہمہ وبذلك 48+38-1, 20-0 +30 أو 2- ددم 
و232-)- يه لیکن (۵ما یہ إنن 20 ريرم اولع 
و !26+20 ومنها 3= ى 4 - 8 إذن, (4-,3) ٣‏ ره 





۷"؟. وبذلك, 34-0 +ع4 


8 أوجد مصفوفة تغيير القاعدة © من ,5 إلى )5. 
8# نكتب ره كتركيبة خطية في ,4 او يج: (1-.1)ل+ (0,1): - (2,3-). وبذلك. يكون 2 
وبالتالي ,24 - ,4 = ,6 . 


ونكتسب ,© كتركيبة خطية في ر4 و رم : (1-,ا)ر+ (4(=×)0,1-,3) أو 3 ين 4 
!-- *, 3= ر حلا وبالتالی ,39 + بهت 











نكتب إحداثيات ,© ى ,© كأعمدة, فنحصل على 


8 حقق مبرهنة 3.18, أي 5-17 - 0 
ما جا یی ون 7 1“ 1 ary‏ 59 
© (5 )= ومالتالي 2=( )= )کنا هی مترقع. 
8 الغضاء الخنوي الناني, التطبيق الطبيعي 
8 عرف الفضاء الثنوي الثاني. 
گلا لیکن ۷ أي فضاء متجهي فوق . الفضاء الثنوي ۷ هو الفضاء المتجهي للتطبيقات الخطية من ٠‏ إلى 16. آما الفضاء 
الثنوي التاني * *۷ فهو الفضاء المتجهي للتطبيقات الخطية من ۷ إلى × أي أن * */ هو ثنوي (ثنوي ۷ 
8 لیکن 6۷ ۷ إذن. يحدد ۷ تطبيقاً + 0:۷ كما يلي: من أجل أي 46۷۴ء نعرف (0)ف -(8)6. بین أن û‏ 


خطي 


2 0 الدالّیات الخطية» والفضاء الذنوي 


# لديناء من أجل أي "7 © ىرو واي ×6 اھ أن 
(ہا٥ط‏ + (ض)نفہ < زمحاەط + (م)هه - (س](ون + ()ہ) - زوة + 6)00 ٠‏ إذن. يكون 6 خطياً 


8 بین ان 78-6۷۶۰ ۔ 
# من المسالة السابقةہ يكون 8 تطبيقاً خطياً من ۷۴ إلی ٤‏ وبالتالي ‏ **06۷ . 

34.18 عرّف التطبيق الطبيعي من ۷ إلی "**۷۔ 
ال التطبيق تددن . حيث 8 كما عرّفت أعلاهء یسمی التطبیق الطبيعي من ۷ إلى * "۷ 

8 بن ان التطبیق الطبیعي من ۷ لی ٭٭۷ یکون خطیاً أي بين إنهء من أجل أي متجهين 6۷ ۷,۷ واي سلّمبین ک6 اھ 
يكون لدينا a+ DD = aû + bî‏ . [ھنا. × +*0:۷ معرّف بواسطة (ن)ث > (م)8 ]. 


ل# لديناء من أجل آي دالي خطي ۰۶۴۶ء آن 
(و)(شط + bW() = (aî‏ + (ه)ته ع (سعوط + (ن)هه > (سح + دم)ن ع DO)‏ + ہما آن 
BO) = (aû + bX)‏ + من أجل كل *۷ 46 2 يكون لدينا ‏ شط + ته = سط + سه وبذلك يكون ‏ مجان 


جد *لا©ة بحيث أن #۶0 ۷)$. 





8 لیکن ۷6۷ اي متجه غير صقري 


88 وسع (۷) إلى قاعدة (۷) ل۔۷۔ إذن. يوجد تطبيق خطي وحيد 4:۷+K‏ بحيث أن 1= (۷)م. ولكن 
0> (۷)ھ( من أجل 4۷ ,۷. إذن» يكون لض الخاصية المطلوبة. 


8 بين آن التطبيق الطبيعي من 7 إلى * *7 يكون واحداً - لواحد. 
#8 لنفترض أن 6۷ ۷. ٢*٢‏ إذن, ومن المسالة السابقق یرجد *1 #6 بحيث أن 0 (400. وبالتالي, 
0د )ب -(ن)ة. وبذلك 40ت . بما أن 40 يقتضي 60و 2 فإن التطبيق ادان غير شاذ. وبذلك, يكون 
انتطبیق اٴ لطبيمي واحداً - لواحد. 


مبرهنة 418: إذا کان ۷ منته البعدہ فإن التطبیق ٣٥۵‏ يكون تشاكلا تقابلياً من / فوق * *لا. 


8 أثبت ميرهنة 4.18. 
8 ہین * * ۷ dim ۷° = dim‏ = ۵10۷ا لان // له بُعْد منته. ينتج عن ذلك. أن التطبيق غير الشاذ ٣٠‏ تشاكل 
5 تقابلي من لا فوق " */7 
ملاحظة: لنفترض أن / له بعد منته. نعرف, من الميرهنة السابقة؛ أن التطبيق الطبيعي یحدّد تشاکلاً تقابلیاً بين ۷ و * *لا. 
سوف یطابق ۷ مع ٭ بواسطة هذا التطبيق» إلا إذا ذكر غير ذلك. وسوف نکتب ** ۷ ایض إذا 
}4{ قاعدة ل "7 تكون ثنوية لقاعدة (,۷) ل۷ فان (۷) تكون القاعدة ل **۷ = ۷ التي تكون 
ثنوية ل (4) . 





8 المُعْدِمَات 

39.18 لتكن ۷ مجموعة جزئية في فضاء متجهي /1. عرّف مُعْدِم ۷ء والذي يرمز له ب ۷۷, 
# نقول عن داي خطي “لاعن انه معدم ل ۷ إذا 0= (۳ك)ؤ من آجل کل 8۷۷ ۷ إو بتعبیر آخر, إذا 
0= ۲۷۷۸ ۔ أما مجموعة كل مثل هذه التطبيقات, ونرمز لها ب ۷° فتسمى معدم ۷ 


40.18 


41.18 


42.18 


43.18 


48 


الفصل 18 © 453 
بين آن “۷ فضاء جزئي في *۷. 


الا من الواضح أن “بلاج 0 نفترض الاّن 6۷۷۴ 8,6. !ذن۔ من أجل اي سلميين ٤×‏ 0ة واي 6۷۷ ۷. یکون 
لدينا 0= (aû + bow) = ap(w) + bow) = a0 + b0‏ وبذلك. ۷ € 06 + 4 ويكون “90 فضاءً جزثياً في “7 





بِيّن أنه إذا كان 06۷ يُشْدِمٌ مجموعة جزئية 8 في ۷ء فإن ¢ يُعْدِمٌ البسطة الخطية (5) ل 5 وبالتالي, 
.S® = [span(S)]®‏ 0 
لنفتقرض أن (3) 90م 6 .٢‏ إذن, توجسد 68 ,۷ء۷ بحیسٹ آن AW, + AW FF A,‏ = ۷. إذنء 
+a, p(w) = = a0 + a0 +... 2,0 =0‏ ...+ سید + جمجاوہد 
ف تعدم (8) مومه كما متوقع 





(. ہما ان ۷ عنصر اختياري في (5) 8م85 فإن 


ليكن ۷ الفضاء الجزئي في “۸ المُرَلّد بواسطة (34-,1,2) = ,۷ ى (1-,0,1,4) = ر۷. أوجد قاعدة من أجل معدم ۷. 
8 يكفي» وفق المسالة السابقة. أن نجد قاعدة لمجموعة الداليات الخطية 00 + ۶ت + زط + ×ھ = (2#رل)م يكون من 
أجلها 6-0و ومع نين 
a + 2b — 3¢ - 40 -0‏ = (4رة-,1,2)ن 
b+4c~d =0‏ =)1-,0,14($¢ 
منظومة المعادلات في المجاهيل 2. 5, ©, 0 تكون في شكل درجي بمتغيرين حرّين © ى4. 
نضع 21 6 0-0 فتحمسل على الحل [1عه, 4~=ضطض d=0 c=|‏ وبسالتسالسي الدالي الخطي 
ہی پر چر6 (2۳ )ی40 


وتكون مجموعة الداليين الخطية (4,,ؤ) قاعدة ل ۷۷ء معدم ۷۷۔. 


لیکن 5 مجموعة جزثیة في ۷. بین ان "$€ $ 
# لیکن 0©5, إذن 0-(م)ن (ه)نت, من أجل كل $€ . وبالتالي (5) 0€ . !ذن, وبسبب مطابقة ۷ 
ىو **لا, يكون "5 26 يعنى ذلك ان "5059 
لنفترض أن ,5 © ,8. بِيّن أن ؟58 © إ5. 
اھ ليكن 50 © و. إذن 0-(0)«و من أجل كل ی65 ۷. ولکن ,5© ,5. إذن» ۾ يعدم كل عنصر في ,5, أي أن 
,8 . وبذلك. $€ 8. 
مبرهنة 518 لنفتسرض أن 7 ذو بعد منتسه. وآن ۷ فضاء جسزئي فسي ۷. إذن. ۷ صأل = W‏ صل + W‏ صلل 
و Woe = W (ii)‏ 

أثبت () في مبرهنة 5.18 

© لنفترض أن =١‏ ۷صنك و ۸> ۲= W۷‏ ”اك ونرید تبیان آن ۲-م = W°‏ صني ونختار قاعدة ‏ (ل«.....») 
ل للا ونوسعها إلى القاعدة التالیة لہ ۷: ہے۷ 5 لننظر في القاعدة الثنوية ‏ ,20ر0 4.0) . من 
تعريف القاعدة الثنوية؛ يُعْدم كل واحد من ال 6 كل ,0 وبالتاليء سد تحت آنتا نزعم بان  )6((‏ قاعدة ل 89 
الآن ((6) جزء من قاعدة "7 وبذلك تكون مستقلة خطياً. 

نبين بعد ذلك ان (6©) تولّد ”8. ليكن ”8 © 26. إذن. 





یر بیید ری یی ری ہر ری 
م6 رت 4١د‏ + يو( رمت + يق0 +1 0d, +٠١‏ 
لم6( رات efu), + 0١+‏ = 
وہذلك. فان (,ے6,..6) تولّد ۷ وتکون قاعدة لہ ۷°. ينتج عن ذلك أن ۷ ۵1 - ۷ ال = سوك W‏ صز وهو 


المطلوب. 





4 ا للددالّیات الخطیةء والفضاء الثنوي 





8 اثبت (01 في مبرهنة 5.18. 


8 لنفترض dim ¥ =n‏ و dim W =r‏ إذن مع *لاسنق, ومن (). يكون + - م > ”1 010. بذلك, وبسبب (0, 
ہے زرسوں)-و ےد ۷۹۹ ن۵؛ وبالتاليء (٥‏ ورزل < ۷۷ dim‏ ہما ان ۷۷۷ ۷, یکون لدینا ۷۷۷۹ - إلا 


8 باستخدام مفهوم المعدم, اعط تفسيراً آخر لمنظومة متجانسة من معادلات خطية, لتکن 





Qk, ا ات‎ inka 
طورھ + قرو رہ(‎ 


8 یظر لکل صف ل4 ,)0 في مصفوفة المعاملات (ة)> ۸: بأنه عنصدر في "كا وكل متجه حلّي فإنه عنصر 
في الفضاء الثنوي. في هذا الإطارء يكون الفضاء ء الحلّي 5 ل (ا) المعدم لصفوف ۸ وہالتالي المعدم للفضاء الصفي ل ۸ نتیجة 
لذلك. نحصل مرة أخرى على النتيجة الأساسية التالية حول بعد الفضاء الحلّي لمنظومة متجانسة من معادلات خطية: [بُعْد 
8= بُعْد (الفضاء الصفي ل  )8‏ ه رتبة (4)]. 





8 لیکن تا و ۷۷ فضاءین جزئيين في ۷. أثبت ان: ۹۲۷۷۴"( ع "زبلا + ). 

ھ لیکن "(۲۷. 6)0 ۰.4 إاذن ؤ یعدم ۷ + نا؛ وبذلك, وعلى الخصسوص, م تحدم لا و ۷. أي أن “تا ع و 
و ”۷ 6 4؛ وبالتاني» ۴۳۲۴ء س. إان. U + W)° GUNW°‏ 

لنفترض, من جهة أخرى؛ أن 0 يعدم © وأيضاً ۷. إذا ۷۷+ لآ © إذن 8+ لال حيث 1ن ولاج د 
وبالتالي, مع 0 + 0ع رمىى + (ننى ع زا)ن. إذن؛ 0 يسدم ۷+ 1 أي أن 208 + [1) © 60. ينتج عن ذلك أن 
۴ نج "بو كل 

الاحتواءان معاً يقودان إلى النتيجة المنشودة. 
ملاحظة؛ لاحظ أنه لم تستخدم أي محاجة تتعلق بالبّحْد في هذا البرهان؛ وبالتاليء تكون النتيجة صالحة من الفضاء منتهية ولا 

نهائية البعد. 


8 منقول تطبيق خطي 
8 لیکن نن هلما :7 تطبيق خطي إختياري من فضاء متجهي / إلى فضاء متجهي (ا. عرّف منقول 7, والذي نرمز له ب ٠٣‏ 


8 من أجل دالّي خطي ٭ © , يكون التركيب 407 تطبيقاً خطياً من ۷ إلى K‏ كما موضح في الشكل 1-18. أي أن 
۲۶۰ ھ . وبذلك, تكون المقابلة هنل حد4 تطبيقاً من *1] إلى */؛ نرمز لذلك ب *1 ونطلق عليها اسم «منقول 7 
بتعبیر آخں یعرف *۷ +0 :7 بواسطة "٥و‏ < (7'4. وبذلك. ((7۷۷)غ = (7")4([)۷] من أجل كل €۷ ۷۔. 


7 
e E EE K 


1-18 شکل‎ 
PT 


مبرهنة 6,18: إن التطبيق المنقول *1, المعرّف أعلاه, يكون خطياً 
8 أثبت مبرهنة 6.18. 
© لديناء من أجل في سلّميين 6 6 طبه وأي داليين خطيين *0] 6 ,.٭؛ أن 
b(°T) = aT(p) + bT(o)‏ + )°|( = 0° + وو = (0ط + 1'8۵0 أي أن *7 خطي؛ وهى المطلوب 


المسائل 53.188 تتعلق ٻدالي خطي +R‏ 4:8 معرّف بواسطة ل2 - × = (6,۷)(؛ ومؤژثر خطي TR sR‏ 
تعطيه المسالة. 


51.18 


52.18 


538 


54.18 


55.18 


56,18 


57.18 


58.18 


59.18 


الفصل 18 0 455 


آوجد (ل.»)[(۳۲۵] مندما (0,») د بورع 

الا نعرف» من تعريف التطبيق المنقول. أن 7 ۰م = ()۲؛ أي أن ((00100 = (۳)4([)۷] من اجل کل متجه ۷. وبالتاليء 
{FDHY) = p(T(x,y)} = p(x,0) = x‏ 
أوجد (ل,»)[(۲)4] عنما (ر + نے 0ج0 

{TPIY) = (TOY) = px +Y) = y ~ 2(x + y) = ~2x ابرح‎ E 
.y( = ٭2)‎ ~ 3y ,5× + 2y( آوجد (<,1")0([)2] عندما‎ 

ITD) = (T(x) = (2x ~ 3u, + 2y) = (2x ~ 3y) ~ 2(5* + 2y) = قح‎ - Ty © 

المسائل 56.18-54.18 تتعلق بدالي خطي 8+ 8R”‏ :0 معرّف بواسطة 2y‏ - ×3 = ( »)ل ومؤثر خطي 8+ 7:۸ 

تعطيه المسالة. 
آوجد (2,لا,»)[(7")0] عندما )2 + T(xy,2) = (x + yy‏ 

8 أعطینا ‏ ((7)۷) - (764(100 فیکون لدینا 

{TOPI} = (Ty) = (TOY) = Q(x + y.y + 2) = 3( + y) ~ 2(y + 2) = 3% + ~2 
ج700‎ = (32, + y) أوجد (2,¥,)[(@)'7] عندما‎ 

ATPDIy,2) = G(T(xry,2)) = (32x + y) = 332) - 2( + y) = وہ‎ - 2y +97 8 
.Ty2) = (x +y + 2,2 ~y( أوجد (۳)4([)7,2] عدا‎ 

¥ 3 + ارق + عد - زرح 2022 د + پ- 3 = {TIYE = (TOY) = p(x Fy + 22% > y)‏ 
لیکن ا +7:۷ خطیاًء ولیکن *۷ + * ل :7 منقولة. بيّن أن نواة '7 هي المعدم لصورة ۳ أي أن "(1 ]) = '۲ه). 


8 لنفترض أن 6×۲7 م. أي آن 4*70 =(7)4. وبالتالي 0= (0)0= (۰7()0 )= ((۵)7)0 = (س)ی ۔ لدينا 
3 0- (ن)ن من أجل كل 6187 نهذ وبالتائي '(1۳7) € ۾. وبذلك 1 „ker 1 C (I‏ 


لنفترض. من جهة أخرى. ان "7 ٥٦‏ أي أن (0) > 15 س)ى. إذن 
)00۷ = 0 = ڈو > ()(۴7) > (7')6([)0۷]. من أجل كل ل € لدينا أن (000 > (7")6([)0, من أجل كل 
۷" وبالتالي. 8ء ©1*)6. إذن,» ۴:۲٥٦‏ 66" وبذلك Im D° C Ker T'‏ 
الاحتواءان معاً يعطيان المتساوية المطلوبة 
لنفترض أن ل ۷ و لا بُغدين منتهيين» ولنفترض أن / ه37 :3 خطي. أثبت أن 9]) لهم > (۲)ا35: 
mM‏ لنفترض =١‏ ۷ ١ا‏ و = لا سال لنفترض ایضاً ان =٣‏ 09 امم إذن 
dim((lm T) = dim U ~ dim(tm TF) = m ~ rank(?) a mr‏ 
نعرف: من المسالة السابقة ان "(5 15) ے ٦‏ ۲گ وبالتالي فان ۶- " ے (15)(صفرية/ 100 أأناه)). ینتم عندنذ وکما هو 
متوقع, أن rank(1) = dim U® — nullity(T) = m—(m~?) = r = rank (I)‏ 
مبرهنة 7.18: لیکن 7:۷ خطیاً. ولتكن ۸ التمثيل المصفوفي ل 7 بالنسبة للقاعدتين (۷) ل۷ و (0) لل 
إذن؛ تكون المصفوفة المنقولة 87 التمٹیل المصفوفي ل *۷+-*/ :”7. بالنسبة للقاعدتين الثنويتين 
(by {u}‏ 
أثبت مبرهنة 17.18 والتي تشير إلى سبب التسمية «منقول» المستخدمة من أجل التطبيق "1 


ا نفترض آن 


٢ 6‏ الداليات الخطیة والفضاء الثنوي 


۰ .6ھ + من“ >(7)0 

















0 
en ê,‏ 
نريد أن نثبت أن 
پلیہ ۱ھ <(م7/)6 
To) = aa, + aa +‏ )2 
,2ھ +۰۰۰٠۶‏ رشرد* +940 <7“)6,0 
حیث (0) و (0) القاعدتان الٹنویتان نہ (رد) و(۷) على الترتيب. 
لیکن 6۷ ۷ء ولنفترض أن ۷ن +...+ ر ۷ر + ۷ػ ۷۔ إذن» ومن [1). يكون لدينا 
Tu) =k, T(,) + ka T(u,) + °°° + ky, T(r.)‏ 
مھ ۱۴۰۰۰٠‏ لی ۵) ے5 +۰۰۰٠۶‏ (ہھ ٠۰۰٠٠٢‏ مل بھامڈ kat, + °°° + aliy) F‏ = 
ملا(یے قہرا + ۰۰۰+ مرھمما + ي,ھمگا) Kala, F ° ¥ kg), +۰۰۰٠‏ + ريه /) د 
کر یر رر )ول 
2 
7 ۸ 
(Tou) = oj(Tu)) + o, (È (ka, + kya, +--+ kag Du) = kya, + katy 4***3 ka,‏ 6 
1 
لدينا من جهة آخرى» ومن أجل 1...١‏ دز 
(ah, + a,j, + °° + a(t) = (a, + ab, + °< + ak, + Rag + °° + kuy)‏ )4( 
Kn n;‏ ع حا kay +K‏ 


بما ان ۷6۷ كان إختيارياً فإن (3) و (4) يقتضيان أن هري ++ رؤرية + رهرية > ۳)67 1,1 = ل وهي (2). 
وبذلك. يستكمل إثبات المبرهنة. 


الفصل 19 
الاھگسال المضطدا فيسة [ لهسا فيسة 
1 ] والهر ديسية و المر محیتیة 





19 لأشكال ثنائية الخطية (الخطانية) 


119 


319 


419 


519 


619 


عرّف شكلاً ثنائي - الخطیة (خطانیاً) علی فضاء متجھي ۷ فوق حقلِ . 

® بیعرّف شکل خُظطاني (ثنائي الخطية) ۸ على ۷ باته تطبيق 1< ۷ × ٦۷‏ يحقق ما يلي: 
(40 ومہمئتا + مسج الد ٭ (au, + buy)‏ 
د ان ان وط + نك 
من أجل كل ×6 (ط.ھ وکل 7 © باره. نعبّر عن الشرط () بالقول أن 4 خطي في موضعه الأول أ المتغير الأول وعن 
الشرط (41) بالقول أن ؛ خطي في موضعه الثاني أى المتغير الثاني 
لیکن ۶ الجداء النقطي على ”12 أي أن تيه + ر + u. = a,‏ = (ا,1)0 حیث ((8) > نا او (0) > 0 هل + شكل 
خطاني على $Ê"‏ 

® نعم لأن ! خطية في الموضعين معاً. 
ليكن ع الجداء النقطي على "©! أي أن رشع + +٠٠١‏ يتيج + ,8د * (ن ,)ع حيث (4) > لاى 0 0.07 هل ع خطائیة علی 
4C"‏ 

8 إن الجداء النقطي العقدي خطي في موضعه الأول. ومع ذلك فإن (ارنا)ع 2ع (اطبلا)ع. وبذلك. لا يكون 8 خطياً في 
موضعه الثاني. ولا يكون بالتالي شكلاً ثناٹي الخطية. 
لتكن 4 مصفوفة ۲×ظ فوق .K‏ بين أن التطبيق ۴۸× - (,10 شكل ثنائي الخطية (خطاني). 

8 لديناء من أجل أي کا > a,b‏ وأي X,Y, & K"‏ أن 

JAY = (aX + BXDAY = aXTAY + bXJAY = af(X,,¥) + bDIK,.Y)‏ ×ظ + ,٭) = (¥ ر×0 + ,803 وبالتالي» يكون 
خطیاً في المتغير الأول. أيضاً ‏ ر۷ )1ط + ( ۷, )۴ه = "AY,‏ + م f(KyaY, + bY,) = XTA(aY , + bY,‏ 
وبالتالي» يكون ؟ خطياً في المتغیر الثاني, وبذلك یکون ٢‏ خطانياً على "). 
لیکن ۾ دہ أي دالیین خطیین علی فضاء متجھي ۷۔ ولیکن +K‏ ۴۷×۷ معرّفاً بواسطة (9)ن(ن)ن ٭ (۶)۵,۷. بین آن ۴ 
شکل خطاني. 

# لدیناء من آجل كل ٥,6)‏ وکل ۴۷ ۷ال 


flau, + bu, u) = (م)ه[ليسافط + (م)هه] > (٥)و(ریووط + مھا(‎ 
= ap(u, Jou) + بہعاط + (سے,مازہ > (ف)ە۔م)فط‎ u) 


وبذلكہ یکون ؟ خطیاً في موضعہ الأول۔ بالمٹل, 


[(,ح)ء + (,0)ءمبامو)ثف د (وط +,صھ)ء-م0)ف < زہٗط + رصه يعاق 
(وں ہم ازط +(,ہ ,اہ = ap()o(v,) + bp()o(v,)‏ = 


وبذلك. یکون ۶ خطياً في موضعه الثاني. ينتج عن ذلك أن / خطّانِيٌ. 
عزف شكلاً حدودياً خطانياً (ثنائي الخطية). 
8# نقول عن حدودية لإلم»)؟. في المتغيرات .× والمتغيرات ,لإ أنها حدودية خطّانية إذا 


لوقب“ +۰۰۰٠‏ وللرطورھ + ول ريه مم بخ 2 ٭ ( fx‏ 
1ج6 


47 


8 © الأشكال الخطية (ثنائية الخطية) والتربيعية والهرميتية 


719 


8.19 


9.19 


10.19 


11.19 


12.19 


13.19 


14.19 


15.19 


ويمكن كتابة الحدودية في الشكل المصفوفي 


BO YD > موك روت‎ 





أى, باختصار, ×4× =  )0۷(‏ حیث ل۴ب.ںی5)-> 7 للا ×۷۲ و (رة) = ۸. [قارن بالمسالة 4.19 حيث 
أعطينا المصقوفة ۸ منذ البداية]. 
لیکسن آلی×مک) دنه لورلا 087 ولیکسن ولاو× ¬ رلار×4 + ولار×8 ¬ رلار×7 + ,ر×5 +٣‏ رل ×2 ¬ ,ل ×3 = 3ا 
عبّر عن 1 في ترميز مصفوفي. 
8 لتكن ۸ المصفوفة 3×3 التي مدخلها زا معامل ,لا/*. إذن 
0 2- 3 
اد 7 flu, u) = XTAY = (x, xa, xJ 5S‏ 
سارہ © 
المسائل 14.19-8.19 تتعلق بدالة (1)0,0 حيث (يكدى») سنا وى (يلا,لا) -0. حدّدء في كل حالة, ما إذا كانت الدالة 
المعطاة شكلاً خطانياً على 87 أم لا. إذا كان الجواب نعم: أعد كتابة ؟ في ترميز مصفوفي. 
ffu,v) = 2X yy ~ 3x,‏ 
# نعم لأن كل حد في الشکل رال×رة. أيضاً 


fu, o) = (e, x _ 30 


ا fu) = x,‏ 
8 لا لآن الحدود ليست في الشكل زک 


کر 


3×۷ × (0,۷)گ 
(Û) n‏ ويه ددمي 


(uv) = xx, FY) 

8ل لا فكل حدّ يجب أن يحتوي على ,× واحدة ی ,لا واحدة» ولیس ,× و ,× 

fu) = xy, + 2x +3 

8 الاء فإن شكلا خطياً لا يمكن أن يكون له حدّ ثابت غير صفري. 

0 > (كرنة. 

8ض زير)(0 پاو ہدعو سر 

1> (03,۲)ا۔ 

8 لا إن دالة سلمية غير صفرية ليست خطانية. 

لیکن ۷ أي فضاء متجهي فوق .K‏ ولتكن × ۷ × ۴:۷ الدالة الصفرية؛ أي ٹن 0 ٭ (0,۷)؟ من أجل كل 6۷ 0.,۷. بين 
أن 5 خطانية. 


8 لديناء من أجل كل 16 © لبه وأي 6۷ ۷ رنہ 





17.19 


1819 


19.19 


الفصل 19 © 459 


affu,,v) + bf(u,,v) * a.0 + b.0 = 0 = f(au, + by, V) 
affa,v DF bf(u,v,) = 2.0 + b.O =0 = f(u,av, + bv) 





وبذلك, تکون ؟ خطانية. 
لیکن ۶ وع شكلين خطانيين على ۷۔ بین ان المجموع ع + / المعرّف بواسطة #ر,د)ج + (/,د)) > (۷ )ع + ۴) شكل 
خطاني. 
8 لديناء من أجل كل 16 © طبه واي 6۷ ,۷ن أن 
bau)‏ + (ہہداود + (”ہمالط + buy) = aflu,,v)‏ + يلمع + gan, + bug) = f(a, + buys)‏ + £( 
b(f + guv)‏ + (لاررس)رع + ۷اد > [للاريماع + (حہگ۴اط + [(0,,۷)غ aff(u,,v) F‏ = 

بالمثل, (ی۷ (ج + ئط + (0,۷)(ع + 2)۶ = (رbv‏ + ,۷ع + f‏ وبذلك, یکون +۴ خطَّانياً 
لیکن ۶ شکلاً خطانیاً على ۷ء وليكن .K 6۸K‏ بين أن التطبيق ؟٤ا‏ المعرّف بواسطة (0,۷)) > (000,۷م): يكون خطانياً. 
mB‏ لديناء من أجل أي ؟! © طبه راي ۷ € ,۷ لاء 

(KD(au, + buy) = Kau, + buy) = Klaf(t,v) + bfCu,v)] = akffu,,v) + bkf(u,,v) 

= a(k(u,,v) + b(KO(u,,v) 

وبذلك؛ یکون ۶ خطياً في موضعه الآول. بالمثل, 

(kDlu,av, + bv) = Kffu,av, F bv) = kfaflu,v) + bf(u.v,)] = akf(u,v) + bKIC,v,) 

(,8,۷) ۷۴ط % اتات = 

وبذلك, کون ۸۴ خطياً في موضعه الثاني. ينتج عن ذلك ان ٤٢‏ خطاني. 
لیکن (8)۷ تجميع كل الأشكال الخطانية على ۷. بين أن (8)۷ فضاء متجهي بالنسبة العمليتين السابقتين: الجمع ع +1 
والضرب السلّمی 8 
طريقة 1. نبين أن (8)۷ تحقق كل الموضوعات المعرّفة لفضاء متجهي. 
طريقة 2. (8)۷ مجمصوعة جزئية في الفضاء المتجهي ال لكل الدوال من ۷×۷ إلى ك. نعرف. من المساكل 
7219-9 أن (0€8)۷ ويكون لديناء من أجل آي (/80 586 وأي K6)‏ آن (800 2ج +م 
و (801 © وبذلك, يكون (8)۷ فضاءَ جزثياً في / 
ميرهئة 1.19 ليكن ۷ فضاء متجهياً بعده « ضوق کا ولتکن (4......) قاعدة للفضاء الثنوي “7 إذن, تكون 

30110 > فائر؟) قاعدة ل (8)9 حيث را معرفة بواسطة (0(4/00) نت (اسارم. وبذلك, وعلى 

الخصوص, ”۸ = (8)۷ صا 





آثبت مبرهنة 1.19 


# لتکن (»....,) قامدة 7 الثنوية ل (,4). نبيّن أولاً أن (ن؟) تونّد (8)۷. لیکن (8)۷ ۲6ء ولنفترض ان 





* ,1)۴ سوف نين ريه 20 در يكفي أن نبين أن (ہ,,ہ)(رژرہ 2< (ہ 7)6 من أجل 1.0 = ای لدينا 


)3: ل برك الوه :3 له ريه ريه‎ > I aydrle 0,e)" E a,8,8, = a, = Jer, e) 
.8)۷( كما هو مطلوب. وبائتالي» (141 تولّد‎ 


يبقى أن نبيّن أن (/1) مستقلة خطیاً لنفترض ان 0< ) بی فقاو اق تا وھ یو 


0= 0e, e) = (Z a, fy Jes: e0 = ar. 


0 تا الأشکال الخطیة (ثنائیة الخطية) والتربيعية والهرميتية 


الخطوة الآخيرة تتبع كما مبيّن أعلاه. وبذلك. تكون (م؟) مستقلة. وبالتالي قاعدة ل (8)۷. 
المسائل 22.19-20.19 تتعلق بشكل خطاني ۶ على ۷ فوق &. 
9 بین ان 0- (,1)0 و0 100,0 من أجل ١۷‏ ۷۔ 
8 لدينا 0 :0۶۱ ٭ ))0٥٥,۷۰(‏ ع ])٥,(‏ او 0ع زى 01 ع (09 )1ع (1)6,0. 
259 التكن 8 مجموعة جزئية في /. نكتب 
(لأجل كل 865 0 > (ن ,سر باك نع عاذي 
(لأجل كل 5ع« S" = {yv €V: f(u, w)=0‏ 
بین آن 54 وى "8 فضاءان جزثیان ل لا. 
8 لیکن 68 ٭. بعساان 0“٭(۷,0)), يكون لدينا “068 لنفتقرض إن “€8 ۷س و 6K‏ ». إذن 
٥ے‏ (ص,۷)) و 0= (۷رw).‏ وبذلك 
fw + v) = f(w,u) + f(w,v) = 0 + 0 = 0‏ 
f(w,ku) = kf(w,u) = k.0 = 0‏ 
إذن. 0+ +5 © لا. لذلك, تكون +5 فضاءًَ جزئیأً في ۷۔ بالمثل, تكون 57 فضاءً جزئیاً في ۷ 


9 لنفترض أن ,5 © ,3. بین أن 54254 و85 © 57 


© لیکن 20052 إذن لدينا 0= (۷رس)؟. من أجل كل ر25 بما أن ,5,25 من أجل كل 2905 يكون 
لدينا 0- (,60. وبذلك. +5 © وبالتالي. 257 54. بالمثل (8 © 5 


9 الأشكال الخطانية والمصفوفات 


9 ليكن ) شكلاً خطانياً على /ا. ولتكن (يع....») « 5 قاعدة ل /. عرّف التمثيل المصفوفي ل ؟ بالنسبة للقاعدة 5. 
8 لتكن 8 المصفوفة التي مدخلها زا يكون (6.ر©, أي أن 


لم 0ا °° Hene) fe.es)‏ 
Fere) fea, €.)‏ (۰٭ :<۸64 |ے پر 


fens €) fen.) 









]ذن, تسمی ۸ التمثیل المصغوفي ل؟ بالنسبة للقاعدة 8 آي ببساطة. مصفوفة ؟ في القاعدة 8. 


9 بین آن المصفوفة ۸ اعلاہ تمثل ؟ بالطريقة التالية: إذا 6۷ ۷ه إذن [۶۸]۷۲([ن] - (0.ن)/, (حيث [نا] يرمن للمتجه 
الإحدائي (العمودي) لال في القاعدة المعطاة )8 


نا لنفترض أن ,2.2 ...ل رعرة ع لا ,عط +...+ بعرطع ۷. إذن 


flu, 0) = f(ae, +۰° + aye, bye, +۰° + b,e,)= a,b, f(e,, €, F a,b fe. €2) + °°° + a,b, fen, €.) 
bh 


1 


= > > abe. e) = (a... <<. a)4| |= ۸او‎ 


وهن المطلوب. 
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9 عرّف المصفوفات المتطابقة. 
8 نقول عن مصفوفة 8 أنها متطابقة مع مصفوفة 8 إذا كانت توجد مصفوفة عكوسة [أو غير شاذة] بحيث ان 
B= P"AP‏ 
9 هل يكون للمصفرفات المتطابقة نفس الرتبة؟ 
8 إن ضرب مصفوفة 4 في مصفوفة غير شاذة لا يفير رتبتها. إِذا کانت ٣‏ غير شانقہ فإن ۲ تكون غير شاذة أيضاً. 
وتکون .rank(A) = rank(P"AP) = rank(8)‏ وبذلك. يكون للمصفوفات المتطابقة نفس الرتبة 
مبرهنة 2:19: لیکن ۴ مصفوفة الانتقال من قاعدة إلى آخری في ۷ ولتكن ۸ مصفوفة شكل خطاني ؟ في القاعدة الأصلية. إذن, 
تکون ۴'۸۲ = 8 مصغوفة ٢‏ في القاعدة الجديدة 
9 أثبت مبرهنة 2.19 


8 لتكن “8 القاعدة الأصلية و '5 القاعدة الجديدة. إذن. ون أجل أي ١‏ © «رنء يكون لدينا و[س]ك وإساط 

وء[ = و[«]۴؛ وبالتالي 287[ه] - ون]. وبذلك,.و[v‏ ]11.۲7۸ - وإساشوله] > (ه ,نال . بما أن داو ؛ عنصران 

إختياريان في ۷, فان ط2۲۸ تکون مصفوفة ؟ في القاعدة الجديدة ” 

ملاحظة: تشير المبرهنة السابقة إلى فرق رئيس بين الأشكال الخطانية والمؤثرات الخطیةء واللذین يمكن تمثيلهما كليهما 
بتعطزقات مربعة. تحديداً إذا كانت 8 و ۸ تمثلان نفس المؤثر الخطي, فإن 8 تكون مشابهة ل ه. أي أن 
8-2785 حيث 8 مصفوفة تغيير القاهدة؛ ولكن إذا كانت 8 و 6 تمثلان نفس الشكل إلخطاني. فإن 8 تکون 
متطابقة مع ۸, ای ان ۴= 8 حيث ۶ مصفوفة تغيير القاعدة 


9 عرّف رتبة شكل خطاني. 
8 تُعوّف رتبة شكل خطاني ٢‏ على ۷ء وتكتب )908 بأنها أي تمثيل مصفوفي. [نشرِفہ من المسالة 26.19, آن الرتبة 
لا تعتمد على تمثيل مصفوفي بعينه]. 
29.19 ما المقصود من الشكل الخطاني المنحل؟ 
® الشكل الخطاني ۴ علی ۷ یکون منحلاً او لا منحل عندما rank(D) = dim V gi rank (Ê) < dim VJ‏ 
المسائل 33.19-30.19 تتعلق بشكل خطاني ۲ على ۸ معرّف بواسطة × + رل3 - ,ل2 = (رلا, ل (ر×ر۴))۸. 
3019 أوجد المصفوفة ۸ ل ۴ في القاعدة ((1,1) = رس (1,0) = ره) > $. 
8 نضع =۸ حیٹ (لارن)؟ ديف 
.u)= f((1.0),{1.0)) = 2-0 + 0=‏ 
ta) = f(1. 0. (1. 1)) =2 +O —‏ . 


2 

1 2 
2 -2-0+0ھ ((1:0)۔(1:1)/ ٭رسں۔ 
a u)=f(U.D.(.))=2-3+1= 0‏ 








اع KE‏ ماق ا 
وبذلك» تكن ى ر) =4 مصفوفة ۲ في القاعدة (ران). 

69 أرجد المصفوفة 8 ل؟ في القاعدة ((1.71) = 2,1(۷ = ,۷) = '$ 
8 نضع 0 > 8 حیٹ (۷ص1۷۷× تا 


1-3 +و 8 ((2:1)۔(2,1))/ - رفص 
f(2... (1.-1) 24+ 6-1-9‏ 
f(0. -1).(2.1) =4-3-1#™0‏ م 
f(1. =1), (1. 1)) = 2+3+1=6‏ = )02 
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3219 


33-9 


34.19 


35,19 


36.19 


37.19 


وبذلك تكون 2 3) = 8 مصفوفة ؟ في القاعدة ‏ (رام۷) . 
أوجد مصفوفة تغيير القاعدة ‏ من القاعدة 5 إلى القاعدة ' 

ھا نكتب ,لا بدلالة را و رن (1,1)يز + (1,0) > (2,1): أو 2=ر+» 1ن أو اعح» 1ع وبالتالي. 
رلا + لا 2 ۷۔ شم نكتسب إلا ببلالة باو يناد (1,1)ر+ (1,0)× = (1-,1) ای 1ع برجي 1 - دو ار 2× 
ا = ر وبالتالي يہ - ,28 < ی۷۔ آخیراً, نکتب إحداثیات ں۷ و ر۷ کعمودینء فنحصل على 


0 
ا ژادم 
حقق مبرهنة 2.19 بان ۴۸۲ ٭ 8, 


ه لينا (2_ ۶)1 ١‏ ينك (إ_ )٣م‏ . إئن 


r= DG o 26 


لیکن ]٢‏ التمثيل المصفوفي لشكل خطّاني (ثنائي الخطية) ؟ على بالنسبة لقاعدة (,6,.....6) في ۷. بين أن التطبیق 
[7] ہت تشاكل تقابلي ل (8)۷ فوق الفضاء المتجهي للمصفوفات المربعة ^٠‏ 
8 بما أن ؟ يتحدد تماماً بواسطة السلّميات (ترة) فإن التطبيق [/] د يكون واحداً ‏ لواحد وفوقياً. يكفي تبيان أن 
التطبيق []+ تشاكل أي أن 

[عاط+ زناه > زوم + هما جم 





ولکن (عر6)عم + {af + bgXee) = afe,e)‏ من أجل ا ك ف,44 وهي إعادة صياغة ل (1). وبذلك يستكمل الإثبات. 


المسائل 38.19-35.19 تتعلق بالشكل الخطاني ؟ المعرّف على 22 بواسطة: ر لار× ¬ ,۷ای4 ٣‏ ر×2 > ل34 = ۷را 
حیٹ (ر×م×) = ا ی لرلا مل <۷ 
عبّر عن 7 في ترميز مصفوفي. 
8 لتكن ۸ المصفوفة 2×2 التي مدخلها زذ معامل إلا,*. إذن 
(تاث fes xar =e.‏ 
أوجد التمثيل المصفوفي ل ؟ في القاعدة المعتادة ‏ ((0,1( = ,)1,0( = RJ E= (e,‏ 
ھ fee) ~1 fee) =4 flee = =2 fee) =3 «im‏ بتعبير آخر. (ر ,)۴ يكون معاملاً ل لاد 


وہذلكء نتحصل علی المصفوفة و )عه كمصفوفة ؟ في القاعدة المعتادة 8. 


أوجد المصفوفة 8 التي تمثل ؟ في القاعدة ((1,2) = ,1( = (u,‏ = 8 





2 طريقة 1. نضع (6) - 8 حيث (رناررف)! > ر 


ع لغ )رح رط 1= bo = fu. u)‏ ا 
bay = f(g, u) =‏ و اف ا( 2)7 


طريقة 2. [فستخدم مبرهنة 2.19]. لٹکن ۶ المصفوفة التي عموديها متجهي القاعدة 3: اي إ٤‏ آادھم بن 


B= PAP = (Î 4 عه‎ 202) 3 


[ھنا, 8 هي مصفوفة تغيير القاعدة من القاعدة 8 إلى القاعدة 5]. 


38.19 


3919 


49 


419 


42.19 


43.19 
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أوجد المصفوفة © التي تمثل ؛ في القاعدة ((3:1) - (vy = dl, Dv‏ ے آج8 


8 لتكن © المصفوفة التي عموديها متجهي القاعدة /5: 3 ؟ ١6)‏ إنن 


SI ET BOAT <4‏ الى يت 
لے =7 4 4 یادمووی 
المسالتان 40.19-39.19 تتعلقان بالشكل الخطاني ؟ المعرّف على 87 بواسطة المصفوفة 
3 2 1 
|2 3- م 
2~ 5 1 
أي حیٹ 0۸۷ > (1)0,۷. 
أوجد التمثيل المصفوفي ل 4 في القاعدة المعتادة ((0,0,1) > ي0,!,0(6) > يع,(1,0,0) > به) = ۴ في . 
8 بما أن بعلا = ع هو المدخل ا لہ ۸ فإن المصفوفة المعطاة 8 تكون التمثيل المصفوفي ل / بالنسبة للقاعدة 
المعتادة في 8. 
أوجد المصفوفة 8 التي تمثل ۴ في القاعدة ((1,0-,2) = ر( ,1,0) = ر( ,1,1) = ,)= 8. 
# لتكن ۲ المصفوفة التي آعمدتھا متجهات القاعدة في 5؛ أي 


او 1 
1- 0 ہم 
0 1 1 


8 139[ 2 1 3/1 2 1/1 1 1 
او 3 10)-[1- 6 21 3- B=P"AP=(1 0 1jl4‏ 
1- 2 9 0 1+ إأل2 5 بالوػو 1- 2 


[مناء م هي مصفوفة تغيير القاعدة من القاعدة المعتادة 8 في *8 إلى القاعدة المعطاة 8] 


اذن 


المسائل 43.19-41.19 تبين أن تطابق المصفوفات علاقة تكافق. 
بين أن كل مصفوفة ۸ متطابقة مع نفسها. 

ل المصفوفة المتطابقة ] غير شاذة و1 > 17 ہما أن 17۸1 >۸ فيكون لدينا أن 8 متطابقة مع نفسها. 

بين أنه إذا كانت 8 متطابقة مع 8, فإن 8 تكون متطابقة مع ۸. 

گلا ہما آن ۸ متطابقة مع 8, فإِنّه توجد مصفوفة غير شاذة 8 بحيث أن 55887 - ۸. باستخدام 7لاحص د '("), 
یکون لدینا ۸۴"( ۲) = ٣٥ےا‏ رم د 8 حیث ' ۲ غیر شاذق. وبذلك تکون 8ا متطابقة مع ۸ 

بین آنه إذا كانت ۸ متطابقة مع 8, و 8 متطابقة مع € فإن 4 تكون متطابقة مع ©. 

گلا لدینا هم عم و8-07500 حیث م و © غير شاذتين باستخدام "۴"0 = "(۶@). يكون لدينا 
(QP)TC(QP)‏ = ۴(" ع 5788 = ۸ حيث 08 غير شاذة. وبذلك, تكون 8 متطابقة مع > 


9 الأشكال الخطاذية (ثذائية الخطية) المتناوبة 


44.19 


عرّف شکلاً ثناثي - الخطیة (خطانیاً) متناوباً 
ألا إن شكلاً خطانياً ؛ على /ا يكون , إذا تحقق الشرط التالي: 
[شح م/ 87ه]: 0 > (۷,۷) من اجل کل ۷ء٣‏ 
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9 عزرف شکلاً خطانیاً متخالف - التذاظر. 
8 يكون الشكل الخطاني ۶ علی ۷ متخالف ۔ التناظر (آو متناظر - تخالفیاً) إذا تحقق الشرط التالي 
[س څ م ت]: ,۷( = u(‏ من أجل كل 8۷ لارنا 


9 بی ان شکلاً خطانیاً متناوباً ؟ يكون متخالف ‏ التناظر. 
1# بما أن # متناوب؛ يكون f0) =0 pادختساب 0 = f vu Fv) = a) + EKu,) + Fv) + vv) igs‏ 
و0 > 400,0 نحصل على (تارب)! + (00,۷] <0 إنن (70,0- < (60,۷] وهو المطلوب. 
9 لنفترض أن 7 شكل خطاني متناظر . تخالفياً. هل 7 متناوب؟ 
8# إا 1+10 في فإن الشرط [۸85] یقتضي (1)6,۱- > (8)۷,۷ رالذي بقتضي الشرط [858۴]. ولكن. 
إذا 0= 1+ 1 في ×. فإن الشرطين غير متكافثين. 
ملاحظة: يلعب الشرط 0 1+1 في کا دوراً مهما في نظرية الأشكال الخطانية والتربيعية. وسيكون هذا الشرط جزءاً من 
فرضياتنا في العديد من نتائج هذا الفصل. طبعاً. يتحقق هذا الشرط عندما يكون 1 الحقل الحقيقي 8 لو الحقل 
العقدي ©. 
مبرهنة 3,19 إذا كان #شكلان خطانياً متناوماً على /7. إذن. توجد قاعدة ل لا. يكون 7 من أجلها ممثلاً بمصفوفة في الشكل: 





aS 





كما إن عدد ال (1 _) یتحدد بشکل وحید بواسطة ۶ (لانه یساوي 1/2:80800]: 
209 يتحدد بشكل وحيد + 5 


9 اأثبت مبرهنة 3.19 والتي هي المبرهنة الأساسية لبنية الأشكال الخطانیة المتناوبة, 
® إِذا ۶-۵ فان المبرهنة صحيحة. آيضاً إذا 1= ۷ صنل نان 0< (نرڈائرل× = (نار اک وبذلك ٦-0‏ 
ينتج عن ذلك. أنه یمکننا 5 dir‏ و 0*؟. 


بما أن #0 فإنه يوجد © يلادلا (غير صفريين) بحيث أن 0 * (رنا.,1)0. ويمكنناء في الحقيقة, وبضرب ,لا في 
> (إناررل)1. الآنء بلا و رلا مستقلان خطياً. لأنه إذا 





عامل مناسب., يمكننا إفتراض أن ! - (رلا,رن)ة ويذلك 1- 
Ku,‏ 2ت رلا مثلاء فؤن 0 = fu pt) = fu ku) = kf(u u)‏ ليكن [] الفضاء الجزتي ائمولد ہواسطة رلا ی يله أي أن 
61 أن: 

() التمثيل المصفوفي لتقييد ؟ على لا في القاعدة (رلاءرلا4 يكدن زم 2 

(0 إا E0‏ أي =u +b‏ إذن 

fuu) = fau, + buru) = —b 


faa) = f(a, + butt) = a 


لیکن ۷۷ مكوناً من هذه المتجهات ۴۷ ۷ التي تحشق 20 (1)۷,0 و0- (ين.4)9! أي بشکل بدیلہ 
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( من أجل أي لاعن 0 = (ا, )۷6۷:۴ )= ۷۔ سوف نبین ان ۷۷ .٠‏ من الواضح أن (0) < W‏ 0 لاء وبذلك يبقى 
أن نبين أن ۷ لا ۷. لیکن ۷ ۴٭۷۔ نضع 
ناح باع ين 5 (HD u = f(a), m~ fv, ty‏ 
بما أن نا تركيبة خطية في ,ا و يناء إذن 611 ۵ نبیّن لن 6۷ ». لدينا. من (1) و (ث)ء ‏ (,۷.0۸) > (,5)0,0؛ وبالتالي, 
0ھ 00,0 > لتر = تر - 1)۷ > عاق بالمٹل _(۷۸ > (رسن4 إذن 


ص- (یہ؟ - ۶)۷ دید - ×٥۷‏ 7)0 اذن 6۷ ۷٭ وبذلك وبسبب (1) يكون ٭+ <۷ حیٹ تاج 
و 6۷ ۷. يبين هذا أن ۷ + لا = ¥. وذلك 6۷۷ لا > لا 





الآن؛ تقیید ٢‏ علی ۷۷ يكون شکلا خطانياً على /ا. يوجد, بالاستقراء, قاعدة ے لا...,ولا ل ۷ يكون فبها التمثيل المصفوفي 
لا مقيداً علی ۷ في الشكل المطلوب. وبذاك تكون ,لاء رناررلا لا _قاعدة ل ۷ يكون فيها التمثيل المصفوفي ل ؟ الشكل 
المطلوب 
9 انفترض آن ۴ شكل خطاني متناوب على ۷. بين أن رتبة ؟ زوجية. 
گلا يمكن, هناء تمثيل ٢‏ بواسطة مصفوفة في الشكل الذي بمبرهنة 3.19 ولکن, کل واحد من القوالب (المصفوفات الجزثية) 


(مْ ؟_) تكون رتبته 2. وبذلك. وانا کان یوجد عدد ۱8 من هذه القوالب. فإن 28 > 0۸00 إذن. تكون رتبة ؟ زوجية 


9 اشکال خطائیة متناظرة 
9 عرف شکلاً خطانیاً متناظراً 
لا نقول عن شكل خطاني ۶ على 7 أنه متناظر إذا تحقق الشرط التالي: 
[اخ م/887): u۷) = fv,‏ من أجل کل €۷ لابن 
9 بين إن شكلاً خطانياً ؛ يكون متناظراً إذا وفقط إذا كانت آي مصفوفة ۸, ممظة ل متناظرة. 
ال2 لنفترض أن ؟ متناظرة:. وأن 48 تمثل 4. إذن. ×۷۲۸۲- 0۸۷(۶ ے ۸۷× < (۷,). [نستخدم حقيقة أن 
۸7× عسدد سلمسي» وبذلك يساوي منقوله]. بما أن ) متناظرة إذن. (,۴)۷ > (۲0),۷ء وبالتالسي 


.YTAX = (YX) = F(X,Y) = YAX‏ بما آن هذا الشرط صحي ن أجل كل المتجهات × و ۷ء فإئه 
,ا وکین متتا>فرۃ 


ینتج أن 


وبالعکس: لنفنرض آن ۸ متناظرةۃ [(¥.X) jil‏ > ۷۲۸۶ > ۷۶۸۳س 0۶۸۷(۴ سے ۸۷کدرے رو7 وبالتالی تکون ۶ 
متناظرة 
المبرهنة 4.19, والتي سوف تبرهن في المسالة 57.19 هي المبرهنة الأساسية لبنية الاشكال الخطية المتناظرة 
مبرهنة 9 لیکن ۶ شكلاً خطانياً متناظراً على ۷ فوق 16 [بحيث 0 1 + 1]. إذن. 7 لها قاعدة ( س4 ١‏ بحيث أن ٤‏ 
مدل بواسطة مصفوفة فطرية! أي 0 - (۷,۷)ا لاچل زا 
النظرية 5.19: [شكل بديل للنظرية 4.19]: نفنرض أن ۸ مصفوفة متناظرة فوق >1 [بحيث 0 + !] . إذن نوجد مصفوفة 
عكوسة [آو غبر شاذة] بحیث ان ۶۲۸۲ قطربة. أي أن 8 منطابقة مم مصفوفة قطرية. 
5219 انفترض آن 1+170 في .K‏ أعط خوارزمية صورية لتقطير [تحت التطابق] مصفوفة متناظرة )= ۸ فوق ۸× 
# خوارزمیة التقطبر 
حالة ٥0:1‏ نطبق العمليات الصفية ,4,۴ + #ررم- مع , 


کے 0 
C+ eC +‏ لختزال ۸ إلی الشکل ا( '(6) 





تم العملبات المقابلة على الأعمدة 





6 © الأشكال الخطية (ثنائية الخطية) والتربيعية والهرمينية 


53.19 


54.19 


55.19 


حالة لا 0= ,4 ولكن #0 رة من أجل بعض 1<1 نطبق العملية الصيفية ,۸< ,۸ ثم العملية العمودية 
المقابلة ,€ جه ,€ لوضع ,ة في الموضع القطري الأول وهذا يرجع المصفوفة إلى الحالة 1 

حالة 131: إذا كل المداخل القطریة 20 ,,8. نختار أ و ز بحيث آن #0 ره ونطبق العملية الصيفية ‏ ,۸ + ,۸ ج-,8 
والعملية العمودية المقابلة ,€ + ٤,‏ جر لوضع #0 28 في الموضع 1 على القطر. وبذلك نرجع هذه الحالة إلى الحالة 
7 


يمكننا في كل حالة إختزال 8 إلى الشكل ا 4( حيث 8 مصفوفة متناظرة من مرتبة آقل من مرتیة ۸. 
ملاحظة: استخدم الفرض 1+120ء في کا في الحالة 111 حيث ذكرنا أن ۳0۵ 28. 
كرر الخطرات السابقة مع كل مصفوفة جزئية جديدة, حتی یتم تقطیر ۸ 
عڈل الخوارزمیة, في المسألة 52.19, بحيث تمكننا من إيجاد المصفوفة 8, بحيث تكون 554 قطرية. 
8 نكون أولاً المصفرفة (,۸) = . ثم نطبق عمليات الصفوف والاعمدة على بدلا من ۸ وحدها. [لاحظ أن عمليات 


الصفوف سوف تفير نصفي ولكن عمليات الأعمدة تغير النصف الأيسر فقط]. إن الخوارزمية ستحول في النهاية 04 إلى 
الشکل (5,0) = ۸ حيث 2 قطرية. إذن 7×ط ر۸۶۱ 


3- 2 1 
سس( 2 ( 4 مصفوفة متناظرة. أوجد مصفوفة غير شاذة 8 بحيث أن ۸۶۲ تکون قطریةء وأاوجد ۲۴۸۶. 
8 4- وہ 


## نكوّن أولاً المصفوفة المركبة (4,1): 


او رو ۔ ول وت وا :1 
ADDF a TQ 1 5‏ 
O‏ وھ جب و 


نطبق العمليتين ره + ,28- جيم و ,۸ + 38ھ علی (8,1) ثم نطبق العمليتين المقابلتين ‏ ,€ + ,2€“ هسي 
و ,€+ 30+ ل ۸ فتحصل على 
12 
1 0 
2 0 


0 0 ۵ وت و 1 0 0 ,2 
FETS ° 0‏ وا ثم 2 م 
3 ا 
نطبق بعد ذلك العملية ,۸ + ر2۸- < ر۸ » ثم العملية المقابلة ,© + ر2€- ج٤‏ فنحصل على 


1 0 و 0 1 8 3 

اق 1 رقف 1 0 0ف ا 

(ه 1 212 1 0 ثم 0 .2= 
S5 | 7 ~2 1‏ 0 0 ری 


د دم ت 


0 0 ~5 


الآنء تم تقطير ۸. نضع 


2 


10 0 1-2 7 

PAP=(0 1 3 P=lo0 1 او‎ 

00 ~5 0 0 1 

1-3 2 

لتكن [5- 7 ]دم مصفوفة متناظرة . أوجد مصفوفة غير شاذة 8 بحيث أن 5788 قطرية ٠‏ وأوجد المصفوفة 
2-508 

القطرية ۶۲۸۲. 

2 نكون أولاً المصفوقة المركيبة (,8): 


56.19 
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ونطبق العمليتين الصفيتين ,۸ + ,۸+3۸ و,28- صظ علی (8.1) شم نطبق العمليتيين العموديتين المقابلتين 





€+3C,+ €‏ و ,€+ ,2€“ +€ . فتحصل علی 
iad YEE D0‏ 0 0 0/1 0 1 
0م 1 3 011 6-20 ثم 5 08 و ھت ( 
41 0 4-2 1 0 1 0 4-2 1 0 





بعد ذلك العملية الصفية ,2۸+ ر۸ ر۸ . ثم العملية العمودية المقابلة ,20 + ,€ سر , فتحصل على 


یق O0! 1 0 0 AW GK‏ 0 1 
o‏ 1 13 02( ثم © 31 020 
2 1 94 0 0 2 1 1- | 18 0 0 
8 1- 3 1 0 0 1 
الأن, تم تقطیر ھ سم (إ 1 0إ]-دص؛ 37 2 P"BP=|0‏ 
2 0 0 18 0 0 
9 8 
لتکن 2 2- 1]-24 مصفوفة متناظرة . آوجد مصفوفة غير شاذة ۲ بحيث تكرن ۲۸۶ قطریة ٠‏ وأوجد المصفوفة 
1 2 1 
القطرية ۶۲۸۶ 


ل ن اولاً المصفوفة (۸.1). 





۲۰-0 ور وہ 8 
) :2 2~ اعدم 
E‏ کا 
لكي ننقل المدخل القطري غیر الصفري (1-) إلی المرضع القطري الاول, نطبق العملية الصفية ,۴+ ,۸ . ثم العملية 
العمودية المقابلة ,0 «ه,© ٠‏ فتحصل على 
1 0 2-10 1 1 0 0 
0 1 210 2- ( ثم 80 1 0 
0 0 ا 8 0 1 
نطبق عمليتسي الصفوف ,8 +,28<-,# د ,8 + ,۸ ,8 ٠‏ شم عمليتي الأعمدة المقابلتين ,© +26 ه-,© 
و ,€ + ,€ جو٤‏ فتحصل على 


1 6 18 2 اس : 1 0 8 0 0 0 
)2 1 30 2 0 ۱ 2 او مو ور رہ 
F r4‏ 
ونطبق العملية الصفية ,28 + ,38- ,۸ . ثم العملية العمودية المقابلة ,26 + ,30- +-و)ء فتحصل على 


نے ہ 


و ے0 f‏ 0 


9ء ا تھا وہ ملأت 1 O0‏ 0|0 0 1- 
(a3012‏ تم 0o12‏ 2( 
یہ 3- 2 71 0 0 بس وه ور کو 0 و 
5 0 0 1~ 
الآن» تم تقطیر ۸ھ نس | 1 ٥اخم‏ داإنن 0 و 0 P"AaP=|‏ 
4 2 1 14- 0 0 
آثبت مبرهنة 4.19. 
® طريقة 1. إذا ۴=0 أو إذا 1= ۷ال فمن الواضح تحقق المبرهنة. بالتالي. يمكننا إفتراض أن ۶20 


وآ <0> ۷ صتك. إذا 0 - 600,0 > (0)و من أجل كل 6۷ ۷ فإن الشکل القطبي ٢“‏ (آنظر المسالة 64.19) یقتضي 


8 تا الأشكال الخطية (ثنائية الخطية) والتربيعية والهرميتية 
أن 6-0. وبالتالي؛ يمكننا إفتراض وجود متجه €۷ ,۷ بحيث أن 0 (,600.7. لیکن لا الفضاء الجزئي المولّد 
بواسملة ,7 وليكن ۷ يتكون من تلك المتجهات ۷ € ۷ التي من آجلها 0> (۷,۷). سوف نبین ٹن 1 © باع 7 


© إتبات أن (0) - 1۷۷ ۷ا: لنفترض 0۷ 61 0 ہما أن 10ت إنن ,لاعتنه من أجل بعض 2 © 8. بما 
ان 6۷۷س إنن fu) = f(kv kv) = KF(v,v)‏ = 0 ولكن 007(*0: وبالتالي #0 وبذلك 
UNW = (0) ii a= kv, =0‏ 


(1) إثيات أن ۷+ للا= ۷: لیکن ۷6۷. نضمع 


OJ 
کرو سيا‎ 
إذن مع زيس بسار 0 ر سے زی رساك سه زمار رتل‎ 


وبذلك 6۷ ۷۔ من (1): یکون ۷ مجموع عنصر في لا وعنصر في ¥. وبذلك, ۷ لے ۷۔ ينتج عن ذلك؛ وبواسطة 
)( و iji ,(i)‏ 09۷۷ - ۷ 


الآن, 7 مقيداً ل ۷ يكين شكلاً خطانياً متناظراً على ۷۷. ولکن 1 - ×- ۵:0۷ : وبالتالي يوجد. بالاستقراء, قاعدة 
إ۷( ل بحيث آن 0= (۷م۷)؟ من أجل ز# وأ>2 8>[ ولكسن, وبتعريفنا ل 10: يكسون 
0=( من أجل =2,...١‏ ز. إذن: يكون للقاعدة (,۷,...۷) من أجل ۷ الخاصية المطلوبة وهي 0< ام٠‏ 
من أجل 1 





طريقة 2. تبين خوارزمية التقطير. في المسالة 52.19, أن كل مصفوفة متناظرة فوق K‏ تكون متطابقة مع مصفوفة قطرية. 
وهذا يكافىء القضية بان ۶ له تمثيل مصفوفي قطري. 
9 بین آن اي شکل خطي ؟ علی ۷ یکون مجموعاً لشكل خطاني متناظر وشکل متناظر متخالف . التناظر. 
8 نضع ((ں,۶)۷ + ]٤6,۷(‏ 1/2 -> (ارم)ع. إذنء یکون ‏ متناظراً لأن 
]f(uv) + fv, 0)12 (vu) + (u,v) = gv)‏ 1/2 > (v,س)ع‏ , ويكون ۸ متخالف - التناظر لآن 
]f(,v) ~ fv, = 12 Ev) ~ F(a, 0| = ~v, 0)‏ 1/2 ع (ارناط. أكثر من ذلك 0 + ع > 4. 


9 الأشكال التربيعية 
9 عرّف شكلاً تربيعياً 
8 نقول عن تطبيق کا + 9-۷ انه شكل تربيعي إذا (۷,۷) < (8)۷ من أجل شكل خطاني ؟ على 1. وبشكل بديل: 


يكون الشكل التربيعي حدودية ×۵× - 000 حيث (×....,») =× و 4۸ مصفوفة متناظرة. بذلك 


5۰۰)-(۸5)و 








F apg FF a, + 2D aj,‏ رھ رر 
e‏ 


0 - 
[لاحظ ان 400 حدودیة یکون لکل حڈ فيها الدرجة 2] 


ملاحقلة: لاحظ أنه إذا کانت المصغفوفة ۸ السابقة قطرية. فإن الشكل القطري المقابل 4 يكون له التمثيل القطري 
تيه ...+ یی + 2ه > 6ه" - 900 أي أن الحدودية التربيعية الممثلة ل » لا تحتوي حدوداً «لجداءات 
تقاطعیاء. نعرف: من مبرهنة 4,19, ان کل شکل تربیعي یکون لە مثل هذا التمثيل [عندما 10+ 1{ 
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9 اوجد الشكل التربيعي (4)*,8 المقابل للمصغوفة المتناظرة اہ )- 7 

m‏ ( )د8 + 3- .ر - ی = ( )و )دم - ضرمو 
تبرق + 6y‏ ~5 = ر8 + ر3 - ر3 - "بر = 

المساتل 63.19-61.19 تتعلق بالمصفوفات المتناظرة التالية: 


و 3 1 2-5 
5 3 و عم نچ B=‏ ) 
7 5 4~ 6 


C= ( -5 -6 7‏ 
و ڈو و 
9 اوجد الشكل التربيعي للم ٩)۸‏ المقابلة للمصفوفة المتناظرة .4 
إن معامل ,”عا هى رية ومعامل پا هو ي28 > بره + پة. وبذلكد 
آہ- وھ( + طط - 37 + يكرك ل 2 > یب000 
62.19 


أوجد الشكل التربيعي (04)*.5,2 المقابلة للمصفوفة القطرية 8. 


88 ھنا 62 + يرو تيرق (۷,7,)و. [لا توجد حدود جداءات تقاطعية]. 
63.19 


أوجد الشكل التربيعي (04),[,2 المقابل للمصفوفة المتناظرة © 
E‏ 


6y + 2xz — 14yz + 97‏ - 10.۳ - 282 > (00.8,2. [نفتسرض, كما المعتاد, أن *. ل 2 المتغيرات الأول والشاني 

والثالث. على الترتيب]. 
9 لیکن 8 الشكل التربيعي المقرن بالشكل الخطاني المتناظر ]. بّن آن ۲ يمكن الحصول عليها من 4 بواسطة الشكل القطبي ل ؟: 
(۷) - (u)و‏ ~ (۷ +۵)) 2= (ه)؟ . [نفترض أن 1#0+! في ]. 
qu + v) = q(u) = q(v) = fu + vu 4v) = (uu) =~ f(v,v) 8‏ 

= fu) + f) + FED + fv) — Fu) fv) = 2100,۷( 

إذا #0 1+ 1, يمكننا القسمة على 2 للحصول على المتطابقة المطلوبة. 
65.19 


أوجد المصفوفة المتناظرة 8 التي تقابل الشكل التربيعي: 2 + 2ر6 - ×8 + لر - رجه + 34 = (2ر )و 


8 


8 يكون في المصفوفة المتناظرة آپھ) < ۸ الممثلة ل (ي*....,,005. المدخل القطر پة۔ مساي لمعامل×, والمعاملان ٍ 
و رھ مساویین لنصف معامل ×*. وبذلك 


3 2 4 
A=|2 ~1 3 
~3 1 





4 
69 اوجد المصفوفة المتناظرة 8 التي تقابل ر7 - ري5 + ”ج4 = جن 
اھ ہنا 0 8-4 [إن القسمة على 2 يمكن أن تدخل کسوراً حتى ولو كانت معاملات ب أعداداً صحیحة], 
و 
9 أوجد المصفوفة المتناظرة © التي تقابل ”رك + لإج4 = (2رب»). 


رغم أن * و لا وحدهما يظهران في الحدودية, إلا أن التعبير (9)*.02 يشير إلى وجود ثلاثة متغيرات. بتعبير خر 
0y + 02‏ + 02 + ر5 + بوره + 02 د (2.ور»)ې. وبذلك. 


0 2 0 
C=|2 5 0 
6 0 0 


0 ٦ا‏ الأشكال الخطية (ثنائية الخطية) والتربيعية والهرميتية 


68.19 


69.19 


70.19 


2019 


72.19 


73.19 


74.19 


75.19 


اوجد المصقوفة المتناظرة © التي تقابل 2× + 2و2 - × = (2 ,)4 

4 اون و‎ 
D=|0 0 -1| cia © 

4-3-8 

المسائل 72.19-69.19 تتعلق بالشكل التربيعي 2- 2 + 382 - (,*)0 والتعويض الخطي 5-31 < ين )+28 - لد 
أوجد (,5)© 
® نعوض من أجل × و لإ في 4 قنحصل على N‏ 
Os + D2‏ د + 39s‏ — 2(5 + 30 ~ 3(5 = 5,9( 
st + 9) + 2(9? ~ Sst — 30) ~ (4 + 4st + £) = 34 — 32st + 2‏ ~ 362 سم 


اوجد المصفوفة ۸ التي تقابل الشكل التربيعي (لء»)4. واعد كتابة الشكل التربيعي في ترميز مصفوفي. 


1 


@ لينا أ )عه و ×۸× = 000 حيث "(ل×) = × 


اوجد المصغوفة ٣‏ التي تقابل التعویض الخطي, وأعد كتابة التعويض الخطي باستخدام الترميز المصفوفي. 


8 الدينا 0 0-0 - وبذلكہ 3 )دم ل و "0ر = ۷ 


أوجد (,٥)و‏ باستخدام الترميز المصفوفي أعلاه 
8 الديناء. )"×= 00و والاطع 26 وبذلك, ۷۳۴ = "× إذن 


(K4 (î DG 36‏ = سدم دصو «ممه 


1 
=D $) = 39-3251 + 20 


لیکن ۔آ التعویض الخطي ۲۷ >3 كما هى مبيّن آعلاه. متى يكون ۔٤‏ غير شاذ؟ متعامدأه 
8 نقول أن 1 غير شاذ أو متعامدٌ وفقاً لکون المصفوفة ۶, الممثلة للتعویض, غير شاذة أو متعامدق 
هل التعويضى الخطي في المسائل 72.19-69.19 غير شاذ؟ 
و ہر ا a‏ انا 
ل نعم لآن المصفوفة [ 3 [) - م , المقابلة للتعويضء غير شاذة. 
لیکن الشکل التربیعي 72 + 2ر10 + 6×2 - ر3 + ر×4 + × = (2,رر»). أوجد تعويضاً خطياً يعبر عن المتغيرات × لل 
٭ بدلالة المتغیرات > ک٤‏ بحیث یکون 00:5:0 قطریاً 
#8 نوجد أولا المصفوفة 4 المقابلة للشكل التربيعي. هنا 
3- 2 1 
a=| 23 5‏ 
7 5 3- 
ثم نوجد مصفوفة غير شاذة ۶ بحیث تکون 27۸۲ قطرية نكرّن المصفوفة المركية ‏ (,۸): 


0م 2-3110 1 
5 1 وت رو 2 ہنی 
TEE 1‏ 


و79 


719 


78.19 
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نطبق العمليتين الصفيتين ,۸ + ,2۸- سی وڈ + ,۸+3۸ على (.۸). شم العليتين العسودیتین المقابلتین 
C+ “2C, +O,‏ و € + ,3€ +€ ملی ۸, فنحصل علی 


JY 0 0‏ 23 1 5 اق EOE. BE RE‏ 
7 1 1-2 11 1~ 0 ثم 0 1 2" 11 1- 0 
F3 0 1‏ 11-2 0 1 70.0 هك 11 8 
نطبق بعد ذلك العملية الصفية ر۸ + ۸+11۸ . ثم العملية العمودية المقابلة لها :)+116 +-وء فنحص في النهاية 
على 
E. FQ‏ وب وہ و 
0 1 2 ¦0 1“ ( 
ہے 11 9ل | H9‏ 0 0 
وبذلك 


'19- 2س 1 1 
P=(0 1 1H‏ و 1- - ۸م 
1 0.0 19 


إذن» يعطينا التعويض الخطي ]28-19 - ردي z=) y= +t‏ الشکل التربیعي 1190 + و ۶ = ٩)5,‏ 
لیکن 922+ 12 - تخرد + رھ + q(x.y,2) = x»‏ أوجد تعويضاً خطياً غير شاذ يعبّر عن المتغيرات x‏ ب < بدلالة 
المتغيرات + ۶ ٤‏ لکن یکون 9)4,5,0 قطرياً. 

5 نكوّن المصفوفة المركبة (.4) حيث 4 المصفوفة التي تقابل الشكل التربيعي: 


1 2-41 0 ص‎ 
(A.D=| 2 3 “6i0 1 5 
هات‎ E, FP 0 1 


نطبق FR,‏ + ,28 مار و رظ بب 4۸حرط العمئيتين العموديتين المقابلتين ثم ,۸ + ر2۸ +-ر۸ والعملية العمودية 


المقابلۃء فنحصل علی 
160 : 8 0۔1 FE O‏ 
ا ثم (ه 1 2 0اه 
2 | 0-3 


0 





وذلك. يقود التعويض الخطي ۲-25 





> إلى الشكل التربيعي qs) = r‏ 


لیکن 5y‏ + 2ز - 282 د (4)*.92. ضع 8 في الشكل القطري بواسطة الطريقة المعروفة ب إكمال المربع». 

8 أولاً نجمع الحدود المحتوية على 2 و 9(. فتحصل على ر5 + (لر«6 - 2007 ٭ .*)٥,((‏ ٹم نکمل المریع داخل القوسین 
بسإضافة مضاعصف مناسب لثلا. شم نط ح المقسدار المقسابسل خضارج الق ين؛ فنحصل علی 
18y? = 2)% - 3y(* - 13y‏ ترد + رتوو بردم - )2 = زرررو. [يآتي 18- من حقيقة أن 92 داخل القوسين مضروبة 
في 2]. ليكن لا لكا إن x=4+31‏ ١ل‏ إن هذا التضويض الخطي يقود إلى الشكل التربيسي 
q(s,) = 2s — 32‏ 

ضع ”ر7 + ×12 - 3۸ = (۷,٥ن‏ في الشكل القطري بواسطة إكمال المریع 

8 لدینا ر5 = 7y - 12y = 3) = 2y(*‏ + (ر4 + ی4 - 2)7 =7 +( q(x.) = 3% - 12y + 7y = 3 = xy‏ 
نضع 2 - »ع فى لع إلن 2+ء=x‏ ا= لر يعطينا هذا التعويض الخطي 5۴ - 30ے ویو 


وھ 


المسالتان 80.19-79.19 تتعلقان بالمصفوفة القطرية 2 =۸ فوق حقل 5ذ 





2 0 الاشکال الخطیة (ثنائية الخطية) والتربيعية والهرميتية 


9 بين آنه من أجل أي سلميات غير صفرية 5 © يكا,..,,. تكون 4 متطابقة مع مصفوفة قطرية بمداخل قطریة اھ 
8 لتكن 8 المصفوفة القطرية ذات المداخل القطرية ا إذن۔ 


kı 4 kı akî 
PAP = کو‎ a ka ak} 


ره ka 8 Kn‏ 
9 بين انه إذا کان کا الحقل الحقیقي 18, فان ۸ تکون متطابقة مع مصفوفة قطرية تکون مداخلھا القطرية 1ء و 1-ء و 0 
8 لتكن © المصفوفة القطرية بالمداخل القطرية 


0 عورھ إذا le‏ ¥= ۾ 
bl a =0‏ 1 4 


إذن, یکون ل ۶7۸۶ الشكل المطلوب. 
9 بین ان ٥‏ - (4)0 من أجل أي شكل تربیعي و علی ۷۔ 
-. لدینا 0 = .q(0) * f(0,0) = f(Ov,0O) = Of(v,0)‏ 
9 لنفترض أن 0 (0)© من أجل شكل تربيعي 4 على /ا. بين أن 0 > (80)و من آجل أي 1 . 
.q(ku) = f(ku,ku) = Kf(a,0) = kq(u) = K.0 =0 ıl 48‏ 
9 أعط مثالا لشكل تربيعي ۾ على ۸ بحیٹ أن 0= (0)و و 0= A)۷(‏ من أجل بعض 6R‏ ۷ء ولکن 0 # (0 + 0). 
8 لیکن رب تيه رمو او (1,[)ك ند و (1-,1)= ۷ إنن. 0=( و ۷(=0)؟ ولكن 1)2,0(»460-(+ نا 


9 أشكال خطانية وتربيعية متناظرة حقیقیةء قانون الَطَالَة 
يختبر هذا القسم الاشكال الخطانية والاشكال التربيعية المتناظرة على الفضاءات المتجهية فوق الحقل الحقيقي ۸. وتظهر 
هذه الأشكال في العديد من فروع الرياضيات والفيزياء إن الطبيعة الخاصة ل 8 تسمح بنظرية مستقلة. 
وتكون المبرهنة التالية هي المحتوى الرئيسي في هذا القسم. والتي سوف نبرهنها في المسألة 96.19, وكذلك نتيجتها التي 
تتبعها مباشرة. 
مبرهنة 6.19: لیکن ؟ شكلا خطانياً متناظراً على ۷ فوق 8 إذن, توجد قاعدة ل 7 يكون فيها ؟ ممثلاً بواسطة مصفوفة قطرية؛ 
وكل تمثيل مصفوفي قطري آخر يكون له نفس العدد 7 من المداخل الموجبة ونفس العدد ١‏ من المداخل السالبة 
النتيجة التالية من أجل الأشكال التربيعية الحقيقية يشار إليها ب «مبرهنة قانون العَطّالة (القصور الذاتي)» آو 
«مبرهنة سلفستره 
النتيجة 7.19:يكون لاي شكل تربيعي 4 تمثيل وحيد في الشكل 2« ¬ وي × ++ ج ت لے 
ملاحظة: ؟ سوف تسرمز في هذا القسم, إلا إذا ذكر أو فهم غير ذلك. إلى شكل خطي متناظر حقيقي؛ وترمز 4 إلى الشكل 
التربيعي الحقيقي المقابل له. 
9 عرف تأشيرة ۴ وتأشيرة 4. واللتين نرمز لهما ب )818 و (518)6 على الترتيب. 
8 5-8 ت (و)عز8 > )جز8, حیٹ ۶ عدد المداخل الموجبة و !ا عدد المداخل السالبة في أي تمثيل قطري ٢“‏ و 4. 
[نعرف: من مبرهنة 6.19. أن العددين © و !! وحيدان من أجل أي 7 و 4 معطاتين]. 


85.19 


86.19 


87.19 


88.19 


89.19 





92.19 


93.19 


الفصل 19 تا 473 


بین ان rank(? = rank(q) = P + N‏ 
8 ليكن 8 تمثيلا مصفوفياً قطرياً ل ؟ و 4. إذن. يكون رتبة (0) مساوية لعدد المداخل القطرية غير الصفرية, والذي يساوي 
P +N‏ وبذلك, rank(D = rank(q) = rank(D) =P +N‏ 

أوجد تأشيرة الشكل التربيعي (2, »)ي في المسالة 15.19. 


8ا يكون الشكل التربيعي القطری المکافی۔ 1197 + ”و - =٣‏ (4كرت) عدد 2= من المداخل الموجبة. وعدد 
N =1‏ من المداخل السالبة على القطر. وبذلك. 1= 1- 2= ~N‏ ۲ = (و)عزك. 





أوجد تأشيرة الشكل التربيعي (9)510,2 في المسالة 6.19. 


گلا الشکل التربیعي القطري المكافسيء يكون 2-367 
1- ہ2 - ڑے (و)ونی 





qs) = f‏ إذن. ١٢‏ ر2 دا3 وبالتالسيء 


عرّف شكلا تربيعياً معرّفاً ‏ موجباً. 

8 ئقول ان شکلاً تربيعياً 4 «ممَرّف موجه إذا 0۵ < ٩)۷ = ٤)۷,۷(‏ من أجل كل متجه 70 يكون هذا صحيحاً إذا وفقط 
اذا كان أي تمثيل قطري ١‏ ل 4 يحتوي فقط مداخل غير سالبة على القطر؛ أي إذا ۷ «ذك = ()) ع5 

8 نقول أن شكلاً نصف تربيعي موجب 4 إذا 0 <(,0 - (0)9 من أجل أي متجه ۷۔ مذا صحیح إذا وفقط إذا كان 
أي تمثيل قطري 1 ل ؟ يحتوي على مداخل قطرية موجبة فقط. أي إذا (والدہ > (و)ونڈ۔ 

لیکن 77 + چر4 - 4×2 - ر2 + × = (#رلز,5)و. هل 4 معژف ۔ موجب؟ 

# نضع في شكل قطري [تحت التطابق]. المصفوفة المتناظرة ۸ المقابلة ل4 [وذلك بتطبيق ,۸ + ,2۸+,۸ 
و + ,0-20 .شمر +8 جره رہ +6۰ +ہ6] 


0 0 1 90 0 1 وت و ا 
3 2 ما 2 0+ا2- 2 0 ہہ 
٤ھ‏ و و و 9 ہس وہ 


لا يحتوي التمثيل القطري ل 4 إلا على مداخل قطریة موجبة: 1؛ 2, 1ء وبالتالي» يكون 4 معرّفاً ‏ موجباً. 
لیکن 32 + 2ر4 + 2×2 + ر + × = (2,و»). هل ٩‏ معرّف ‏ موجب؟ 


8# نضع في شكل قطري [تحت التطابق] المصفوفة المتناظرة ۸ المقابلة ل 4 


i 0 0 1 0 ۲‏ 101 
ا 2 1 1 1 ]دم 
0-3-2 2 02 ںی 


يوجد مدخل سالب (2-) في التمثيل القطري ل 4؛ وبالتالي. لا يكون 4 معزفاً موجباً. 
بین ان شيك + ×ط + × =  )5,9(‏ يكون معرّفاً موجباً إذا وفقط إذا كان المميز 0 > مود - 62 ع 8 
® لنفترض أن 80 (ر») > , متلا #0 ل. وليكن لا×=). إذن, 
ع + qi) = yfafx/y)? + b(x/y) + c} = yat + bt‏ 
ولكن +١‏ 1ط + اة = 8 يقع فوق محور اء أي يكون موجباً من أجل كل قيم ‏ إذا وفقط إذا 0> 44٥‏ - 6 < 0. وبذلك» 
يكون ١4‏ معرّفاً موجباً إذا وفقط إذا 0 > 8. 
لیکن و5 + ر×4 = × ع (4),9. هل 4 معرّف موجب؟ 


الا طريقة 1. نضع في الشكل القطري بإكمال المربع: 


4 0 الأشكال الخطية (ثنائیة الخطية) والتربيعية والهرميتية 


چ ھی س ر + ربو سا = ر4 س ر5 + ر4 + ×4 - ٠ے‏ راو حيث 2y‏ - ×= ر=). إذن, یکون و معرفاً۔ 


موجبا. 
# طريقة 2. نحسب المميز 4- 20 - 16 - مو4- 2ط - ه. بما أن 0> 0. يكون 4 معرّفاً ‏ موجباً۔ 
9 لیکن ر3 + ر×6 + × = (نا,)و. هل ؟ معرّف موجب؟ 
8 طريقة 1. نحول إلى الشكل القطري بإكمال المريع: 
غری ۔ تود تررم د (و3 + ×) = تبرو - + ر3 + ر9 + ر6 + × = (لإ,). حيث 3 + «اع و لاع ). يما أن (6-) 
سالب: فإن © ليست معرّفاً موجباً. 
طریقة 2 نحسب 36-12-24 - مو4- 2 - 8. ہما ان 0< 8, فإن و ليس معرّفاً موجباً. 
9 ليكن * الجداء النقطي على "8 أي ,ط۵ +...+ رطرة + رطرة > لا.نات (۷س)؟ر حيث (8)- لا ى(6) - 7. هل 1 معرّف 
موجب؟ 
8 لاحظ أن ؟ متناظر: لآن (لا,/)؟ > در > لارنا- (.1)0. أيضّاء ؛ معرف موجب لأن 0 < 2م +....+ 2 + به > (ن.نا)1 عندما 


#0 


9 أثبت مبرهنة 6.19. 

18 نعرف: من مبرهنة 4.19, أنه توجد قاعدة (رلا....,رنا) ل يكون فيها 6 ممثلاً بواسطة مصفوفة قطرية. وليكن ل 8 
مدخلاً موجباً ى ل( مدخلاً سالباً. لنفترض الآن (,«.....,) قاعدة أخرى ل ۷ يكون فيها ؟ ممثلاً بواسطة مصفوفة قطرية 
یہ "۲ مدخلاً موجباً و ١"‏ مدخلاً سالباً يمكننا الافتراض, دون فقدان العمومية: أن المداخل الموجبة في كل مصفوفة تظهر أولاً. 
ہما ان nk) = ۲ +N = ۶' + N‏ يكفي أن نثبت أن '۶۶ 

لتكن ا البسطة الخطية ل رناء.... لاء ولتكن ۷ البسطة الخطية ل ,۷ , ...ررر« . إن 0< (۷ر۷)؟ من أجل کل لا 6€ ۷ 
غير صفري. و8 > (۷,۷)] من أجل كل ۷6۷ غير صفري. وبالتالي, (0) = 0W‏ 0. لاحظ أن ۶= لصنل 
لو ”سو = .dim W‏ وبذلك. 

dim(U + W) = dim U + dim W - dim(U \ W) = P + (n ~ P’) ~0 =P ہر رے‎ 

ولگن ۸= ۷ صنل > W(‏ + ) صنف: وبالتالي ۵> ۸+ ۶-۲ ی ۲>۲ بالمثل . > م إئن. ۴۴ كما 
هي مطلوب. 

ملاحفلة: المبرهنة وإثباتها يعتمدان فقط على مفهوم الموجبية. وبذلك. تكون المبرهنة صالحة من أجل أي حقل جزثي × في 
المقل الحقيقي ۸. 





9 نقول عن مصفوفة 0×1 ومتناظرة 8 أنها «معرّفة موجبة» إذا 0< ×4× من أجل كل متجه (عمودي) غير 
صفري "68 ۴× لي إذا كانت 4 معرّفة موجبة باعتبارها شكلا خطانياً. لتكن 8 أي مصفوفة حقيقية غير شاذة. بين أن 
(0) 878 متناظرة وأن (ب) 878 معرّفة موجبة. 





© 00 لينا 878 > 87875 "(878): وبالتالي 878 متناظرة 


(ب) بما أن 8 غير شاذة فإن 0 * 816 من أجل أي 6« غير صفري في “20. وبالتالي فإن الجداء النقطي ل 816 مع نفسه, 
(×8×(")8) = ×8×.8, يكون موجباً. وبذلك. 0 < (×8×("8) = (×8"()8") = ×(8"8)"× وهو المطلوب 


9 التقطير المتعامد للأشكال التربيعية الحقيقية 





لیکن و شكلاً تر 
شاذة ۴ تكون متعامدة إذا !2 > "8. المبرهنة التالیة. والتي سيتم إثباتها في فصل 20 تبين أنه يمكن تقطیر ‏ بواسطة 


تغيير متعامد للإحدائيات. 





ا على الفضاء الإقليدي "۸, ولتكن 8 المصفوفة الحقيقية المتناظرة المقابلة له. نتذكر أن مصفوفة غير 


98.19 


99.19 


100.19 


101.19 


الفصل 19 ت٥‏ 475 
مبرهنة 8.19: لتكن 4 مصفرفة حقيقية متناظرة إذن, توجد مصفوفة متعامدة 2 بحيث تکون ۲۸۶ = ۲7'۸۴ = 8 قطرية. 
صف الخوارزمية التي تحول شكلا تربيعياً (). في ”8 إلى شكل قطري بواسطة تغيير متعامد للإحداثيات لاس عر 


8 خوارزمیة التقطیر المتعامد 








خطوة 1. أوجد المصفوفة المتناظرة 4 التي تمثل ؟ وأوجد حدوديتها المميزة )۸ . 
خطوة 2. أوجد القيم الذاتية ل ۸, وھو جذور (⁄)۸ . 

خطوة 3. من أجل كل قيمة ذاتية ۸ل ۸ في خطرة 2/ أوجد قاعدة متعامدة لفضائها الذاتي 
خطوة 4. ناظم كل المتجهات الذاتية في خطوة 3 والت قاعدة ناظمية ‏ التعامد ل "21 
خطوة 5. لتكن 7 المصفوفة التي أعمدتها المتجهات الذاتية المناظمة في خطرة 4. 


إذن» يكون 2-51 التغيير المتعامد للإحداثيات المطلوبء وتكون المداخل القطرية ل 5588 القيم الذاتية 
المقابلة لأعمدة ۶ 


بلسي 


ملاحظة: مبرهنة 6.20 تضمن أن المتجهات الذاتية, المقرنة بقيم ذاتیة مختلفة, تكون متعامدة. 

اوجد تغییراً متعامداً للإحداثیات یحول الشکل الت الحقيقي إلى شكل ق ر5 + 2x7 - 4y‏ = جرماو۔ 
بی ي بيعي الحقي ي 

: AD نوجد أولاً المصفوفة المتناظرة 8 الممثلة ل ثم حدوديتها المميزة‎ mw 


2- 2)۔ھ : 


a0 =1 A= |3 (ا-)۵-)> | وت‎ 2 5 


القيمتان الذاتيتان ل ۸ هما 6 و 1. نعوض ب- 6 -) في المصفوفة ۸ - آ١‏ فنحصل على المنظومة المتجانسة للمعادلتين 
0 2 +48 0= ۷+ 2. والتي لها حل غير صفري (2-,1) = ,۷. ثم نعوض ب 1= في المصفوفة ۸- لم 
فنجد على المنظومة المتجانسة المقابلة 0 > 20 + -, 0ص برغ - پر والتي لها حل غير صفري (2.1) = ر۷. فناظم ,۷ 
و ر۷ فنحصل على القاعدة ناظمية ‏ التعامد(2/0/5--,1/0/5) > ,») ,(2/0/5,1/05) > ي»). لتكن, أخيراً « المصفوفة التي 








عموديها ,0 و رلا على الترتيب. إذن 
1V5 2N3‏ |„ 0 6„ 
عبد حم ہے )1 )ءميم 
وبذلك, یکون التغییر المتعامد للإحداثیات المطلوب 
و 
VS pf‏ 
)7ء (و) ايان 07 
Sv‏ 


ويتحول ٩‏ تحت هذا التغيير للإحداثيات. إلى الشكل القطري ”ر + ×6 = 9ري لاحظ أن المداخل القطرية ل٩‏ هي 
القيم - الذاتية ل ۸. 
أوجد تأشيرة الشكل التربيعي 4 أعلاه. 


8 بما أن المدخلين القطریین موجبان, فإن ۴2 و 0= وبالتالي. 2-0-2 - (و)هز5. 


ليكن © المنحنى التربيعي ‏ 6 = ”ر5 + ر×4 - ت203ھ أرسم © في المستوى الإحدائي *8. آي نوع من القطوع المخروطیة یکون 
ف 

8 إن مصفوفة تغبیر القاعدة ۶ في المسالة 99.19, تحدد منظومة إحداثية جديدة من أجل ۸ بالمحور -'*× الجديد في إتجاه 
المتجه السذاتي (2/۸۷5- ,1/۸۷5)> بت [لى (2-.1) 2 0], والمجسون “اير الجديد في إتجاه المتجه السذاتسي 
(2-۸۷۹,1۸۷) - ہر [ألى (2:1) = ر«]. معادلة © بالنسبة للمنظومة الإحداثية الجديدة تكون 6- 2+ 682 ویکون 
البيان قطعا ناقصاً (إهليلجاً) يقطع محور “× عند 1 ومحور “لا عند 23+ 0/8 . كما في شكل 1-19 


6 © الأشكال الخطية (ثنائية الخطية) والتربيعية والهرميتية 


y 


شکل 1-19 





9 لتكن ”ر + ر×4 + "× = (ر»)ه. أوجد تغييراً متعامداً للإحدائيات يحول ؟ إلى الشكل القطري. 
8 توجد أولاً المصفوفة المتناظرة 4 الممثلة ل 4, ثم حدوديتها المميزة ۵)٢‏ : 


نے ا رت 
کے و عله عاد ريد 








3 =4 و (2-3(6+1)تس ةرودم 


2-1 





وبذلك؛ تكون 3 و 1- القيمتين الذاتيتين ل ۸. نعوض ب 3=) في المصفوفة ۸ - 1ا فنحصل على المنظومة المتجانسة 
المقايلة 0= ر2 - »2 0- 2 + 2- , والتي لها حلّ صفري (1.1) > ,37 

ٹم نعوض ب 1- ع 1 في المصفوفة 41-4 فتحصل على 0= ل2 - ×2~. 0= ر2 - 2-. والتي لها حل غير 
صفري (1-,1) - وى 

نتاظم ,7 او يلا, فنحصل على القاعدة ناظمية - التعامد ((1/۸۷3,1/۷/7) < رس (1/0/2,1//2-) - ,4. لتكن, أخيراً ۶ 
المصفوفة التي عموديها ,٠ء‏ رلا على الترتيب؛ إذن 


r 7 ولا‎ 7 


وبذلك, یکون التغییر المتعامد للإحداثیات المطلوب 


02 د 


ويتحول 4, تحت هذا التغيير للإحداثيات, إلى الشكل القطري ”ر - ×3 = ('ر,'). [لاحظ إن المدخلين القطريين ك 4 هما 
القيمتان الذاتيتان ل ۸]. 





9 اوجد تاشیرة الشكل التربيعي 4 أعلاه. 


# يمسا أن أحد المدخليسن القطريين موجب والآخسر سالب فإن ۶٣٠‏ وآ لا. وبذلكك, تكون 
1-0- زع لز ط د (و)وتگ 


9 لیکن © المنحنى ‏ 3= ”ر + ج4 + 7× أرسم © في المستوى الإحداثي 82 أي نوع من القطلوع المخروطية يكون ؟؟ 


الفصل 19 ت 477 


قلا نرسم المعادلة المحُوّلة 3= ”ار »3 في المستوى 82 بالنسبة إلى محور × جديد في اتجاه المتجه الذاتي 
(1//2,1/9/2) عبن [أى (1,1) = ,۷] ومحصور -'ر جديد في اتجاه المتجه الذاتسي (1/0/2,1/0/2-) - ينا إاو 
(1.1-) = ر۷]. ويكون البيان قطعاً زائداً (هذلولا) راسياآ على محور -'* عند 41 = '» كما في الشكل 2-19. [الخطان 
المقاربان هما ۷۵۷۶+ - ار ] 


شکل 2-19 








9 ليكن ”را1 + ر×6 ~ 322 > (0)*,3. أوجد تغييراً متعامداً للإحدائيات يحول 4 إلى شكل قطري 
18 نوجد المصفوفة المتناظرة 8 الممثلة ل ٩‏ وحدوديتها المميزة()4 : 


3 عه 


.ہے "6ذ۵ 


53 3)عم د )0-20-12( =14+24- 2= 


القيمتان الذاتيتان هما 2 و 12؛ وبالتاليء يكون الشكل القطري له هى "120 + 22 > (','*). نحصل على التغيير المقابل 
للإحدائيات بإيجاد مجموعة مقابلة لمتجهين ذاتيين ل 4. 

انضع 2-) في المصفوفة 11-۸ فنحصل على المنظومة المتجانسة 32-0 + «-, 0 9 - ×3 والتي لها حل 
غير صفري  )3,1(‏ ,7. ثم نعوض ب 12 >1 في المصفوفة 11-8 فنحصل على المنظومة المتجانسة 0 2 بر3 + :9, 
0 پر + ×3 والتي لها حل غير صفري (3,[-) < ي۷٢‏ نناظم ں۷ وط۷ فنحصل علی القاعدة ناظمية ‏ التعامد. 
u, = (~1 VT, 3/VTO)« «= GV, 1V1)‏ « ينتج عن ذلك مصفوفة تغيير القاعدة 8 والتغيير المطلوب للإحداثیات: 

ایر پر3 
آ6 3/۷ 3 


P= (N 37‏ او )0% =)6 أ پور بر 
تتت در 


ویمکننا التعبیر عن '× و "لإ بدلالة × و لإ باستخدام 7م - 1-م, أي 


ETF‏ و سن سج 


 * î 





x 








8 0 الأشكال الخطية (ثنائية الخطية) والتربيعية والهرميتية 


المسائل 112.19-106.19 تتعلق بالشكل التربيعي 32 + 3y + 2x2 + 2y2‏ + رد ص تردہ م×)ن۔ 


9 أوجد المصفوفة المتذاظرة ۸ التي تمثل ؟ وحدوديتها المميزة )2 . 





1 1 3 رہ - 1-3 
8 0 3 03 و 24-200+ 9°- l=?‏ 1~ 3ہی .1ہ إےڑیھ 
:8 3-م 1- 1= 





9 أوجد القيم الذاتية ل ۸ أو, بتعبير آخر» جذور()۵ ٠‏ 


ھ إذا کان کہ ۵)0 جذر منلق, فلا بد أن يقسم الثابت 20, أي أنه يجب أن يكون ضمن ‏ 1 , 22 , 34 , 210 , 220 


نختبر ٤2‏ فتحصل على 
24-0 +211-9 
0+ 14 


0 +1-7+10 
وبذلك, (5-*(2 - )ع (10 +7 2()2-) - 0)ة . وبالتالي, فإن القيم الذاتية ل 4 هي 2 (بتكرار 2) و 5 (بتكرار 
1(« 

9 أوجد قاعدة متعامدة للفضاء الذاتي ر5 للقيمة الذاتية ۸=2. 
# نطرح 2= من مداخل قطر ۸, فنحصل على المنظومة المتجانسة المقابلة 2=0+ لإ+ي 250+ ل+» 
0ع +بر+ عه او 0= 2+ + ». ويكون للمنظومة حلآن مستقلان. احدهما (1-,0,1) > ,7. لنبحث عن حل ثان 
(۵,8,۵) < ي۷٢‏ یکون متعامداً مع ,۷ آي؛ بحيث أن 0-ء + a+b‏ وأيضاً 6-6-0 مثلاء (1- 
وبذلك, تکون (1-,0,1) = ,۷ و (1-,1-,2) = را قاعد متعامدة ل ر۴ 





-2) يلاد 


9 اوجد متجهاً ذاتیاً ے۷ مقرناً بالقيمة الذاتية 5 < ,3ء 
8 نطرح ۲5 من عناصر القطر في ۸ فنحصل على المنظومة المتجانسة المقابلة 250+ لإ+ 2-> 
2y +2 0‏ »× 0= 22- + ». تعطى هذه المنظومة حلا غير صفري (1.1,1) > و۷۔ 
[ملاحظة: كما هو متوقع, من مبرهنة 6.20, یکون و۷ متعامداً مع ں۷ ی و۷؛ وبالتالي؛ تکون _(ي۷۔ي۷:۷) قاعدة متعامدة 
ٹس 
9 اوجد تغییراً متعامداً للإحداثيات يحول ٩‏ إلى شكل قطري. 
اگ نذاظم ,۷ء راء و۷ فنحصل على القاعدة ناظمية التعامد: (1/۸۷2- ,1/1/3 ,0) تيغاء (1۸۷6- ,1۸۷6- ,6 2۸۷) - ول ؛ 
(/1۸/3,1۸۷/3,1۸) - یہ . لتكن ۲ المصفوفة التي أعمدتها لہ لہ رنا. إذن 
2V6 1N3‏ 0 2 
5۹5 ۸/6-۔ P"aP=| 2 0 P=| 1V3‏ 
~1/V6 1V3‏ 1۷23~ 5 


وبذلك. يكون التغيير المتعامد للإحداثيات 


55 2 

1/6 5 
ERE 
° ون‎ RE + ہہ‎ 
ا تبات‎ 
VE VE E 


ویتحول 4ء تحت هذا التغییر تلإحداثیات, إلی الشکل القطری , 52 + ”ر2 + ×2 = (2 ,)4 


انفصل 19 ت 479 
9 اوجد تاشیرۃ و 


mM‏ بسا ان هناك ثلاشة مداخل قطرية موجبة, ولا توجد مداخل قطرية سالبة, فإن 85-3 و20 2ز 
Sigg) = PN = 3-0 =3‏ 


إذن 


9 صف السطح != 32 + 2y + 2y‏ + ر3 + 2y‏ + 3 
# تحت تغيير الإحداثيات إعلاه. قكون معادلة السطح =١ ٠‏ 57 + ر2 + 2ب2 وبذلكء يكون السطع مجسماً إهليلجيا 
(كروانياً). 
9 الأشكال الهرميتية 
نفترض في هذا القسم آن ۷ فضاء متجهي فوق الحقل العقدي ©. [وكما المعتادء ۸ يرمز إلى المرافق العقدي ل ©6]. 
ملاحظة: إذا كانت (4) < ۸ مصفوفة «×١‏ فوق © فإننا نكتب 4 من أجل المصفوفة المتحصل عليها بأخذ المرافق 
العقدي لكل مدخل في ١4‏ أي أن (ر) = . نكتب أيضاً ۸ من أجل = » أي أن *8 هي المنقولة 
المرافقة ل ۸ 
9 لتكن المصفوفات التالية: 


8 انتقادہه ال بسن 





اوجد "نھ "کي *) 





في كل حالة, منقولة كل مصفوفة ثم المرافق العقدي لكل عنصر أو. بشكل بديل. نأخذ المرافق العقدي لكل عنصر 
ثم منقولة المصفوفة الجديدة. يعطينا هذا 


: 2 کے و 
~6 2-3(„ » 6 6+28)۔ 5 
روہ 0 2 کاو رھ 6 4 اده 
[لاحظ أنه إذا کانت 84 حقیقیةء فان ٭34 تکون منقولة .]0٦‏ 
9 عرّف مصفوفة هرميتية. 


قا تكون مصفوفة 18 هرميتية إذا 1ا -> “كل, أي إذا كانت 11 تساوي منقولتها المرافقة. [ھذہ الخاصیة مماثلة لخاصیة أن 
تكون مصفوفة متناظرة في الحالة الحقيقية]. 
المسائل 117.19-115.19 تتعلق بالمصفوفات التالية: 
4-57 2+31 2 4+2 2-7 3 5 4-3 
اوہ 5 B=|(2~i 6 ١ A=|2-3i‏ .و ا 
A+ i 3 445i 6-2: -7‏ 5 
9 هل ۸ هرمينية؟ 
۳# نکون ۸ ھرمیتیةء لأنها تساوي منقولتها المرافقة. 
9 هل 8 هرميتية؟ 
# 8 ليست هرميتية. رغم كونها متناظرة. 
9 هل © هرميتية؟ 


# 0 هرميتية. في الواقع» إن مصفوفة حقيقية تكون هرميتية إذا وفقط إذا كانت متناظرة. 


0 تا الاشکال الخطیة (ثنائیة الخطية) والتربیعیة والھرمیتیة 


118.19 


119.19 


120.19 


121.19 


122.19 


123.19 


124.9 


125.19 


عرّف شكلاً هرميتياً على فضاء متجهي ۷ فوق الحقل العقدي ©. 
ھا إن شکلا ھرمیتیاً علی ۷ هو تطبیق ۷+٢"‏ ×۰۷ يحقق: 
bf(ky, u) (i)‏ + (ص,میالہ > (ہ flau, + buy,‏ 
feu) = fu, (GD‏ 
حیث 1.606 و ۷۷ت 
لنفترض ان ۴ شکل ھرمیتي على ۷. بين ن 
Alun av, + bu) = f(t, v,) + Öf(u, o,) (iii)‏ 
© لینا 
رہ عاإظ ٠,(+‏ ,۷ة - Fu, av, + bu) == Fav, F Bun, u) == aflu,, u) + DFlo, u) = a Flu, u) + B FOO,‏ 
ملاحظة: كما في السابق, نعبّر عن الشرط () بالقول أن ؟ خطية في المتغير الأول. ومن جهة أخرى, نعبر هن الشرط (ة) 
بالقول أن # «خطية مرافقة» في المتغير الثاني. 
لنفترض أن ؟ شكل هرميتي على ۷ بین أن (107.9 حقيقي من أجل أي 7 © ۷. 
018 لديناء من الشرط (1), ان 760,7 <(ط ,تار . وبذلك؛ يكون (100,0 حقيقياً. 
لٹکن ۸ مصفوفة هرميتية. بيّن أن 1 شكل هرميتي على "© حيث ] معرّف بواسطة 5747 = (۲ ٩)),‏ 
8 الديناء من أجل كل © ©طرة وکل "۷۹0ای اتارک أن 
Y)‏ )اط +(7 =maXTAYF + DXIAF =af(X,,‏ آم ( كام ھ) > 7۸7(ئزط + 27ھ) ٭٭ (۴ ,2۴ط + إلاهار .وبالتالي؛ يكون 
؟ خطي في المتغیر الاول. ایضا  A7 = 47× = ٣۸٣ = ۲"4 - ٢۷,(‏ س ۸7ز( 3ل وبالتالي» 
یکون ۶ هرميتياً فوق "©. [ملاحظة: نستخدم حقيقة أن 7747 عدد سلّمي, وبذلك فهو يساري منقوله]. 
عرف شكلاً تربيعياً هرميتياً. 
8# لیکن ؟ شكلاً هرميتياً على . إن التطبيق <۷ :و المعرّف بواسطة (,۷)) - (00 يُسمّى «شكلاً تربيعياً هرميتياه 
أى «شكلاً تربيعياً عقديآء مقرناً بالشكل الهرميتي ؟. كما يمكننا الحصول على ؟ من 4 باستخدام المتطابقة التالية المعروفة 
بالشكل القطبي ل 4: ((0ة سمهو - زط جهو ) 1 + ((ه - مو - (ہ + )و ) 1 < (ن ناز 
عزف شكلاً هرميتياً (نصف معرّف - غير سالب) و (معرّفاً - موجباً) 
8# نقول أن شكلاً هرميتياً وشكله التربيعي 4. نصف معرف غير سالب إذا 0< (۴)۷,۷ = ٩)۷(‏ من أجل كل €۷ ۷ 
وأنه (وكذلك شكله التربيعي) معرّف ۔ مرجب إذا 0< (0,؟)1 > (4)9 من أجل كل 360 7. 
لیکن ۶ الجداء النقطي على "0؛ أي آن رق جع + رر + قبع د مده - (ن .سا. من أجل ۷(20) < ۷,(ع) >۵ في 
"©. هل ؛ شكل هرميتي؟ هل ؛ معرّف موجب؟ 


ھ التطبیق ۶ شكل هرميتي على "0 لأنه يحقق الخاصيتين (1) و (11) من آجل الاشكال الهرميتية. كما أن ؟ معرّف - موجب. 
لان 0< ,| +۰۰۰ + "|| + ,2| = 





. flmu)= 22 F بيج داري‎ 

ملاحظة: إن كل جداء داخلي عقدي» على فضاء متجهي ۷ فوق € شکل هرمیتي معرّف ‏ موجب. وبالعكس. إن كل شکل 
هرميتي معڙفي موجب علی ۷ فوق © يعرّف جداءً داخلياً بواسطة ۷۲رن) = (۷رن)؟. 

عرف التمثيل المصغوفي لشكل هرميتي ۴ على ۷ بالنسبة لقاعدةٍ )e,....e,(‏ = 8 في ۷. 


# إن المصفوفة لإ#) =1 حيث (6رن)! = ,1 تُسمى «التمثيل المصفوفي» ل؟ في القاعدة (©) . نعرف» من (11, 





الفصل 19 0 481 


10 0 j 1 00 114i 2 | 1 00 
0 2 Si ٦ فى 2 0 ثم (ه‎ | 1+1 0 
03521 43217 4 0 Si 8 0روا و‎ 


ثم نطبق العملية الصفية ,28 + ,5ز5- +- ري والعملية العمودیة الھرمیتیة القابلة ‏ ,26+ ہ5860+-و). فنحصل على 
0 0 1 | 0 10 0© 0 1 8 10 
5i | +i 1 0‏ 2 0 ثم و 3 
s+ 5i 2 0 0 —19 | S+9i ~5 2‏ | 
الان: تم تقطیر 11. نضع 
S+9i‏ +1 1 0 0 1| _ 
2 1 60]دم ثم 9 2 r= (o‏ 
0 0 38- 0 0 
9 اوجد تاشيرة المصفوفة الھرمیتیة ة1 في المسالة 129.19. 


8 يوجد مدخلان موجبان, 1 و 2 ومدخل سالب واحد ۰-38 على التمثيل القطري ل ۴ وبالتالي 2= ۴ و 1= 
وبذلك, 1> [-2 ے ۷ع ے رون 


9 تعدد ۔ الخطیة والمحددات 


9 عرّف شكلاً متعدد ‏ الخطية وشكلاً متعدد ۔ الخطية متناوباً على فضاء متجهي ۷ فوق حقل 1٤‏ 
من المرات 
الس سكم 5 
8# نقول عن تطببق, ۸ +۷ × ×٠٠‏ ۷ × ۷ :أنه شكل «متعدد ‏ الخطية؛ أى «خطي -0» علی ۷ إذا کان ٢‏ خطياً في كل متغير! 
آي إ5 ۰.7 ,۰۰,6 )ا +( .۰ھ , ...اه =( .. ,0 +ه , . . .)ار من أجل 1,....7 < 1 حیث“ ترمز للمرکبة آ مع بقاء المركبات 


الأخرى ثابتة. نقول عن شكل خطي -0: بأنه «متناوب» إذا 0= ے۷۷ لما ۷ = ا علق 





9 لتكن 8 مصفرفة مربعة -2 فوق حقلٍ ك5. إذن: يمكن إعتبار ۸ نونية لمتجهاتها الصفية. ولتكن 
ليق A = (A Aj‏ أن دالة المحددة متعددة ‏ الخطية [بالنسبة لصفوف 8]. 
8 لتكن 0 دالة المحددة! أي ۱۸۱ - لي .0)44 = (0)4. لنفترض أن )= 4 وان 
أجل 1 مثبقسةء حیسط لطس 0) = 8 ی لرا( = € ينتج عسن ذلك أن ۶+ 20 ړه. ره + رط 
,© + ا = 8. نفك |۸| = (5)4 وفق الصف 1, فتنحصل على 

















D(A) = D(A, ..., BFC, ..., ApJ ® aA $ aA FF aA 
# (b, + e JA,, F (PF CJA; + °°° + (bp F CDA 
= (BA + DA, + °" + bA) + (CA, + cA °°° + CA) 





ولكن المجموعين, أعلاه. هما محددتا المصفوفتبن اللتين نتحصل عليهما من 4 بإحلال ,18 و ,© على الترتيب محل الصف 1. أي 
أن یشسگس فا + پمسرقظس ۸اط × ليه...ر© + DAB‏ = (8)4. بالإضافة إلى ذلكء وبما أن ضرب صف 
في سلمى ! يننج عنه ضرب المحددة غي کا فإنه بكون لدينا. ل,۸....م۸... 000۵ < لپ۸....پ 0۸..... ,2)۸ وبذلك: تکون 0ا 
منعددة الخطية. 





9 هل المحددة شكل متناوب؟ 
u‏ نعم: لان مصفوفة بصفين منطابقين تكون ذأت محددة صفرية 
مبرهنة 10.19: لتكن الو مجموعة المصفوفات المربعة «٠‏ فوق حفل . توجد دالة وحيدة K‏ حم :0 بحيث أن () 2 تكون 


متعددة ‏ | خطية, 1) 8 تكون متناوبة. (لةة) 1 > (20. إن هذه الدالة هي دالة المحددة: أي أن 
اذا > (2)8, من أجل أي مصفوفة )© ۸. 


۲١ 2‏ الأشكال الخطية (ثنائية الخطية) والتربيعية والهرمينية 
أن [7062- (, ,,ع)ر؛ وبالتالي» تكون 1] هرميتية؛ وتكون بذلك المداخل القطرية ل]1 حقيقية. ينتج عن ذلك أن أي تمثيل 
قطري ل ؟ يحتوي على مداخل حقيقية فقط 
9 ليكن ؟ شكلاً هرميتياً على ل. لتكن 11 مصفوفة ؟ في القاعدة (يع...رر») ل ۷۔ بین ان [7]0“(] >(0 :700 من أجل كل 
© ره. [كما المعتادء يرمز [0] إلى المتجه الإحداثي ل نا في القاعدة المعطاة]. 
الا لنفترض آن ,4,8 ...+ رة + u 3,٩,‏ و مع .v = be, + bye, ta.‏ إذن 


fu, u) = f(aye, + << ¥ apey, be +++ be) 


= 


= J a fe, €) = (a1, . , a, DF F* | = [u TH] 
7 


وھو المحللوب. 

9 لتكن © مصفوفة تغییر القاعدة من قاعدة 8 في ۷ إلى قاعدة جديدة '8. ولتكن 11 مصفوفة شكل هرميتي ؟ في القاعدة الأصلية 

5 بين ان 0*80 < #۴" =8 حيث ۶ =0 ؛ هي مصفوفة ؟ في القاعدة الجديدة '8. 

88 لیکن © #9رنا. بما أن 8 مصفوفة تغيير القاعدة من 5 إلى '5: فيكون لدينا و[»] = .و [»]۲ دء[۷]٭ .[ت]ط ؛ 
وبالتالي» ”طٌڑہ] - إٛ[س] د۔ی[تآۃ ع وإم] . إذن, ومن المسالة 126.19, .و[ ]1° f), v( = ][ 4H], = ]4[7.P‏ . ولكن نا 
و ۷ عنصران إختیاریان في ۷؛ إذن, ٹکون ۶6 مصفوفة ؟ في القاعدة الجديدة '5. 
ملاحظة: إن المبرهنة الأساسية لبنية الأشكال الهرميتية هي المبرهنة التالية التي تشكل المماثل الحقدي للمبرهنة 4.19 حول 

الأشكال الخطانية المتناظرة الحقيقية. 
مبرهنة 9 ليكن #:شكلاً هرميتياً على ۷. إذن, توجد قاعدة (,ع....,6) ل / يكون فيها ؛ ممثلاً بواسطة مصفوفة 
قطرية, أي أن 0= (۵,). من أجل 1*1 کما أن كل تمثيل قطري ل7 يكون له نفس العدد 8 من 
المداخل الموجبة, ونفس العدد ؟ من المداخل السالبة. ويعرف الفرق 27-16 5 ب «تأشيرة» 4. 


9 إن عمليات الصفوف الابتدائية الثلاث, وكذلك عمليات الأعمدة المقابلة لهاء كما بلي: 


la} R>kR,,k #40 {e} RoR,‏ ظط + روا ح-بظ [یھا 
lb} Cec,‏ ۱ ,6اك [مف 6+6 ہ٥‏ [ط] 


عرّف عمليات الأعمدة الهرميتية المقابلة. 


# يستبدل هنا بالثابت 6 مرافقه ١/6‏ أي أن 


tl] Cec,‏ ۱ء2 ,0ص [o]‏ 6+ ہے [زمم] 
2 1+0 12 59 

9 لتكن [:2-3 40 1-40]/ر . مصفوفة هرميتية. أوجد مصفوفة غير شاذة 7 بحيث تكون ‏ ۲۶ قطرية. 
2i 2+3 7‏ 





© نكوّن أولاً المصفوفة المركبة (.4): 


0 
2 
1 
نطبق العمليتين الصفيتين ,2 + ,8( + 1-) R> 2R, + FR, R>‏ ۰ على (401) ثم 
«العمليتين العمودیتین الھرمیتینء المقابلتین [انظر المسالة 128.19]: ر€ + ,1€ -1-) +€ و۳ + ,21€- +€ . على ۸ 
فنحصل علی: 


ىہ ہ 
ہ نہ 


Ti 2 f 
1-i 4 2-1 
چپ ہام‎ 7 ٦ 


9 اثبت مبرهنة 10.19. 
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588 نجدء من المسالة 132.19 في الفصل 5 آن دالة المحددة تحقق الشروط (ا) و (أن) و (ان). وبذلك. نحتاج فقط إلى إثبات 


وحدانية 8. 
لنفترض أن 2 تحقق (0 و (3) ى (611. إذ1 كانت ہع-سسر٥)‏ 

بواسطة (11). باستخدام (1). يكون لدينا أيضاً 
s0‏ ,8 ,. 06ط 


نفترض الآن ) = 4. لاحظ أن الصف الكائي 4 ل 4 یکون 


و وو 
r‏ 1 


4,8, + Ay 
+...+ رر ق٢۰۰۰ ريشق 8ے‎ +۰۰۰۶٢,میصل‎ 


(0)۸ کمجموع حدود في الشکل 


...یڈ 


وكبية + يعيية + رقي وبذلك. 


ع (ھ00۔ 


= (ag) > 
Dia 8 


٣ 


ر6ا0ال,ھ. 


0 DD (uj a: 


0 
حيث المجموء محسوب على كل المتتاليات 
۴ہ فإن 9ءء 
ا = 6. باستخدام (1), يكون لدينا أخيراً 


n) 


پكف رر حیٹ 








D(A) = DZ (ayy aug: < <u, De; e <<<) 
ا ا 2 - حیث‎ 


وبالتاليء تكون © دالة المحددة وهذا يثبت المبرهنة. 


القاعدة المعتادة ل "كآ: إذن 


یک اد 


D(A) = > D(a, €: pfs °° 


0)٤ ,,٤....ہ(‎ < Dl) =1 


ا 


ور عدو 


(D 


باستخدام التعددية ‏ الخطية ل 0 يمكننا كتابة 


0) 


iE. 





إذا تساوى دليلان؛ مثلا =¡ ولکن 


De, es.‏ بسبب (1). ينتج عن ذلك أنه يكتفي بحساب المجموع في (2) على كل التباديل 


را وأا عدن 


الفصل 20 
المؤنھسر ات الخطیۃة 


يبحث هذا الفصل في الفضاء (۸)۷ للمؤثرات الخطية ٣‏ على فضاء جداء داخلي ۷. [آنظر الفصل 14]. ويذلك. يكون 
الحقل الأساس [٤‏ إما الحقل الحقيقي ۸ أو الحقل العفل العقدي ©. وفي الحقيقة. سوف نستخدم إصطلاحات مختلفة من اجل 
الحالة الحقيقيةء ومن أجل (0,۷) الحالة العقدیة۔ وسوف نستخدم ایضاً حقیقة ان الجداء الداخلي على القضاء الإقليدي "۸ يمكن 
ان یعرف بواسطة 0× > (ن,ع) : وأن الجداء الداخلي على الفضاء العقدي "© يمكن أن یعرّف بواسطة 4"6 = (8,0)ء 
حيث لاء 7 متجهان عموديان. 


0 مؤٹرات قرينة 


10 


3.20 


4.20 


5.20 


6.20 


484 


عرف المؤٹر القرين. 
# نقول عن مؤثر خطي 7 علی فضاء جداء داخلي ۷ بان له مؤثراً «قريناء *7 علی ۷ إذا ((7“)0 ×) ٭ (۵ ,(7)0) 
من أجل ۷ت0,۷د 

لتکن ۸ مصفوفة حقيقية مريعة -«. منظوراً إليها كمؤثر خطي على ”۸ بین آن ۸ تكون قرينة ۸ 

8 لدینا (ھ ,)= س ع 70([ھ) > (ں ,۵ھ) ۔ من آجل کل ۷6۴8.ن. وبذلك. تکون "۸ قرینة ل ۸. 

لتكن 8 مصفوفة عقدية مربعة -8: منظوراً إليها كمؤثر خطي على "0©. بين أن * 8 تكون قرينة ل 8 [حيث * 8 المنقولة العقدية 

3 ۴ 
8# لدينا (ن*8 ,»)= 0 B*‏ ن )B( "= u Bu = «B=‏ = (ا )Bu,‏ . من أجل "0©",نا. وبذلك, تکون *8 قریبة 

ل 

ملاحظة: يستخدم الترمين “8 ليدل على قرينة 8؛ وكنا قد استخدمناه للرمز للمنقوئة المرافقة ل 8. تبين المسألة 3.20 أنهما 

يعطيان نفس النتيجة. 
المسائل 6.20-4.20 تتعلق بالمصفوفات التالية: 
4+1 8 تو 


یھ می لو 06-7 7 1 5 c=‏ 
عم 6+3 749i‏ +8 


اوجد ٭۸. قرینة 4. 


ناخذ المتقولة العقدية ل 8, فنحصل على رک ب1 2) - خم 


5+4 2-1 


أوجد * 8, قرينة 8. 






3+7 7i =F 
اھ‎ 18 6+i 7-9 


8 تعليا المنقوة العقدية | 
4-i 2+3 6-3‏ 


أوجد "0. قرينة ©. 


7 4 1 
# يما أن © حقيقة. فإن القرينة *© هي ببساطة متقولة ©. إذن. 2 ]سم 


مبرهنة 1.20: لیکن 7 مؤثراً خطیاً علی فضاء جداء داخلي منته - البعد ۷ فوق .K‏ إذن 


9.20 


10.20 
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() يوجد مؤثر .خطي وحيد “7 بحيث أن ((م)*7 ,») - (ن,(1)0) من أجل كل ۷۷ا [أي أن 7 تملك 
قریناً "۳]. 

(ii)‏ إذا كانت ۸ التمثيل المصفرفي ل١‏ بالسبة لقاعدة ناظمية ‏ التعامد (©) - 8 ل ل, فإن التمثيل 
المصفوفي ل ۳ بالنسبة للقاعدة 8 یکون المنقولة المرافقة "۸ ل ھ [او المنقولة "4 ل ۸۔ عندما یکون م۶ 
حقيقياً]. 


إن المبرهنة 1.20, والتي سيتم إثباتها في المشالتين 13.20-12.20: تشكل المحتوى الرئيسي لهذا القسم 


لیکن 7 المؤثر الخطي على ©© المعرّف بواسطة ‏ (30 + ((1-1)+ ۲تک زا + 2۷) < (تن۴)۷۔ ایجد بر٣‏ 
ٹلا توجد المصفوفة 8 الممثلة ل 7 في القاعدة المعتادة ل *8: 


0 2-8 
A= ( 1 5‏ 
3 ےا رق 


تذكر أن القاعدة المعتادة ناظمية ‏ التعامد. بذلك وبالمبرهنة 1.20, تكون مصفوفة *7 في هذه القاعدة المنقولة العقدية *۸ 


۸. لذلكء نکڑن 
1 0 2 

A*=|-i 1 1 
0 Si 3 


ينتج عن ذلك أن (32 + نززك ,ند( + 1) + ر + >= ,2 + T(x, y2) = (2x‏ 


لیکن + ۴:8 معزناً بواسطة (2 + ر9 - 5 ,72 ر6 ~ ×2 ,52 - 4y‏ + 31 = (2 رر Fe,‏ . اوجد(2 ,۷ ,)۴۹ . 


ال نوجد اول المصفوفة ۸ التي تمثل 1 في قاعدة ۸۶ المعتادة. [تذكر أن صفوف ۸ هي معاملات ۴ ل 2]. وبذلك 


گے وک 
Ar|2 -6 7‏ 
1 وت و 


بما آن الحقل الأاساس هو 8 فإن القرين ۴ یکون ممثلاً بواسطة المنقولة "4 ل 4. لذلك. نكوّن 


2 
۴ -6 | 
PP at vl 


F*(x, y, 2) = (3x + 2y F 52, 4x ~ 6y — 92, کے‎ + 7y + 2( إذن»‎ 





ليكن ١‏ المؤثر الخطي على © المعرف بواسطة (32- ر( - 4) + 26 ,2ز4 - (20 + 3) ,نر( 1( + 24 2 رر ,)7 ۔ ایجد 
T(x, y, 2)‏ 


ل نوجد أولاً المصفوفة 8 التي تمثل 7 في قاعدة ”© المعتادة: 
1-i 0‏ 2 
Ax(3+2: 80 7‏ 
2i 4-31 -3‏ 
نكوّن المنقولة المرافقة *4 ل ۸: 
ہو 3-24 20 
Atellti 0 |‏ 
وس ابه 060 
ذلك )32 = )4 ,)31 + 4( + T(x, y, 2) (2x + (3 2y ~ 2z, (} + i‏ 
لیکن ۷ فضاء جداء داخلي کل 8 © لا تحدد تطبيقاً يل حلا :0 بواسطة )٦,۷(‏ × (0)ھ. بين آن #. خطي. وبذلك. ينتمي 
ت للغضاء الثنوي * ل]. 


6 33 المؤثرات الخطية على فضاءات الجداء الداخلي 


110 


12.20 


13.20 


14.20 


® لدينا من أجل أي 4,06 وأي (au, + bu) = (au, + bv, 4) = a(,, 4) + b(v,, 4) = a(v,) + b(v,) ,v,ıv, 8V‏ 
وبذلك, یکون 2 خطّیاً ویکون, بتعبیر آخر, دالیاً خطياً على ۷. 
مبرهنة 2,20: لیکن ٭ دالَیاً خطياً على فضاء جداء داخلي منته ‏ البعد ۷. إذن. يوجد متجه وحيد 6۷ل بحيث أن 
ر = )v(‏ من أجل کل 17 ©7. 
آثبت مبرهنة 2.20, والتي هي عكس مسالة 10.20 والتي لیس من الضروري أن تكون صحيحة من أجل فضاءات متجهية لا 
تھائیة - البعد. 
# لتكن (ره....ررء) قاعدة ناظمية ‏ التعامد ل . نضع ,م[,366 +۴۰۰۰ جم 02227 76ر ۷6× ×. لیکن 8 الدالي 
الخط-ی علسسی ۷ الصسسسرف بے ىواسط سے (8,۷) ٭(4)0. مسسن اجسسل ک سل ۷6۷. إذن 
(e, 4) = (e, Ee + << + Ee) = e)‏ = (60)ھ . من أجل «....,! < ف بما أن 8 و4 يتفقان على كل متجه 
في القاعدة, إذن ف * 6. 
لنفترض الآن أن 'لا متجه آخر فسي / یکون من اجلے )٦:۷(‏ <(0)“٭ء من أجل 6۷ ۷ إذن (سر) = ا 
أو 0= (/م  -‏ ,ت)۔ ويكون هذا صحيماً بشكل خاص من أجل 'نا-ن ع ۷ وبذلك 0> (ا×د - يا ,ان - ٠)‏ يعطينا هذا 
0 “بسي او “8 نا. وبذلك. يكون متجه لا مثل هذا وحيداً: كما المطلوب. 
اثبت () في المبرهنة 1.20. 
08 نعرّف أولاً التطبيق *7. ليكن 7 عنصراً إختيارياً ولكن مثبتاً في لا. يكون التطبيق (0 ,(ہ)7) ۷٥‏ دالَیاً خطياً على ۷. 
وبالتائي: وبواسطة المبرهنة 0 يوجد عنص وحيد ‏ ۷۴۷ بحیث ان ('ن,) > (۷ ,(78) من أجل كل /0©637. نعرّف 
۷۔77۷ بواسطة 'ن » (ن)*2. إذن.((ه)*7 ,ن) > (ت ,(7)0) من أجل كل /ا6لارنا. 
نبين بعد ذلك أن *7 خطي. لديناء من آجل كل ۲6۷ا وأي :ئک أن 
T*(0,)) + B (u, T*(o,))‏ )ةع (يه ,ه)8)1 + (ره ,ه)1 )2 ع (يمط جرصه ,10) - ((ربط +رسه)*7 ,0) 
(u, aT*(u,) + bT*(e,)}‏ = 
لكن هذا صحيح من أجل كل 8©7: وبالتالي ۰ Tav, + buy) = aT*(u) + bT (u)‏ 
وبذلك. يكون *7 خطیاً 
أثبت (11) في مبرهنة 1.20. 
ھ المصفوفتان لرة) =۸ ولم = 8 الممشتان ل 1 و ١°‏ على الترتيب, في القاعدة (©)1 تعطيهما العلاقتان 
(e), e)‏ حعيه د (رہ )7۴)٥(,‏ < بط ۔ وبلتالي, ,3 > (ر,7)60) > ([7۶,ك) = (7e, e,‏ د رظ لذلك, "۸ = 8 
وهو المطلوب. 
المسائل 17.20-14.20 تتعلق بإثبات المبرهنة 3.20 التي تلخص بعض خواص القرين. 
مبرهنة 3.20: ليكن 85 و7 مؤثرين خطیین علی ۷ ولیکن ×6 .K‏ إذن 
رم Gi) (S+T)*=S*+7*‏ ×ط ےکوی 
GW (RT) = RT" (i)‏ ٣ے‏ *(7۹) 


أثبت (1) في المبرهنة 3.20. 
8 لديناء من أجل أي ۵,۷۴۷ أن 


))5 + 7(0(, ,(مباى) > (ن ,()1 + (ه)5) ح (ه‎ 0) + (Tu), 0) = (u, S*(u)) + (u, T*(0)) = (u, S(0) + T*(0)) 
= (u, (S* + T*)(v))} 


وتقتضي وحدانية القرين أن 
*7 +*ى س*(7 +دق) 


15.20 


1620 


17.20 


18.28 


19.20 


20.20 


21.28 


22.20 


23.20 


24.20 
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آثبت (1) في المبرهنة 3.20, 
8 لدينا ((ه)(*7) به ) - (زن) 1م (KT, 0) = (RTD, o) = KOT), u) * ku, T"(u)) * (tt,‏ مسن 
أجل كل 1,۷6۷. تقتضي الوحدانية أن “61 = *(7)). 
أثبت (11) في المبرهنة 3.20. 
لدينا((ن)(*7*5) ,م) - (((ن)+*ى) 1 ب×) > ((5*)0 ,7)0) < (ن ,()5)1) > (ن ,7()۵ئ)): من اجسل کل 
۷. تقتضي الوحدائیة للقرین ان *7*5 = *(87) . 
آثبت (1۷) في المبرهنة 3.20 
قل iqd‏ ((7)0ص) - (ص70) - (م کی > (ن ٠)7”),‏ من أجل كل 1©"رنا. تقتضسي وحدانية القرين أن 
۳ ٭(*00). 
لیکن 7 مؤثراً خطیأً علی ۷ء ولیکن ۷۷ فضاء جزئیاً لا متغیراً 7٦‏ في ۷. بین ان ٭بو و تی تح ° 
F#‏ لیکن +2۷۷د إذا weWw‏ إذن 6۷ )w(‏ وبتلك 0= (4 .)w, 7*)( = )7)W(,‏ إنن 6W“‏ (۲*۵ لان 
متعامد مع كل ۷6۷۷ وبالتالي, یکون ۷۷۶ لا متغيراً تحت + 
إستخدم تعريف القرين لتبين أن 1- *1. 
8 لدینا ((ص)ل ,د) < (ن ب,عد) <> (0 ,)1) » من أجل كل ۵,۷6۷ وبالتالي 1= *1. 
إستخدم تعريف لتبين أن 0 - *0 
ها لدينا ((00 بن) - (0ن) دوه زن ,0) - (2 ,()0) ؛ من أجل كل ۷۵۷ وبالتالي. 0= 0, 
لنفترض أن 1 عكوسة. بيّن أن 7 ز*8) - "(1-),. 
® ° “(170) ع *1 - 7 ؛ وبالتالي, ‏ -(*7) د ٭رادی 
لنفترض أن 0ع (ن ,()7 )2 من آجل /ا©0رن. بین ان ے0 
8 بضع 7)0 دس . إذن, 0 (7)0 ,7)4)؛ وبالتالي 0 (0) من أجل كل ا©0. ينتج عن ذلك أن 0 ع '1. 
لنفترض أن لا فضاء جداء داخلي عقدي؛ وأن 0> (700(,0) من أجل كل 6۷ن بین أن 7٠-0‏ 
© لديناء فرضما. أن 0 > (م؛ + ن ,(مد + 7)0) من أجل أي ۷,۷6۷. نفك ونضع 0* (ن ,(ن)7) الى 0ع زمر ,(2)0), 
(Tu), w}) + (T(w), u) =0‏ 22 
لامظ أن الا إختياري في(1). نعسوض ب۷ مسن أجسل ۷ ونستخسدم (To), iw) = (7(0), w) = (|), w)‏ 


د (ن ,(م)7 )1ع (ه ,(21)0) > زه ,(7)10) ؛ فنحصل على 0 - (ن ,(700 )1 + (س ,(ن)7 ):-. بالقسمة على 1 وإضافة الناتج 
إلى (1). نحصل على ۲)۷(,۷۱ا. من أجل أي ۷,۷۷۷ إذن ۴-0 


بين آن المسالة 23.20 لا تظل صالحة من أجل فضاء حقيقي ۷ أي آعط مثالاً لمؤثر 7 على فضاء حقيقي ۷ يكون من اجله 
0= ا(۴ من آجل كل 6۷ ولکن ۲20 


© لیکن 7 المؤثر الخطي على ۸ المعرّف بواسطة (2- ,) > (« ,)2 إذن 0= (× ,(7)0) من اجل کل 6۷ہ ولکن 
0 


ملاحظة: لیکن (۸)۷ جبر كل المؤثرات الخطية على فضاء جداء داخلي ۷ منته - البعد. إن التطبيق القرين *7 +:7 على 
۷۱ عمائل لتطبیق المرافقة یع علی الحقل العقدي ٥ء‏ کما یبیّن ذلك الجدول 1.20. لاحظ أن الجدول يطابق 


8 0 المؤثرات الخطية على فضاءات الجداء الداخلي 


آصنافاً معینة من المؤثرات (6۸)۷ التي يحاكي سلوكهاء تحت التطبيق القرين» سلوك أصناف معروفة من 
الأعداد العقدية تحت تطبيق المرافقة. وعلى الخصوص. ينعكس هذا التمائل. بين هذه الاصناف من المؤثرات ^ 
والأعداد العقديةء في المبرهنة 4.20 التي سوف ثبرهن بعض أجزائها لاحقاً. 


جدول 1.20 


9 
الأعداد العقدية 


المحور الحقيقي 


داثرة الوحدة 


(zl =) 


المحور التخيلي 


.02 
للمحور (* ,0) 





عبرهنة 4.20 


1 السلوك ضيقن السلوك تحت | 
تحت المرافقة المؤثرات في (4)۷ التطبيق انقرين 
F=z‏ المزثرات القرینة - لذاتھاء تسمى أيضاً: یی 


متناظرة (الحصالة الحقيقية) 
هسرميتية (الحسالسة العقديسة) 





المؤثرات المتعامدة (الحالة الحقيقية) T® =F‏ 
المؤثرات الواحدية (الحالة العقدية) 


1 


ل سر مؤثر القرین - المتخالف ۲۳ 





(الحالة 
هرميتي -۔ تخالفياً (الحالة 





1-8 مؤثرات معزفة . موجبة‎ WÛ zt ww 














لتكن 2 قيمة ذاتية لمؤثر خطي ۳ على ۷. 

(0 إذا =١‏ *١؛‏ إذن ۸ حقيقية 

ربق إذا "7= ١“‏ إذن 1= اا 

(زنھ) إذا 7 = *۳ إذن 2 عدد تخيلي. 

(۷) إذا =5*S‏ 1 حیث 8 غير شاذ. إذن 2۸ حقيقية وموجبة. 


0 المؤثرات القرينة ‏ لذاتهاء المؤثرات المتناظرة 


0 عزف مؤثراً قريئاً ‏ لذاته. 


® نقول عن مؤثر 17 على لا أنه قرين . لذاته إذا 7 *7. يستخدم أيضاً الاصطلاحان متناظر وهرميتي من أجل المؤثرات 
القرينة - لذاتها على ۷ عندما یکون الحقل الأساس 8 أى ©: على الترتيب. 
تشكل المبرهنات 8.20-5.20 المحتوى الرئيسي لهذا القسم. 


مبرهنة 5.20: 


مبرهنة 6.20: 


النفترض أن ”7 مؤثر قرين - لذاته على ۷ء آي ۲= *۳. ولتكن 2 قيمة ذاتية ل '7. إذن. .0 حقيقية. 


لنفترض ان 1 قرین - لذاته» آي ۲= .١*‏ إذن. تكون, المتجهات الذاتية ل 7 المقرنة بقيم ذاتية مختلفة. 
متعامدة. 




















26.20 


27.20 


28.20 


29.20 


30,26 
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مبرهنة 7.20 ليكن 7 مؤثر متناظر (قرین ۔ لذاتہ) على فضاء جداء داخلي حقيقي منته ۔ البعد. إذن, توجد قاعدة نا 
التعامد ل ۷ متکونة من متجھات ذاتية ل 7؛ أي, أنه يمكن تمثيل 7 بواسطة مصفوفة قطرية نسبةٌ إلى قاعدة 
ناظمية ‏ التعامد. 





مبرهنة 820 [شكل بديل للميرهنة 0 لتكن ۸ مصفوفة حقيقية متناظرة إذن؛ توجد مصفوفة متعامدة 5 بحيث أن 
"AP‏ د ممم > 8 قطرية 


اثبت مبرهنة 5.20 





8 لیکن ۷٢‏ متجھاً ذا غير صفري ل ۳ مقرناً ب .2ء أي آن 7 (70 حیٹث 0 ۷ وبالتالي يكون (۷,۷) موجباً. 
سوف نہین آن (0,أ)۸ ے (ن ,ن)۸: 
(سرس)ة - (صر.ن) - ((ه)1 ,ه) - ((م)*7 ره د ٠(‏ ,(70) - (٥ص,۸۷)‏ ٭ (س ,ماد 


ولکن 0 (۷,۷)؛ وبالتالي. ل -2 . أي أن .2 حقيقية. 

أثبت مبرهنة 6.20. 

نے لنفترض أن 33 > (100 او مرك (700 حیث 2*4 سوف نبین ان (س ,س )م = w(‏ ,س)۸: 
w) = (A, w) = (Tu), w) = (u, T(w)) = (u, pw) 7 j (u, w) * (wD‏ ,۸(0 


[الخطوۃ الآخیرة تستخدم حقيقة أن م حقيقية بسبب مبرهنة 5.25 إذن مر > ت ]. ولكن ير 14 ؛ وبالتالي 8ے (۷,۷)ء وھو 
المطلوب. 


لیکن ودرا متناظراً على فضاء حقيقي / منته البعد. ٠‏ بين أن (آ) الحدودية المميزة ()4 ل 7 جداء لعوامل خطية [فوق 5], 
(ب) ۳ تمتلك متجھا ذاتياً غير صفري. 

2 (أ) لتكن ۸ مصفوفة تمثل 7 بالنسبة لقاعدة ناظمية التعامد ل ۷؛ إذن. «A= AT‏ لتكن ()4 الحدودية المميزة ل ۸ 
يكون ل 4. منظوراً إليها كمؤثر عقدي قرين ‏ لذاته, قیماً ذاتية حقيقية فقط. وبذلك. (ی۰۰)۶-۸۔(ی۸ - )زيم -))- ()ة 
حيث ال ب( حقيقية کٹھا۔ بتعبیر آخرہ تکون )۵ جداء لحدوديات خطية فوق ۸. 


(ب) يكون “.1 بواسطة (ا)ء قيمة ذاتية [حقيقية] واحدة على الأقل. 
أثبت مبرهنة 7.20 


8 يكون البرهان بالإستقراء على بعد ۷. إذا 1= ٠‏ 01 تحقق المبرهنة بديهياً لنفترض الآن أن 1 < 0< ۷ جوزق 
نعرف. من المسألة السابقة, أنه يوجد متجه ذاتي غير صفري ,7 ل 7. ليكن '7 الفضاء المُوَلَّد بواسطة ,, وليكن ,لا متجه 
وحدة في ۷! و 

بما أن ,7 متجهاً ذاتياً ل ١‏ فإن الفضاء الجزئي 1 في ١‏ يكون متغيراً تحت 1. وبالتالي؛ يكون “۷ لا متغيراً تحت 
*7. لذلك. فإن تقييد 2 ل 7 على +78 يكون مؤثراً متناظراً. 





7 





لدینا [1-مع “8 «زق, لان 1= dimW‏ توجد. بالاستقراءء قاعدة ناظمية ‏ التعامد (,د,....0ا) ل +78 متكونة من 
متجهات ذاتية ئ ٠7‏ وبالتالسي ل1 ولکن 0= ارد ۵ا من اجل 2,...,8 > 4 لان 8۷ن ينتج عن ذلك ان 
(م نابرلا ا) مجموعة ناظمية ‏ التعامد وتتكون من متجهات ذاتية ل 7. وهذا يكمل إثبات المبرهنة. 


سر( 3۔۸ 


# إن الحدودية المميزة (اأثش ۸ هي 








. أوجد مصفوفة (حقيقية) متعامدة 8 بحيث تکون ۲۸۲ قطرية. 


0 تا المؤثرات الخطیة علی فضاءات الجداء الداخلي 


30 


32.20 


33-0 





f 





- 6+5 = (1-5-1 ( 





A() =| -— A} 


وبذلك تكون قيمتا لف الذاتيتين 5 ى 1. نعوّض ب5٠٢‏ في 8-۸ فنحضل علی المنظومة المتجانسة المقابلة: 
۵ھ پ2 ع2 0ہ رو رو والتي لها حل غير صفري (1) = ,۷. ننساظم ,؟ لإيجاد المل السوحدة 
u, = (17, 1/72)‏ 2 

شم نعسوض ب 1+ في المصفوفة 41-4 فنحصل على المنظسومة المتجسانسة المقابلة: 0 - 28-×2-ء 
0 - بره - »2-, والتي لها حلّ غير صفري (1-,1) > يا. نناظم را لإيجاد الحل الوحدة (1/0/2-,1/0/2) - ولا 


لتكن آخيراً 8 المصذوفة التي عمودیھا رہ و نہ علی الترتیبہ إذن 


(N 0) 


وكما هو متوقع, فان مدخلي ۶7۸۶ القطريين هما القيمتان الذاتيتان ل ۸. 


0ےید 
د PAP=() f)‏ 


لتکن (وّ_ اھ . أوجد مصفوفة متعامدة (حقيقية) ۲ بحيث أن 8788 تكون قطرية. 





# الحدودية المميزة (/)4 ل8 هي )4 + 6(1 1( = 24 ~21 ~ £ = t{(B)f + |B|‏ ~ 
تكون القيمتان الذاتيتان 32-6 و 4- =2. وبالتالي 


17 )مهم 


|8 ~=( . وبذلك. 


لإيجاد مصفورفة تغيير القاعدة 8, يلزمنا إيجاد المتجهين الذاتيين المقابلين. نطرح 2-6 من عنصري قطر 8 فتحصل على 
المنظومة المتجانسة 0س نر3 + بر-, ٤ے‏ رو - ×3 والتي لھا حلْ غير صفري (6,1 >۷ نطرح 4ح من 
عنصري القطر في 8, فنحصل على المنظومة المتجانسة, والتي لها حل غير صفري (1,3-) > و۷. [كما متوقع من مبرهنة 
0ء يكون المتجهان ,۷ و ر۷ متعامدين]. نناظم ,۷ و ره فنحصل على القاعدة ناظمية التعامد (3/1/10,1/19/10) > ينا 
u = )-1/ 7, 3V 10(‏ إذن 





ا ےچ 
Vi vî‏ 
کو و 
VI 8‏ 
4 
المسائل 38.20-32.20 لتقطير المصفوفة المتناظرة او 
4~ 





أوجد الحدودية المميزة (⁄)4 ل ©. 

E‏ 135-406 - ممم د إج | ديزي +ی + ©) + #زن)ن- 7 - ()4 . [هنساء ,€ هسو متعامل .0 فسي 
[C= (cy)‏ 

أوجد القيم الذاتية ل © أو بتعبير آخر؛ جذور ()4 . 


8 إذا كان ل ()4 جذر منطق فلا بد أن يقسم 400. نختبر 5 





وبذلك. يكون 1+5 عاملاً في ۵)۵ , وتکون (16-:)*(5+ :)= (111-80 - )(5+) *()۵ . ينتج عن ذلك أن القيم 
الذاتية ل © هي 5- =2 [بتكرار 2] و 16 =۸ [بتكرار 1]. 


الفصل 20 13 491 
8 أوجد متجهين ذاتيين متعامدين مقرنين بالقيمة الذاتية 5- د 
© اتطرج = :امن قطر 6 فنحصل على المنظومة المتجانسة 0= 42+ 8 - »16 0= 22- ره + »و 


0= 2 + ر2 - ٭4. ويكون للمنظومة حللآن مستقلآن حل مثل هذا يكون (0,1,2) ع ,؟. ‏ نبحث عن حل تان (ع,طية) > ربو 
الذي يكون متعامداً مع ,۷, أي بحيث أن 0= + 48-20 وايضاً 26-0 -6. حل مثل هذا يكون (8,4-,5-) 





4 


0 اوجد متجھاً ذاتیاً ۷ مقرناً بالقيمة الذاتية 16 -.2. 
© طرح 21-16 من قطر © فتحصل على المنظومة المتجانسة: 0 - يه + بره - پروتے 0= 22د 17y‏ د رهد 
0 - 20-202 - 48. وبذلكعہ تعطینا المنظومة حلاً غير صفري (2,1-.4) = ۷. [كما هى متوقع من مبرهنة 620 (ب). 
يكون المتجه الذاتي ,7 متعامداً مع ر۷ و را]. 

0 أوجد مصفوفة متعامدة 7 بحيث أن ۲7'۵۶ قطرية. 


8 نناظم ں۷ ۷ پ۷ فنحصل علی القاصدة ناظمية ‏ التصامد (1//5,2//5 ,0) تبس (ق5۷/105.,4۸۷-) ھ ہیر 
(2/۸/۷71,1/1- ,4۸۸۷71) ۔- ر. إذنء تكون ١‏ المصفوفة التي أعمدتها له ينه پلا۔ وبذلك. 


171 0-5085 5 
و 5 ]۷م 
16 


۷105-17 8۸۔ 1/۷5 
1V7‏ 400/105 5ہ٭ 

0 ليكن الشكل التربيعي ”42 - ر4 - ×8 + ر ر16 د 11۸ = 27 )ې 

الشكل القطري 


ا بما أن © هي المصفوفة التي تمثل 4, نستخدم المصفوفة 8 أعلاه فنحصل على التغيير المطلوب للإحدائيات: 


أوجد تغييراً متعامداً للإحدائيات يحول © إلى 





يتحول 4 تحت هذا التغيير للإحداثيات إلى الشكل القطري ‏ 162 + “ر5 ¬ ×5 = (2. »)ي 
0 أوجد تأشيرة . 
لا بماأن هناك مسدخليسن قطرييسن سالبين ومسدخل قطري مسوجب, #022 و21 ۶. وبذلك, 
1 - د 1-2 د 8 - Sig) =P‏ 
0 لنفترض آن 7 قرین - لذاته وآن 0= (س(ن)۳) من أجل كل 7©ن. بيّن أن 17-0 
8 نعرف, من المسالة 23.20 ان النتیجة صحیحة من اجل الحالة العقدية؛ وبالتالي؛ نحتاج فقط إلى النظر في الحالة الحقيقية. 
نفك 8 7 
(Tu), w) + (T(w). 0) =0‏ 00 


بما آن ‏ قرين ‏ لذاته. وبما أن الفضاء حقیقي یکون لدینا (700(,8) = w0‏ = 1 . بالتعويض بهذا في (1» 
نحصل على 0“ (,()7) من أجل لي ۷6۷رہ ویذلك ۲0 
0 لنفترض أن 7 قرين لذاته و 0= 1. بین أن 0= ٣‏ 

{TOI = (TOTO) = (vT) = lv, 0v) = (v0) =0 EV لسدينا من أجسل أي‎ # 


وبسذلك 
٣) =۵‏ . إذن 7500-0 بماأن 7500-0 من أجل كل ۷€۷ یکون لدینا ۲۵0 





2 تا المؤثرات الخطیة على فضاءات الجداء الداخلي 


408 


420 


40 


40 


40 


46.20 


بین ن 1*7 و ۳۳۴ قرینان - لذاتهماء من اجل آي مؤثر ٩‏ على ۷. 

س °= °= "7 وبالتالیء یکون ٣*٢‏ قريناً - لذاته. ايضلً ‏ “۲= °1° 1° = *°(*۳]» 
وبالتالي» یکون "1۳ قریناً لذاته. 

بین لن *7 +7 قرين لذاته. من أجل أي مؤش 1 على ۷۔ 

چ 7°+ T° +° * =+ =T‏ = °(* + وبالتالي» یکون ۳+۲۳ قریناً - لذاته. 

عرف مؤثر القرين . المتخالف. 

# نقول عن مؤثر خطي 7 على 7 أنه قرين ‏ متخالف إذا T° =-T‏ 

لنفترض أن "1 قرين - متخالفء أي لنفترض ۳-ےس *5. لتكن ۸ قيمة ذاتية ل '7. بيّن أن .12 عدد تخيلي, أي أن ۸-=۸. 
ھ لیکن ٢‏ متجهاً ذاتياً غير صفري ل 7 مقرناً ب.23 آي أن ۷= ()7 مع 0*ء. وبالتالي 0,0(*0). نبين أن 
~v, = (A) = (TOV), = (vT ° (VD = (vT) = (vv) = “2v,‏ = ۷ . ولکسن 0ء(۷,۷): 
وبالتالي 4-=۸ أو ۸-=۸. وبذلك. تكون 2 تخيلية. 

بین ان ۲-۳ قرین ‏ متخالف من أجل أي مؤش خطي 7 على ۷. 

~)T-7*( 9‏ = - °= "*- °= "(°-)» وبالتالي» يكون ۲1-۳ قرین ۔ متخالف. 
بِيّن أن أي مؤثر 7 يكون مجموع مؤثر قرين - لذاته ومؤثر قرين - متخالف. 


8# نضع (*1/220+1» 8 ى(*1/2)5-7دتل. إذن ۲8+1 حيث 
S" = ((2(T +T*))" =1/2(T* +T°**)=12(T® +T) = S‏ 


و - = (® 1 - ؟)1/2~ = (7- ° )1/2 = *((*7 -1) 1/2) > *ل1. أي أن 5 قرين - لذاته ى ذا قرين ‏ متخالف. 


0 مؤثرات متعامدة وواحدية 


47.20 


عرف مؤثرا متعامداً وواحدیاً۔ 

#٭ لیکن ا مؤثراً عکوساً علی ۷ بحيث إن ' ”= *نا أو بشكل بديل 1= 0*1 = * لاء إذن نقول أن لا «متعامدء 

أى «واحدي» وفقاً لكون الحقل الاساس حقیقیاً او عقدیاً 

تعطينه مبرهنة 9.20 والتي سوف تبرهن في المسالة 55.20 تمييزاً بديلاً لهذه المؤثرات. 

مبرهئة 9.20: الشروط التالیةہ حول مؤثر ئا تکون متکافثة: 
(0 14ح *ناء أي أن 1- نا٭ناے *تانا [ٹو نا واحدي (متعامد)]۔ 
(1) يحافظ ذا على الجداءات الداخلية, لي أن ((w)نا,(۷))‏ من أجل كل ۷,۷۴۷. 
(11) 1 يحافظ على الأطوال» آي أن !“ال - 21110001 من أجل كل ۷6۷. 

وليس من الضروري أن يكون مؤثراً متعامداً متناظراً وبذلك قد لا يمثل بواسطة مصفوفة قطرية بالنسبة 

لقاعدة ناظمية ‏ التعامد. ومع ذلك فإنه يكون لمؤشر 1 مثل هذا التمثيل القانوني البسيطء كما تصفه مبرهنة 
0 إ(والتي سوف يتم إثباتها في المسائة 58.20]. 

مبرهنة 10.20: ليكن 7 مؤثراً متعامداً على فضاء جداء داخلي حقيقي 7. إذن, توجد قاعدة ناظمية ‏ التعامد 8 ل ۷ بحیث آن 
التمثيل المصفوفي ل ١‏ في القاعدة 8 يكون في شكل المصفوفة في شكل 1-20. 


[قد يتعرف القارىء على أن القوالب القطرية 2<2, في شكل 1-20ء تمثل دورانات للفضاءات الجزتية ثنائية البعد المقابلة], 


الفصل 20 0 493 


48.20 لنفترض أن ”۸+ ”:7 هو المؤثر الخطي الذي يدير كل متجه ۷ 


حول محور <2 بزاوية ثابتة 8ء أي بفرض أن 
)2ر0 cos 0 = y sin 0.x si 0 + y e05‏ ( = ¥2( مل ۳ متعامه؟ 


8 کیا يتضح عن شکل 2-20 فإن طول ۷ (المسافة من نقطة الاصل) لا يتغير تحت الدوران ١‏ وبذلك. يكون ٣‏ مؤثراً 
متعامداً. 





شكل 1-20 


310) 


شكل 2-20 


x 


0 ليكن F:R?—+ R^‏ المؤتر الخطي الذي یعکس کل متجه ۷ خلال المستوی ۸۷۰ ي لیکن 


(2- رم ے ر0 F Ja‏ 
متعامد؟ 


8 يتضح من شكل 3-20 أن طول 1 لا يتغير تحت الانعكاس 5. وبذلك. يكون 7 متعامداً. 


شكل 3-20 





ليه 
Fu)‏ 7 


50.20 أعط مثالاً لفضاء متجهي ۷ لا نھاتي البعد وتطبیقاً خطیاً ۳۷۷ 
گلا ليكن ۷ الفضاء -را المتتاليا 


لا تتحقق من أجلها مبرهنة 9.20. 
ات اللأنهائية (سوااري8) > 7 أو أرقسام الحقيقية ,4 بحيث أن > 2م 8 وليكن 


4 ٴا المؤثرات الخطیة علی قضاءات الجداء الداخلي 


51.20 


52.20 


53.20 


54.20 


55.20 


56.20 


57.20 


م۷ :7 المؤثر الخطي المعزف بواسطة ‏ (..يقريم0) > ل. )۲ من الواضح., أن 7 يحافظ على الجداءات الداخلية 
والاطوال. ومع ذلك لا يكون 7 غامراً لان (....1.0,0), مثلاّہ لا ینتمي لصورة "7 وبالتالي» لا يكون 77 عكوساً. 
لنفترض أن لا واحدي [متعامد]. بیّن أن * تقايس على . 


# إن تقايساً على ۷ هو تطبيق يحافظ على المسافات. [تذكر أن | - 80 > (۵)۷,۷ هي المسافة بين ۷ و ۷]۔ ہما ان ا 
واحدي [متعامد]؛ إذن لاو - ۷ا = اا(w‏ ~ 0)۷ - :ٹا - (00ن1| . وبذلك, يكون 11 تقايساً. 


لنفترض أن 7 واحدي [متعامد]. . ولتكن .( قيمة ذاتية ل 7. بين أن 1= 1۸1 
ل لیکن ۷ متجھاً ذاتياً غير صفري ل 7 مقرناً ب-.3ء اي ان ۷= (۷) مع ۷*0 وبالتالي, يكون (۷,۷) موجباً. 


نبیسن أن (دره) - ((ه)ل,ه) - ((ه)1*1 ,ن) - ((م)7 ,(7)0) - زم رمد)* (م مامد ,)=( )۸ ولکن 
0“ ره ,ن) ؛ وبالتالي 1عد. إفن. ۸۰1| 


مبرهنة 11,20: إن مصفوفة عقدیة ۸ تمثل مؤثراً واحدياً (] [بالنسبة لقاعدة ناظمية التعامد] إذا وفقط إذا تود خم 

مبرهنة 12.20: إن مصفوفة حقيقية 4 تمثل مؤثراً متعامداً لآ [بالنسبة لقاعدة ناظمیة ۔ التعامد] إذا وفقط إذا "۸= "4 
[أي أن المصفوفات الواحدية والمتعامدة تمثل مؤثرات واحدية ومتعامدةء على الترتيب» وبالعكس]. 

اثبت مبرهنتي 11.20 ي 12.20. 

نعرف من مبرهنة 1.20, ان المؤثر القرین "0 يمش بواسطة *8 في الحالة العقدية و "4 في الحالة الحقيقية. وبذلك, 

U0 =1‏ إذا وفقط إذا ۸ في الحالة العقدية و 1= ۸"۸ في الحالة الحقيقية. وبتعبير آخر. يكون 7 واحدياً 

[متعامداً] إذا وفقط إذا ' ۱۸ {AT =A"‏ 








بین أن 1- ۳۹7 قرين ‏ لذاتهء من أجل أي مؤثر خطي '1. 
(TT) ~1 =T* T° IT T1 5‏ = *(- 7 *0. إذن 37*31 قريئاً ‏ لذاته. 
أثبت مبرهنة 9.20. 


8 لنفترض أن تتحقق (0). إذن, (س,ہ) ٭ جو7 (-) < ((س٢.‏ "ا ,ہ) < ((۱) نا ,(م)نا)' »من جل کل ۷,۷6۷. وہذلفہ (3) 


تقتضي (01. الآن, إذا تحققت (01. فإن ||| - (م ١/)0,‏ - ((0)نا ,(1/)87)0- |إ(م)نة || . وبالتاليء (1) تقتضي (1(). يبقى أن 
نبين أن (11) تقتضي () 
لنفترض تحقق (11). إذن» (00(,۷ < (۷,۷) < ((0)(,170ا) < (0(۷نا*0ا). من تجل کل 7ا©0. وبالتالي, 
س (ں,(خم(ا - ن*تا) من أجل كل ۷۴۷ ہما ان 1- 1*1 قرین ۔ لذاته. فیکون لدینا 1-0 - 0*0 وبالتالي 


1= ا1 إذن, '“لا>*٭نا وھو المطلوب. 

لیکن تآ مؤثراً واحداياً [متعامداً] على ۷, ولیکن ۷ فضاء جزثياً لا متغيراً تحت []. بين أن 17/7 لا متغير تحت لآ. 

# بسا أن لا غير شاذ. فإن ۷ء (۷)لا؛ أي آنے یوجےہ مسن أجل أي 0. متجه ۷'6۷٢‏ بحیسٹ آن 
w‏ = (w)ل1.‏ لیکن ان 62٤۷-۶‏ إذن 0= س )v‏ = س )0 ,)ل( < (ہ,(٥نا)‏ . من أجل أي #۷«. وبذلك. ينتمي 
(0 نا إلی *۷. إذن, یکون “۷ لا متغیراً تحت 


6056 قماے 2 د = 0ے 2 ہے‎ 3i Ê 
0 بین ٹن کل مصفوفة 22 متعامدة ۸, بحيث أن 1 - (061)8, تكون في الشكل إن بم‎ 


من أجل عدد حقيقي 0 
# لنفترض ان( 4) > 4. بما أن ۸ متعامدة. فإن صفوفها تشكل مجموعة ناظمية التعامد؛ وبالتالي» ١‏ - 2ط + ثم 
| =+ م 0= 4+ ae‏ <5 - 8ھ المعادلة الأخيرة ناتجة من أن 1< (۸) 461 ننظر في الحالتين 0= 4 
و #0 4 كلاً على حدة 


58.20 
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تعطينا المعادلة الا 62-1 وبذلك | + -8. عندكذ, نحصل من المعادلة الرابعة 
ای و 7 
±1 = طا- ». ومن المعادلة الثانية على 02-1 +1 أى 4-0. إذن 


باه ك وی 


البديل الأول يكون في الشكل المطلوب ب 7/2- د 8, أما البديل الثاني فیکون في الشکل المطلوب عندما 7/2 =0. 

إذا #0 يمكن حل المعادلة الثالئة لتعطي 60/8- > 0. بالتعويض بهذه في المعادلة الثانية. نجد ١‏ د ثل + قو/7ةم 
أو ”ه = ”8ه + فط أو تم 2ل(2ه + 02) إى خل-2 اف وبذلك 4ه إى 4- -3. إذا 4- =4 إذن المعادلة 
الثالثة تعطي اط = »> وبذلك تعطينا المعادلة الرابعة 1 ¬ - وهو آمر مستحيل. إذن. 4 = 4. ولكن المعادلة الثالثة 


تعطينا عندئذ ع- - 8 وبذلك 











مام 
2 2م 
بما أن 1= + ”ي فيوجد عدد حقيقي 0 بحيث أن ۵ ہ٥‏ ه, 5106 - © بالتالي يكون ل 8, في هذه الحالة أيضاً. 
الشكل المطلوب. 


أثبت مبرهنة 10.20: ليكن 7 مؤثراً متعامداً على فضاء جداء داخلي حقيقي .١‏ إذن. توجد قاعدة ناظمية - التعامد 8 على ۷ 
بحيث أن التمثيل المصفرفي ل 7 في هذه القاعدة. يكون مصفوفة مركبة قطرية بقوالب. قطرية متكونة من الرقمین ! و 1-, 
وقوالب في الشكل 
—sin §,‏ 58م 
e‏ ھ0 

(أنظر شكل 1-20) 

WM‏ ٭جحے اود کا إذن» 17-5 + *7 ع *(*7 + 5)- *5. وبذلك. یکون 8 مؤثراً متناظراً على /. نعرف, 
من مبرھنة 7.20, آنه توجد قاعدة ناظمية التعامد ل ۷ تتكون من متجهات ذاتية ل 5. إذا كانت ارہ ترمز للقيم الذاتية 
المختلفة ل 5, فإنه يمكن تحليل ۷ إلى المجموع المباشر ي۷ ...© ر۷ ® ,۷= ۷ حیث یٹکون لہ ,۷ من المتجھات الذاتية 
العقسرنة یہ پ9 ف نبين أن كل ,ل لا متفيسر تحت 1. لنفنرض أن ,€۷ ۷ إذن 2= 8)0 
S(T) = (T + TOTO) = TOT + TY) = TS) = TOA) = ATOY) y‏ أي أن (70(6۷. وبالتالي, یکون ,۷ لا 
متغیراً تحت 7. ہما ان الہ م۷ متعامدة, کل واحد منها مع الآخر: ٠‏ فإنه يمكننا حصر بحثنا في الطريقة التي يؤثر بها 7 على كل 
إلا لوحدة. 

الديناء علی کل ں۷, ان 2۷ = (8)۷ = ۷( ۲ + ۴) نضرب في 1/, فنحصل على 0 > (1()0 + 5ب( --012. ننظر في 
الحسالتين 2+ =۸ و ۸*82 بشکسل منفصل إنا 22 -2, إذن £٨020‏ ۴) وهذا يقود إلى 

= 0)۷ ٭ ۳) او ۷س > (70. وبذلك تکون ٦‏ مقيدة على هذه ال إلا, إما 1 أو 1- 

إذا 2 + * 23 إذا لا يكون ل 7 متجهات ذاتية [المسالة 52.20] لأن القيمتين الذاتيتين ل هما | أو 1- . ينتج عن 
ذلك ومن أجل 0 * ,. أن 7 و (709 مستقلان ذاتياً. ليكن ۷ الفضاء الجزئي المولّد بواسطة ۷ و (70۷. إذن, يكون ا له 
متغيراً تمت ٣‏ لان 7 - 2/1000 1000 - ((70100. لدينا ایضاً 9۷۷۶ 18 ,9. كما أن “90 لا متغير أيضاً تحت 1 
[المسالة 56.20]. وبذلك. يمكننا تحليل ,۷ إلى المجموع المباشر لفضاءات جزئية ثنائية ‏ البعد ۷ حيث ال ۷۷ متعامدة ثنائیاً 
وحيث كل ا۷۷ لا متغیر تحت . وبذلك, ٠‏ يمكننا الآن أن نقصر بحثنا على الطريقة التي يؤثر بها 7 على كل ,11 لوحده. 

بما أن 150+ 7-27 فإن الحدودية المميزة (4)1 ل ١‏ مؤٹراً علی ۷۷ء یکون ۸۷+1 - 7> (0)ھ . وبذلك, فان 
محددة 7 تساوي اء وهو الحد الثابت في ()4 ينتج من مسالة 57.20 أن المصفوفة ۸ الممثلة ل ١‏ (بتأثيره على ,۷) نسبة 
لاي قاعدة ناظمية - التعامد ,۷ يجب أن تكون في الشكل 














(ee cos) 





٢٠ 6‏ المؤٹرات الخطیة علی فضاءات الجداء الداخلي 


ويعطينا إتحاد قواعد ال ,۷ قاعدة ناظمية ‏ التعامد ا۷ء ویعطینا إتحاد قواعد ال ,۷ قاعدة ناظمية ‏ التعامد ل ۷ يكون فيها 
التمثيل المصفوفي ل 7 في الشكل المطلوب. 


0 مؤثرات موجبة ومعرّفة - موجبة 
0 عرّف مؤثراً موجباً ومعرّفاً- موجباً 
8 نقول عن مؤثر خطي ۳ على فضاء جداء دأخلي ۷ أنه موجب [أو نصف ‏ معرّف] إذا 8 ۶ من أجل مؤثر ما 8, 
وبانه معرّف ‏ موجب إذا كان 5 غير شان ایضاً 
0 بین ان مؤٹثراً موجباً [اى معرّفاً موجباً] « يكون ايضاً قريناً ‏ لذاته. 
# لديناء من التعريف, أن ۶۶8*5 من أجل بعض 5. وبالتالي» .P* =)$*S(° =° $° ° =° $ =P‏ وبذلك 
يكون 8 قريناً - لذاته. 
المبرهنتان 13.20 و 14.20 المثبتتان في المسالتين 69.20 و 70.20, تعطيان تمییزات بديلة لهذه المؤثرات. 
مبرهنة 13.20: الشروط التالية حول مؤش ۴ متكافئة. 
() 72 ط, من أجل مؤثر قرين ‏ لذاته -1. 
رز 5*8 م من أجل مؤثر 5. 
(011) يكون 8 قريناً ‏ لذاته و 0< (ل,(0)) من أجل کل /1©نا. 
المبرهنة المقابلة من أجل المؤثرات المعرّفة ‏ موجبة هي 
مبرهنة 14.20: الشروط التالية. حول مؤثرٍ ‏ متكافئة: 
(ھ( 72 م, من أجل مؤثر غير صفري قرين - لذاته '7. 
)ھن 5*8 ۶, من أجل مؤثر غير شاذ 8. 
(011 یکون ۶ قریناً۔ لذاته و 0(0,(ت)۲) من أجل كل #0نا في ل. 


ab 


مبرهنة 15.20: تمثل مصفوفة عقدية (ي اھ مؤثراً موجباً [موجباً - معرّفاً] إذا وفقط إذا كانت 8 قرينة - لذاتها [أي 


إذا ۸= ”۸ فى الحالة العقدية و ۸= 87 في الحالة الحقيقية] وكانت م 4 bC‏ 4= |۸| آعداداً 
حقيقية غير سالبة [موجبة]. 
المسائل 66.20-61.20 تتعلق بمبرهنة 15.20 والمصفوفات التالية: 


u DD UD) 2f) 61م‎ (3) 40 


ِ 
f 


0 ھل ۸ معرف - موجبة؟ موجبة؟ 
8 بما ان 0= |۸| فإن 8 ليست معرّفة موجبة. ومع ذلك, فإن ۸ موجبة لأن 1 > 4, 41 0“ ]ھ۸] اعداد 
غير سالبة. 

0 هل 8 معرّفة ‏ موجبة؟ موجبة؟ 
8 بماأن 2-3, 4-3, 8-|8! اعداد موجبة. إذن, تكون 8 موجبة ‏ معرّفة [وبالتالي موجبة]. 

8 هل © معرّفة ‏ موجبة؟ موجبة؟ 


گلا بما أن © ليست قرينة لذاتهاء أي أن "#٣‏ فإن € ليست معرّفة موجبة, وليست موجبة. 


64.20 


65.28 


66.20 


67.20 


68-0 


69.20 


70.20 
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هل 0 معرّقة موجبة؟ موجبة؟ 


ھا بماأن 6-2 4-2 3= |0| أعداد موجبة, فإن © تكرن معژفة موجبة [وبالتالي موجبة]. 


هل ۴ معزفة موجبة؟ موجبة؟ 
8 بما أن 0< |8| فإن 8 ليست معزفة موجبة. ومع ذلك. فإن 8 مرجبة لأن 1ات4 اكل و0= |8| أعداد 
غیر سالبة 
هل ۴ معزفة موجبة؟ موجبة؟ 
8 بماآن 3- = !۴|ء فإن ‏ لا تكرن معرفة موجبة, ولا تكون موجبة. 
لنفترض أن ۳ مُىجب. ولتكن ۸ قيمة ذانية ل 1 بِيّن أن ۸ حقيقية وغیر سالبة 
8 ہما ان ٦‏ موجب» فهو قرين - لذانه؛ وبالنالي, .2 حقيقية. ليكن ۷ متجهاً ذاتياً غير صفري ل7 مقرناً ب۔۸ء اي ان 
TEN) # Av‏ 9 وبالتالي (۷,۷) موجب. بما أن 7 موجب, فإن 17-28*8 من أجل مؤٹر 5. نبين أن 
(SDD e! = )300,80((‏ = ° = ( 0 = ل = ا۷ بما آن (00(,5000) غير سالب 
و (۷,۷) موجب, فيكون لدینا آن ۔( غیر سالبةء وهو المطلوب 
لنفترض أن '7 معژف موجب. ولتكن ۸ قيمة ذائیة لہ 7. بن ان ۔( حقیقیة وموجبة 
گلا بما أن 8 معرف ۔ موجب: فھو قرين - لذاته؛ وبالتالي» تكون .2 حقيقية. ليكن ۷ متجهاً ذاتياً غبر صفري ل 7 مقرناً 
ب آي ان ل (۲0۷, 0*0؛ وبالتالي. (19,0 موجب. بما أن 7 معزف ‏ موجبء فإن 8*8 >7 من اجل مؤثر 
غير شساذ 5. وبسذلسك, 5)9(*0؛ وبسالنسالسی, یکسون  )50(,80((‏ مسوجباًً نبیسن آن 8)0 )8)v(‏ = ۷رس 
((5)0 ,(ه)5) > (ن ,زه)ى *5) د زم ,(7)0) > )۸٣,8(‏ × ( ,۸)۵ . ہما ان (۷۷) و ((5)0(,50) موجبان . فإن 2 تكون 
موجبة» وهو المطلوب. 


نيت مبرهنة 13.20 


8 ض أن () متحققة؛ أي أن 7-72 حيث 7 *"75. إذن, 7*15- 77> 5 وبذلك (0 تقتضي (01. لنفترض 
الآن تحقسق ((1). إذن ۴= ؟*8= **۶*8= ”(8*8) = ۴ا رن 8 ترس ل لذاتها کا 
0 ((5)0(,800) ٭ (سرن)؟ "3ا = ا)۴ . رلذلك (1) تقتضي (111). يبقى علينا أن نثبت أن (61 تقتضي (. 
انفترض الآن تحقق (11). بما أن < قرینة ۔ لذاتھا. فتوجد قاعدة ناظمية التعامد (,لد....,نا) لہ ۷ متكونة من متجهات 
ذاتية ل ۴ أي أن ,س < (8)0. نجد, من المسألة 67.20, ان الہ پ۸ اعداد ة غير سالبة. وبذلك. يكون ,۷۸ عدداً 
حقيقياً. ليكن 7 المؤثر الخطي المعزف بواسطة ,۷> (بع)7ء من أجل 1.....0 > 1. بما أن 1 ممثل بواسطة مصفوفة 
قطرية حقيقية بالنسبة للقاهدة ناظمية ‏ التعامد (,0) , فإن 7 يكون قريناً ‏ لذاته. وبالإضافة إلى ذلك, 
(عااط ع بعد د VATO) = VAN Ku,‏ = = (,) 7 . لجل كل 1. بما أن 72 و ۲ يتوافقان على قاعدةٍ ل ۷ء إذن 
= . وهذا يكمل إثبات المبرهنة. 














أثبت مبرهنة 14.20 


1# التفترض ۶ حبث ۴ غیر شاذ و =٣‏ *۲. إذن ۲۴7 ۲= ۲ وبالتالي () يقتضي 
(1). لنفترض الآن أن (01) متحقق. إذن, ‏ 5 2 8*8 - * ©2859 *(8*5) - "8م, وبذلك يكون 5 قريناً- لذاته. لنفترض أن 
#0 إذنء 5۵0(٥‏ لان 5 غیر شاذ؛ وبالنالي 0<((ةی 5)0 ۔ |إئین۔: 0< ((ی0)گ,(80) < (ن,(5)0 *5) < ٥(‏ 0ئ ۔ 
وبذلك. (11) بقتضي (011. ويبقى علينا إثبات أن (111) يقتضي (1) 

لنفترض الآن أن (111) متحقق. بما أن ١‏ قرين ‏ لذاته. فيوجد قاعدة ناظمية ‏ التعامد (يندء...,,ا4 للا متكونة من 
متجهات ذاتية ل ©: أي أن لاب( 7 (۵). نعرفء من مسالة 68.20. أن ال ,3 أعداد حفيقية موجبة. وبذلك, يكون 
7 عددا حقيفباً موجباً اکن ۳ الود الخطي المعرّف ب 70۷ 7(۷ من أجل مر....! > 1. ہما ان 7 








8 تا المؤترات الخطية على فضاءات الجداء الداخئي 


71.20 


72.20 


73.20 


74.20 


75.20 


76.20 


ممثل بواسطة مصفوفة قطرية حقيقية بالنسبة للقاهدة ناظمية ‏ التعامد [,ا) . فإن 7 يكون قريناً ‏ لذاته, وبما أن المداخل 
القطرية غي مفسري . فسإن 7 غير شائ. ولسديناء بالإضسافة إلسى ذلك ومن أجل 


۴ =۲ بما آن 17 و ۶ متوافقان على قاعدة ل ۷ قإن‎ . (= (VK) = RT) = NK, = A, = P(,) 
وهذا يكمل إثبات المبرهنة.‎ 


لى نا أن 


ملاحظة: إن المؤثز 7 أملاه هو المؤثر المعرف ‏ موجب الوحيد بحيث أن 73 > 8: ويسمّى الجذر التربيعي الموجب ل5. 





لنفترض أن 4 مصفوفة قطرية ذات مداخل قطرية حقيقية, لٹکن ي3, 
# ليكن 7 المصفوفة القطرية 7 ذات المداخل القطرية م1/5,,1/3:,...,1/3. إذن؛ “8-7 حيث 7 غير شاذة وقرينة - 
لذاتها [متناظرة]. وبالتالي؛ تكون ۸ معرّفة موجبة. 


ي۸ بين أن ۸ معرفة ‏ موجبة. 


لٹکن ۸ مصفوفة حقیقیة معرّفة موجية, ولتكن © مصفوفة متعامدة. بيّن أن 0180 > 0780 معرّفة موجبة. 
8# يما أن 8 مصفسوفة حقيقية معسرّفة مصلوجبة فإن 4-878 حيث 5 غير شساذة. إذن» 
(©50(76) > 0775(0 > 0740 حيث 50 غير شاذة. ويذلك» تكون 0740 معرّفة موجبة. 
المسائل 77.20-73.20 يتعلق بالمصفوفة ( )=4 - 

هل ۸ معرّفة موجبة؟ 

ھ بماأن 5= ره 5= ره و24= |۸| آعداد موجبقہ فإن 4 تكون مصفوفة معرّفة موجبة 
أوجد مصفوفة متعامدة @ بحيث تكون 07۸0 قطرية. 

# الحدودية المتميزة )۵ ل 4 تكون 


وس وہ 
کات ا رو 
وبذلدہ تکون القیمتان الذاتیتان 6 و4 نعوض ب6٣‏ في المصفوفة 45-48 فنحصل على المنظومة المتجانسة 
التي لها حلّ غير صفري (1,1) = ,۷. نناظم ,۷ لإيجاد الحل الوحدة (1/۸۷7,1/۷2) ×8 

ثم نعوض ب 4= في المصفوفة 11-4 فنحصل على المنظومة المتجانسة المقابلة ‏ 0 - بإ يرس , 
والتي لها حل غير صفري (1-,1) ت ے۷ نناظم پ۷ فنجد الحل الوحدة (1۸/2- ,1/۷2) * ر« . 


لتكن أخيراً © المصفوفة التي عموديها ,لا و رنا على الترتيب؛ إذن 


)4 - ہزم £( = 24 +10 - “دم دماد يه 





٥ھ‏ وسر مع رہ 


0= وسر 


0 
75 75 60 
ہے کو 2 ° 670-69 
2 

أوجد الجذر التربيعي 8 د(0 6)- و0 دم 

8 ناخذ الجذرين التربيميين للمدخلين القطريين فنحصل على (؟ )= 


بیّن ان ”080 = ۲ هو الجذر التربيعي ل ۸ 

8 لدينا 0-80 - 48-0780 وبالتالي» "80@ = Q80”‏ = 4. إِذن. 

مه احوهن ع ا-ن2ون - زاحووي)را-050) - (05079)0507) = *1. ایض ومن المسالة 71.20 تكون 1 معرّفة 
موجبة. وبذلك/ تكون 1 الجذر التربيعي الموجب ل . 





الفصل 20 3 499 


0 اوجد 7 الجذر التربیعي الموجب ل ۸. 


1 1 1 1 

۷6-2 1/۷6+2_ |۷ ۱۱۱۷۸[ ۷۶۱/۸۷ ١۷۷ا‏ عم ل 

)6+2 وہ ا 3 207 
FB 7‏ 


0 المؤثرات الناظمية 


78.20 


79.20 


80.20 


81.20 


82.28 


عرف مۇثراً ناظمیاً 
8 نقول عن مؤشر خطي 5/ على فضاء جداء داخلي ۷, آله ناظمي إذا كان 7 يتبادل مع قرينه. أي إذا ۲*71 = 1۲ 
[بالمثل» تكون مصفوفة عقدية 4 ناظمية إذا لهم "م ع “هن وتكون مصفوفة حقيقية ناظمية إذا [AAT = ATA‏ 


بيّن أن المؤثرات القرينة - لذاتها والواحدية [المتعامدة] تكون ناظمية. 


® انفترض آن ٣٦ ٣‏ إي أن 7 قرین ۔ لذاته. إذن» 1°۲۳ = 1۳= ۲۳۴ وبالتالي یکون 7 ناظمياً. لنفترض أن 
ا آي آن ۳ واحدي [متعامد]. إذن, ‏ 7*7 1ے ٭۳۳ن وبالتالي يكون 7 ناظمياً 


مبرهنة 16.20: ليكن 7 مؤثراً ناظمياً على فضاء جداء داخلي عقدي منته ‏ البعد ۷۔ إذن, توجد قاعدة ناظمیة - التعامد ل ۷ 
متكونة من متجهات ذاتية ل 77 أي أنه يمكن تمثيل '7 بواسطة مصفوفة قطرية بالنسبة لقاعدة ناظمية - 
التعامد 

نقدم فيما يلي المنطوق المقابل من أجل المصفوفات: 


مبرهنة 17.20[شكل بسديل لمبرهنة 5.20]: لتكن 8 مصفوفة ناظمية. إذن. توجد مصفوفة واحدية # بحييث أن 
۶ھ ۶۴ سے ط۸٣٣‏ < 8ا تکون قطریة 


المسائل 82.20-80.20 تتعلق بالمصفوفات التالية: 
2ة =4 )#00 coi)‏ 
هل ۸ ناظمية؟ 
8 تحسب 
و و کا = 44 
م a42)“‏ لت )ھ۸ 
بما أن ۸*۸ ء> ٭۵۸۸. فإن 4 تكون ناظمية. 
هل 8 ناظمية؟ 


نٹ 
(7 ل 


بما أن 8*8 ع ٭88, فإن 8 ليست ناظمية. 





هل © ناظمية؟ 


0 0 المؤذرات الخطیة على فضاءات الجداء الداخلي 
!لا نحسب 
+2 2 4 1 4 سے 
COC? = -‏ 
(i e 2-7 =) 6 5‏ 


80 2(2 ار ذ)دہ!ہ 


ہما ان ©*0© - *60, فإن © تكون ناظمية. 





المسائل 86.20-83.20 تتعلق بمؤثر ناظمي . 
0 بین ان 0= (7)۷ اذا وفقط إذا 0= (۳۹)۷. 


اگ هبشن أن ((ه)*7 ,زه)*1) - ((م )1 ,(7)0 ): ((د)*1 ,(م)*1)- (زه) 17 .)7)v(, 7)0(( = )v, 7°) = (v,‏ وبسذلك 
70-0 إذا وفقط إذا 0= (1*)۷. 


0 بيّن أن 7-21 ناظمي. 
ا نبين أن 2“ تبديلي مع قرينه: 


(T~ A(T AD" = (T— AI(T* = AF) = TT* AT" - AT + AF 
= T TAT ~ AT* + 1= (T* = XI(T-— ۸1) 
= (T- A(T ~۸1) 
ناظمياً.‎ ٣ - 31 وبذلك. يكون‎ 
.7* بين أنه إذا 2۷ = (100, إنن مل - (7”*)0؛ وبالتالي فإن آي متجه ذاتي ل 7 يكون ایضاً متجھاً ذاتیاً لہ‎ 0 
إذن 0= 2۸0)0-). ہما ٹن 7-37 ناظمي, يكون لدينا 0 - (21(")0 - 7). وبذلك, يكون‎ =v إذا‎ 8 
. 0-((ل2- "5 وبالتالي سد ع (ن)*7‎ 
بين أنه إذا »ارخ > (1)۷ و ۷= (1)۷ حيث ي(*3#, إذن 0خ («,0)؛ أي أن المتجهات الذاتية ل 7 المقرنة بقيم‎ 0 
ذاتیة مختلفة تکون متعامدة.‎ 
دی٠ (س‎ = (A, w) = )7)0(, ( < )0,7۹۶)۶(( < ے (سي۸,:)‎ )۴۴- ۸7()۸( = 0:3, (0, w) = (0, ¥ نبين أن(‎ 18 
ولکسن رةك 2؛ إنن 0= (سرب).‎ 
.16.20 أثبت مبرهنة‎ 0 
يكون البرهان بالاستقراء على بعد . إذا 1= ۷ال فإن المبرهنة تتحقق بسديهياً. لنفتزض الآن أن‎ #8 
م > لا نمأل ہما أن ۷ فضاء متجهي عقدي, فإنه يكون ل 7 قيمة ذاتية واحدة على الأقل وبالتالي متجه ذاتي غير صفري‎ <1 
فإن الفضاء‎ ١ لیکن ۷ الفضاء الجزئي في ۷ المولّد بواسطة ۷ء وليكن ,لا متجه وحدہ في ۷۷. ہما آن ۷ متجه ذاتي ل‎ ۲ 
الجزئی ۷۷ یکون لا متغيراً تحت 7. ومع ذلك فإن ۷ يكون يضاً متجهاً ذاتياً ل *7 (بالمسالة السابقة)؛ وبالتالي» يكون ۷ لا‎ 
متغيراً آيضاً تحت *7. لذلك, يكون “/7 لا متغيراً تحت * *7 -7. ويكون التقييد 7 ل 7 على +77 مؤثراً ناظمياً أيضاً‎ 
نوجد. بالاستقراء؛ قاعدة ناظمية  التعامد (إلاء....رنا4 ل “۷ متكونة من متجهات‎ im W۷ لان 1ح‎ dim W - زع‎ 
ذاتية ل 4 , وبالتالي ل 5. ولكن 0- (إناء,نا. من أجل فى لان ۷چت ينتج عن ذلك أن (ہرنایقت)‎ 
مجموعة ناظمية  التعامد وتتكون من متجهات ذاتية ل '1. وهذا يكمل البرهان.‎ 





0 مبرهتة طيفية 


0 عزف مؤثراً قابلاً ‏ للتقطیر۔ 
8 تقول عن مؤثر خطي ۰۲ على فضاء جداء داخلي /. أنّه قابل ‏ للتقطير إذا كانت توجد مؤثرات 
وسلّميات ہ...ہ۸ بحيث أن 





89.28 


90.20 


91.20 


92.20 


الفصل 20 0 501 


)0 مل(+...+ بلب( + بلب( ٣>‏ زرں وو ری سد رت 


0 1 


û}‏ 1ع 8ا+...+ بت + رظ EE, =0 (iw)‏ من أجل كل ز#ا. 
عرف إسقاط متعامداً. 


ل نقول عن مؤثر خطي 8 على فضاء جداء داخلي ۷ء آنه إسقاط متعامد إذا ٤‏ = 8 [بذلك. تکون المؤثرات الخطیة ,5, 
في المسألة 88.20, إسقاطات متعامدة]. 


الننظر في مصفوفة قطرية؛ مثلا 


8 لنکن 


0 0 





1# من أجل‎ EE, =O B= E, CD) رظ‎ +E, +E, #1 GD) «A = 2E, + 38, + SE, O) ù 





قيل سابقاً أن مؤثراً 7 يكون قابلاً ‏ للتقطير إذا آمکن تمثيله بواسطة مصفوفة قطرية بالنسبة لقاعدة ما. ما هو السبب وراء 

إعادة تعريف المؤثرات القابلة ‏ للتقطير في المسألة 688.20 

8 إن التعريف في المسألة 88.20 لا پستخدم مفھوم المصفوفات: وبالتالي يمكن تطبيقه أيضاً على الفضاءات لا نهائية ‏ 

البعد ۷۔ وتتطابق التعریفات عندما یکون ۷ ذا بعد منته. كما يتضم من المسألة 90.20 

أعد صياغة المبرهنتين 7.20 و 16.20 باستخدام تعريف المسألة 88.20 حول المؤثرات القابلة للتقطير. 

مبرهنة 18.20 [المبرهنة الطيفية]: ليكن 7 مؤثراً ناظمياً [متناظراً] على فضاء جداء داخلي عقدي [حقيقي] منته البعد ۷. 
إذنء توجد إسقاطات متعامدة 8 على ۷ وسلمیات 





پش..سہ ہحیث أن 


وق کاپ پر یپ ری + {iii} T= XÊ,‏ 


, 
E EDD) B, FE, +..+E, =1 (i) 








1 قرميز متجهي في 27 


121 


221 


321 


421 


51 


6 


221 


821 


9.21 


502 


عرف الترميز زة في 7 

© يستخدم الترميز (1,0,0) > 1 (0,1,0) = زء (0,0,1)= » من أجل القاعدة المعتادة في ۴ 

اعد كتابة (5,6-,3) = ۾ و (2-,1,3) = ۷ في الترميز زف 

18 بما ان (0,0,1)ء + a)1,0,0( + b)0,1,0(‏ = (,ا,a).‏ يكون لدينا 6 + ز5 - (3 ع م و 3-2 + 1< ۷ 

اوجد الجداءات النقطیة ف4 و ى 

© ہما ئن فہ کہ کا متجھات وحدق فان اد1 1- فلي اع طعل 

أوجد الجداءات النقطیة زار .ف وغل 

8 ہما ان 4ہ ؤ. کا تشکل قاعدة ناظمية ‏ التعامد. فهي متعامدة؛ وبالتالي 0 > فل 0 - كلل و0 - ال 
المسائل 8.21-5.21 تتعلق بالمتجھین رة + ره + أيه > نا ر علرط + أرط + ارط = ۷ہ 

أعط صيغة من أجل 7+ نا ى نهر حيث ء سلمي في 2 

8 باستخدام حقيقة أن 1 ز, ۸ تشكل قاعدة ل 7, نجد أن عللوط + ھ) +٣‏ زارط + )+ الط + ,ھ) = + لا 

و عليقء + قيقع + ca‏ = اع 

أعط صيغة من أجل الجداء النقطي 'ا.ناء 

8 نستخدم تعريف الجداء الداخلي في *8؛ فنحصل على وطية + رطية + ينابة > لادلا 


أعط صيفة من أجل الجداء التقاطعي ا<ا نا. 


پل ا ار“ :8إے 
گار ۵| +لاھ و 5 ما 020 
أو بشكل بديل 
ام ij‏ 
ره يه uxXu™ id,‏ 
bı bı bı‏ 








أعط صيفة من أجل النظيم ان ۔ 


|۷ = vT = Va + a; + a2 0 


أوجد الجداءات التقاطعية ixj‏ ءال ۱×ظ ,jxi‏ باعل جا لق 

kxj=-i jxi=ky kxi=j ,jxk=i dixj=k ia #‏ رہے ظ× بتعبیں آخر, إذا نحن نظرنا 
إلى الثلاثية [kرزرة]‏ كتبديل دوري» آي منسقة حول داثرة في اتجاه عكس عقارب الساعة كما في شكل 1-21, فإن جداء آي 
اثنين منها في الاتجاه المذكور یعطینا المتجه الٹائٹ, ولکن جداء اي اثنین منھا في الاتجاہ المضاد يعطينا سالب المتجه الثالث. 


1021 


111 


12.21 


1321 


14.21 


1521 


11 


17.21 


18.21 


19.21 


20.21 


الفصل 21 تا 603 


1-21 شکل‎ 
k 


کی 
المسائل 3221-01 تتعلق بالمتجهات w =i + 5j + 3k va 3i + j~ 2k . = 2 - 3j + 4k‏ 
ارين E‏ 
® تجمع المركبات المقابلة. فتحصل على 28+ ڑ2 - 8ے ۷+ یر 
اوجد 30 - 20 


او نضرب المتجهين في العددين السلميين ثم نجمع 
2u — 3w = (4i — 6j + 8k) + (3i — 15j ~ 9k) = - 211 -‏ 


آوجد 4۷ + 2۷ - 31 

3u — 2v + 4w = (6i — 9j + 12k) + (6i — 2j + 4k) + (4i + 20j + 12k) = 4i + 9j + 28 8 
۔0.٢ آوجد‎ 

8 نضرب المركبات المتقابلة في بعضها ثم نجمع: 5- = 8 - 3- 6ے ۷ور 

W۷ أوجد‎ 

uw =2 15 +12 = ~1 لھا‎ 

آوجد ۷.۷. 

vw =3+5-6=2 قلع‎ 

أوجد ۵8ا ۔ 

8 نربع كل مركبة في لا ثم نجمع؛ فنحصل علی ٭[كل؛ أي أن 16-29 + 9+ 012 إنن ۷5ء |۷( _ 
أوجد ٦۷۱‏ ۔ 

. وبالتالي,. ۷17 = إاه||‎ fF s9+i+4=14 & 

آوجد ۷ . 


8 35= 9+ 25 + 1= ?س ؛ ربالتاني, ۷35- |[(إ 


أوجد ۷× لا 
el FE E‏ 
uxu= |2 ~3 4| = (6 4)i (12 + 4)j + (2 + 9)k = 2i + 16j + t1k ®‏ 
و ل کے 








[ملاحظة: لاحظ أن المركبة 3 یتحصل علیھا باخڈ المحددة «تراجعياء. أنظر المسالة 7.21 حول الجداءات التقاطعية]. 
آوجد ۳۷× تد 
كت £ 
SE 8‏ كرد مي 0و وی 3 2 
3 





4 0 تطبيقات في الهندسة والحسبان 


1 اوجد ۷× ۷. 








i f k 
3اع ملام‎ 1 2= (3+10) + (~2 9)j + (15 1k = ل 1416 + زور - رجر‎ 
کے تقر‎ 
۴×۷ :اوجد‎ 1 
¥ Xu <> ×-ئ)‎ v) = ~—(2i + 16[ + 111 > -21- 16-11 E 
.W ×۷ أوجد‎ 1 
ع برعا بون‎ (vy xX w) = (13 — 11j + 14j) = ~13 + 11j — 14j ھ‎ 
.wW ×1 أوجد‎ 2421 
.W XU (u X w) = ~(~29i ~ 24 +13k) = 29i + 2j - 13k © 
.۷ أوجد 058 حیٹ 8 الزاویة بين لا و‎ 1 
ا‎ RI ر۴‎ 
1۶11:7777 5 
أوجد 080 حيث الزاوية بین ۷ و ۔‎ 1 
سک بے ند مک نے کس وشن‎ 2 
۲۸۱۷ ۸/۱۷35 ۵8 
أوجد ۷ × ۷ہ‎ 2721 
وس‎ 
5ع 27 +20 +4 -6+6+60- |2- 1 تاعموصعٗ ےھ‎ 8 
و ےک‎ 





[لاحظ أن w۷ = de)۸(‏ × ۷ل حیث نہ ۷ ۷ صفوف ۸]۔ 
1 اعط تفسیراً مندسیاً لہ 0۷×۷ 


® القيمة المطلقة ل ».لا تمثل حجم متوازي السطوح المكوّن بواسطة المتجھات ۵,۷,۷ کما في الشكل 2-21. 


شکل 2-21 





2921 اوجد ۷۷×۵, 


گلا ہمان [,8,۴] تبدیل فردي لہ ([0,۷,۷), فیکون لدینا 115- > (٭ × 0.۷)- < لا ۷ 


30.21 


311 


32,21 


331 


34.21 


الفصل 21 1 505 
أوجد ‏ ۷8×۷ 
الا بما أن [۷:,۷] تبديل زوجي ل [8,.لا]» فيكون لدينا 115 > ۷ × ۷ل کد س×۷ 


أوجد 0.۷(×۷)۔ 


اله نعرفہ من المسألة 19.21 أن 11٤6‏ + [16 + 21 سے ۵×۷ إذن 





i j k 
(uxu)xw=|2 16 |= . 55Ji + (11 ز(6-‎ + (10 ~ 16)k = “7i + 5j - 66 

وی 

آوجد (30×)۷×۷, 

گلا يكون لديناء من المسألة [21.2, أن 14k‏ + 11 - 131 = س × ۷ إذن 
ع الى i‏ | 

39k = 2f + 24j + 17k‏ + 22( + )28 - 52( + )44 + 42~( = 4 3- 2 اا 

13 2-13 14 





[ملاحظة: لاحظ أن الجداء التقاطعي لا يحقق قائون التجمیع, ي [fu x v) x w # u X (v X w) jÎ‏ 
أوجد متجه وحدة يكون متعامداً مع 16+ [6 - 44 ع إن او 316- + 21 > رن 


گلا نحسب أولاً رنا+ ,نا > 0 والذي يعطينا متجهاً متعامداً مع ناو رلا معا 





i j k 
U Xu = اس ا‎ 1| = (18~ 1)i + (2 + 12)j +.(4 + 12 ع ع(‎ 173 + 149 + 161 
بے‎ 





نناظم ۷, بان نحسب أولاً [1۷. لدینا 741 = 256+ 196 + 289 > ۷| . إذن, 


1 1 
عدن كد 


Pl 21 (174 + 14j + 16k) 





2 


وهو المتجه المطلوب 





اوجد ٥‏ بحیث یکون ءاه + [3 + ف4 - 0 في المستوى ۷ المولّد بواسطة 3 - 2 +1 دہ یل + ز- 27ھ کہ 


8 لاحظ آن ۵ يكون في ۷ إذا 0× رس أي إذا 0= .det(4)‏ احيث ناه ,۷ ر۷ صفوف ۸. نضع 





4 3 ¢ 
1 2 -3|=32-18-c-4-12-12= 5-10 
2-4 








وبذلك 10- > ء5 وبالتالي 2- 





1 المستویات, المستقیمات, المنحنیات, السطوح في ۸° 


سوف نستخدم الصیغ التالیة 
(0) معادلة مستسي يمسر بالنقطسة (و#لان»)ي7 وباتجاه نساظمي + إن + له-1 تكون 
b(y ~ yJ + e(x ~ %9 =0‏ + ليه - 6)ة. 
(ب) التمثيل الوسيطي المستقيم ا یس عبر ې2 لا ېک)ړ۴ في اتجاه المتجه +٥٤‏ (ط + له ۷ یکون ني« + )هت جر 


=e 2, ¥ =4‏ او بشكل بديل: ال2 + ۲) + لر + )+ ال + 4۲) = 1)0 


N =F, + F,| + F, ٠ الناظمي على سطع 0- »)۴ يكون‎ N (ج) المتجه‎ 


6 0 تطبيقات في الهندسة والحسبان 


1 اوجد الصیفة ()۔ 
2 لاکن '(۲)۴۷۰ نقطة إختيسارية فسسي المستسوى. المتجسه ؛ من ,#2 إلسسى 8 يكسسون 
ڈد-ئ + زور- ن ++ زنیج سط ھت ۷ ہما آن ۷ متعامد مع کات + وط + له = ۸ (شکل 3-21), فإننا نحصل 
على 0= 2 - e)2‏ + ہر - ا ج×- 8ئ وھو المطلوب. 


2 







(2 ۷۲( :7)۸ 
2o)‏ مولا مجر 


شكل 3-21 


1 اوجد معادلة المستوی ذي الاتجاہ الناظمي +76٤‏ [6- [5ے ٦‏ ويحتوي على النقطة (2-,۲)3,4 
18 نعوض و 20 في الصيغة (1) فتحصل على 0= (2 + 7)2 + (4 - 600 - (3- »)5 کی 23- = 72+ ل6 - اگ 

31 اوجد متجياً ناظمياً لا على المستوى 3× 128 - و7 + :4. 
8 تعطينا معاملات ×, لا 2 إتجاهاً ناظمياً وبالتالي 12 - 7j‏ + ن4 = ۸ [إن أي مضاعف ل ١‏ يكون أيضاً تاظمياً على 
المستوی]۔ 

1 أوجد المستوى 14 الموازي ل 3 > 122 - 7۷+ ×4 ويحتوي على النقطة (1-,7)2,3۔ 
8 يكون ل]1 والمستوى المعلوم نفس الاتجاه الناظمي؛ أي أن 1216 - [7 + 120-41 ناظمي علی آ8 نعوض ب۶ و اط 
في الصيفة (ا) فنحصل على 0= (1+ 12 - (3- 700 + (2 -4)6 أو 41= 122 - ر7 + جه 

1 ليكن ۴8 و × المستويين 42=5- ر2+ × و32=7+ ر- ×2 على الترتيب. أوجد 056 حيث 0 الزاوية بين 
المستویین ۴ و 


# الزاوية 8 بين ۴ و × هي نفسها الزاوية بين الناظم ١‏ علی آ1 والناظم ۸ على 55. لدينا N =1 +2 - 4k‏ 
و 3+ زہ 2= N‏ إدن 12-=2-2-12= INP =4+1+9=14 (INP =1 +4+16 =21 NN‏ إنن 





ANS ل و‎ 
TRIN VA 76 





1 أوجد الصيغة (ب)۔ 
8 لتكن (2, ٣)»‏ نقطة إختيارية على المستقيم .آ. المتجه لا من ,7 إلى 8 هى 
للم - 2) + ور “ س) + ف(وx‏ - ٭) = ر۴ سام د مر )1( 
بما أن ۷ و ۷ لهما نفس الاتجاه [إشكل 4-21] فإن 
pw = t(ai + bj + ck) = atî + btj + cik‏ ع بور )2( 
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المعادلتان (1) و (2) تعطیاننا النتیجة المطالوبة 






Yo 20)‏ بونفمظ 


شکل 4-21 


1 أوجد المعادلة [الوسيطية] للمستقيم 1 الذي يمر بالنقطة (2-,۲)3,4 ويكون في الاتجاه 316 + [- 51 2 نر 
ل نعوض في الصيغة (ب). فتمصل على ع ا(2 - 31) + [إ(4 + ؛) + 3(14 + 56) ع 00ا 
4221 أوجد معادلة المستقيم .1 عبر النقطتين (5)1,3,2 و (6-,0)2,5. 
اھ نوجد اول المتجه ۷ من 8 إلى 0: 8 - 23 + 3ع 7 - © > .ثم نستخدم الصيغة (ب) ب ۷ وإحدى النقطتين, لتكن 
۴ فتحصل علی 2(16 + 84-) + ((3 + (2t‏ ور( + AAU = (t‏ 
43.21 لیکن 81 المستوی 15= 72+ لك + ×3. أوجد معادلة المستقيم با العمودي على 1 والمار بالنقطة (2,4-,5)1. 
8# بما آن ءآ عمودي على 1 فلا بد أن يكون في نفس إتجاه الناظم 7K‏ + [5 + 3 =۸ على 1. لذلك. نستخدم الصيغة 
(ب) ب N‏ و ۴ فنحصل على )4 + .L(D = (Gt + 1)i + (St ~ 2) + (7t‏ 
21 عرف منحنى في 8 
8 ليكن © فترة (منتهية أو لا نهائية) على الخط الحقيقي 8. إن دالة مستمرة 0+۸ :۴ تعرّف متحنیٗ في 8. وبذلك, 
تقرن بكل 160 نقطة ۴()ر + زط + (()۶ > (50 FR? yê‏ 
ملاحظة: لنفترض أن الدالة ۶)0 اعلاہ تمٹل موضع جسم متحرك 8 في لحظة زمنية . إذن» ترمن 08)0/1 > (۷۷ إلى 
سرعة 8, كما يرمز 041/00/01 < ()۸ إلى تسارع 8 
ائمسائل 49.21-45.21 تتعلق بالمنحنی التالي. حیٹ 5> †> 0 716+ زز4 + 3) + .F(0 = i‏ 
41 أوجد ()۴ عندما 4< ), 
88 نعروض ب 12 في ()۴ فنحصل على 8 + [10 + (4 > (5)2. 
1 أوجد (0)! عندما 1=4. 
F(D = F(4) = 16i + (12 + 4)j + 64k = 16i + 16j + 64k 18‏ 
4721 اوجد (0) عندما 6= ). 


٢(8‏ لیست معرفة عندما 4-6 لان نطاق ۶ هو الفترة >٢۲5‏ 0۔ 


٢ 8‏ تطبيقات في الهندسة والحسبان 


48.21 


49.21 


50.21 


51.1 


5221 


53.21 


54.21 


55.21 


56.21 


اوجد نقطتي الطرفین للمنحنی 


18 إن نقطتي الطرفين للنطاق همسا ٤-5۰۰0‏ وببسالتالي, نقطنا طرفي المنحنضی همسا پ4 > (0) 
.F(S) - 251 + 19j + 125k gy‏ 


أوجد متجه الوحدة 7 المماس للمنحنى عند 2= ) 


08 ناخذ مشتق ()5, نحصل على متجه ‏ يكون مماساً للمنحني: 





۷)0( 4 = 2fi + 3j + 321 


ثم نوجد ۷ عندما 2 -). يعطينا هذا: 12+ ز3 + 4= ۷. نناظم ۷ء لنحصل على متجه الوحدة ١‏ المماس للمنحنی عند 
2= لينا 13= ۷1 . إذن. 


المسائل 53.21-50.21 تتعلق بجسم متحرك 8 يُغطي موضعه عند اللحظة ) بواسطة 3k‏ + ز27 + ا - ()8. 
أوجد موضع 8 عندما 1 
8 نعوض ب-1 -] في ()8 فنحصل على 31 + [2 + 1 (8)1. 
آوجد السرعة ١‏ ل 8 عندما 1 » ). 
8 نأخذ مشتق 8)0 فنحصل على 


AR‏ جه 


V() = = 3j + 44j + 3k 


انعوض ب 1-1 في ا)۷ فنحصل على V{1) = 3i + 4j + 3k‏ = ¥ 

أوجد قيمة السرعة 8 ل 8 عندما 151 

له إن قيمة السرعة 5 هي مقدار السرعة ۷. بذلك, 4 - 3 + 16 + 9ع 012 = وبالتالي 1/384 - م . 
أوجد التسارع 2 ل 8 عندما 1= 1. 

ل ناخذ المشتق الثاني ل 1)0 أى, بتعبير آخر, مشتق ))۷ فنحصل علی 


6f + 4j‏ = مھ > (یھ۸ 





نعوض بہ 


-) في 400 فتحصل على [4 + 61 = (۸)1 
المسالتان 55.21-54.21 تتعلقان بالسطح التالي: 6 ے چر2 + قوير 





اوجد المتجه الناظم (2,ر.۸)»x‏ على السطح 

ھ اوجسد المشتقسات الجزئية ,۴ ,۴ حیے 16~ 22 + F2) = xy‏ لذا F, = 2xy +22 F,=y°‏ 
.F, = 2y‏ وبذلك )ر2 + ز(22 + ر×2) + ار = (2 ر)۸. 

أوجد المستوى المماس ]1 للسطح في النقطة (7)1,2,3۔ 

# إن الناظم على السطح في النقطة 8 يكون 4k‏ + 10 + 41 = (۸)1,23 = (۸)۴. وبذلك, یکون 2٤‏ + [5 +21 - 8ھ 
تجهاً ناظماً عند 8. نعوض ب8 و اا في الصيفة (!) فتمحصل على 0 * (2)2-3 + (2 - 500 + (1 - 20 أو 
.2x + 5y + 22 = 18‏ 


ن 1 الكرواني) 15 = 32 + ر2 + ×. أوجد المستوى المماس ١‏ في النقطة (۴)2,2,1. 
ليكن المجسم الإهليلجي (الكرواني) في 





51 


5.21 
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2 نوجد المتجه الناظم F,k = 2x + 4yj + 6zk‏ + زط + پزے مرا نحسب المتجه الناظم (تلا,»)]1 عند ۶, 
فنحصل على 61 + (8 + 4 = N)2,2,1(‏ = (). وبذلك, يكون 30+ (4+ 2= N‏ ناظماً للمجسم الاھلیلجي عند ۴. 
نعوض ب ۲ و ١‏ في الصيفة (1) فتحصل على 11: 0= (1 ¬ 3)2 + (2 - ی4 + رو - أ2 أو 15= 32+ ل4 + ج2 


المسالتان 58.21-57.21 تتعلقان بالدالة خر + ×< (لج)؟ حيث 2+ 2-22 يمثل سطحاً 8 في ۸. 
أوجد المتجه الناظم N‏ للسطح $ عندما 52× 3ل 
8 عل- [6 + 4= ¬ 2y(‏ + ا2۸ = [1-رام؟] = ۸ [ملاحظة: نستخدم حقيقة الله عسما دہ ووۃ ہ مم 
يكين لديا =٤‏ ,۴ 7> رظ ولد ديم 
أوجد المستوى المماس 11 للسطح 5 عندما 2 »« عق 


"ھ x=2 bj‏ 3-لا, إذن 4+9-13-* وبالتالي, تکون (۲2,3,13 نقطة على السطج 5. نعوض ب 8 
وکا - ز6 + ف4 = N‏ في الصیفة (آ) فتحصل علی 11: 0> (13 - ئ - (3- )6 + (2- »)4 إو 13= 2~ ر6 + ج4 





1 الحقول السلّمية والمتجهية 


521 


6021 


61.21 


62,21 


63.1 


64.21 


عرّف حقلاً سلميا. 

ا نقول عن دالة 8-8 :| أنها حقل سلمي في *8. بتعبير آخر, ٤‏ بقيمة سلّمية (2رلا,»)1 لكل نقطة 
2ر في 8. [بالمش, تسمى دالة 8+-8:/ حقلاً سلّمياً في 85]. 

عرف حقلاً متجها 

8 نطلق لے دائے 8د تچ مر إسم «حقل متجهي» فسي *8. بتعبير آخرء يقرن حقل متجهي ا متجهاً 
F(xy2j + F,(,y,Dk‏ + )۴ بکل نقطة (2رو)۴ في ۸. [ہالمش, تسمی دالة ”۸ ”۴:۸ حقلاً متجهياً في 

[R" 

ملاحظة: غالباً ما یکون نطاق حقل سلّمي او حقل متجھي مجموعة جزئية 8 في ”2 وليس 07 نس 
المسائل 64.21-61.21 تتعلق بالحقول التالية على نطاق 0: 

(1) درجة الحرارة في نقطة. 

(ب) سرعة الريح في نقطة. 

(ج) إرتفاع نقطة فوق مستوى البحر. 

(د) الحقل المغناطيس 


هل (ا) حقل سلمي آم متجهي؟ 

8# بما أن درجة الحرارة سلمية» فإن (1) يكون حقلاً سلمياً. 

هل (ب) حقل سلمي أم متجهي؟ 

ا إن سرعة الريح في نقطة تكون متجهاً ذات مقدار وإتجاه؛ وبالتالي؛ يكون (ب) حقلاً متجھیاً 

هل (ج) حقل سلمي أم متجهي؟ 

لا ہما أن ارتفاع نقطة كمية سلمية؛ فان (ج) حقل سلمي 

هل (د) حقل سلمي أم متجھي؟ 

8 إن الحقل (المجال) المغنطيس حقل متجهي؛ لأنه توجد قوة مغنطيسية ذات مقدار واتجاه عند كل نقطة. 


١ 0‏ تطبيقات في الهندسة والحسبان 
المسائل 67.21-05.21 تتعلق بالحقل السلّمي نر + "× = (2رلج)؟. 


1 أوجد ( ۴)۴ من أجل النقطة (4-,5,)1,2. 


8 7ت 21-8 (4-,1)1,2 ع )70 


6621 اوجد (یع)؟ من اجل النقطة (3,5-,2)ي8. 
ئگ [(ز-۔-15 - 4ھ (ی,1)2-3 = (PJ‏ 


6721 آوجد ۴)۴ من أجل النقطة (2-,۴)3,1. 
© 7 ے2 وے 2-,1)3,1 - ريمال 


6 ليكن الحقل السلمي ”ر2 + × = (رب»)ع في ۸. صف وارسم منحنيات المناسيب ل £ 


8 من آجل کل سلّمی 68> يوجد منحنى منسوبي >= ”ل2 + × (ر»)ع. تكون هذه المنحنيات قطوعاً ناقصة 
(إهليلجات) مراكزها عند نقطة الآصلء كما هى موضح في شكل 5-21. 


شكل 5-21 


المسائل 71.21-69.21 تتعلق بالحقل المتجهي التالي في 23 ءازدو ثم + ورتم + ترج شم + فم د (تراو)ظ 


1 اوجد )٢(‏ من أجل النقطة (4-.1,2),ط. 
PP, = FO,2,-4) = ~8 + (1 + + + 16)j + (1 + Bk = 8i + 21j + 9k WM‏ 


1 أوجد ۴)۴ من أجل النقطة (3,5-,2)ر۴. 


.F(P,) = F2,-3,5) = ~30 + (4 + 9 + 25)j + (4 + IS)k = —30i + 38j + 19k 8 


21 اوجد (۴)۶ من أجل النقطة (2-,۲,)3,1. 


F(P; = F(3,1,~2) = —6i + (9 + 1 + 4Q + (9 + 2k = ~6i + 14j + 1lk 8 


1 لیکن الحقل المتجھي ژر 1/2 ¬ × 1/2 = (و ,۴)۸ في ۸. صف الحقل. 
8# یوجدہ عند کل نقطة (80.1 في المستوى: متجه (۴)۴ الذي له ۲/2 الطول من نقطة الأصل 0 إلى ویکون عمودیاً 
على المتجه من 0 إلى ۴ كما هى موضح في شكل 6-21. 
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شکل 6-21 
41 مؤثر یل ٢ء‏ التدربء التباعد, الدوران 
1 عزف مؤثر يل. 
8 إن المسؤشسر المتجهسسي التفساضلسي دِلْء واللذي ذ زالسه ب لا, يعسسرّف بسواسضصطة 
Vaz D,i+ D,j + D,k®iD, + jD, + KD,‏ 1 حیث ,۱0 ,0ء ,0 ترمز للمشتقات الجزئية بالنسبة ل ×۰ ۷ء 2 على الترتيب 
اي آن 
تا زر كا زه وا رف و نے 
وہ رید ہہ یں دی 


بعمومیة آکبر يعرّف المؤثر يِل من آجل أي مجموعة من المتفیرات كاي بواسطة إي2.....ر2 .,2] دو 
حيث برمز ,0 للمشتق الجزئي بالنسبة للمتغير ,»د 

1 عزف تدرّج حقل سلمي 
8 لیکسن (۴۷2)؟ ‏ مسؤٹسراً سلمیساً إشتق اقباً. يعوّف تدرج/ . ونكتيسه /5 أ 7 ةاي بسواسطة 
۴ھ +ؤ(ل )ره خا[ )يط«رو)ورم ميم +84)-/9. لاحظ أن 5/7 حقل متجي. 

1 عزف تباعد حقل متجهي 
ا لیکو ۶۸ + زم +21 > (2 .ر ,۴ حقلاً متجھیاً إشتقاق 
Fk) = D{(F;) + D,(F2) + D,(F;)‏ + يم + اك ) ١لطرم‏ + D,j‏ 





یعرف تباعد 7, ونكتيه ۷۰۴ او i۷۴‏ بواسطة 
۷۴ . لاحظ أن ۷۰۴ حقل سلمي۔ 








1 عرف دوران حقل متجهي 


® لیکن ر۴ + فر - ر۴ > (2 ,يز ,»)م حقلاً منجهياً إشتقاقياً نعرّف عندئذ دوران ۴» ونکتبه ۷×۸٣‏ او ۴الت او 
*50]1 بواسطة 

سے و 
زم ہم D,‏ 
ظط f.‏ 
D,(F, Jk‏ - (ی۴),ط] + ([(,٤),ط‏ - (۴),م + ((5) ,ھ - (,0۶۔م] - 


0x F= (DA + Dj + D,K) x (Fi + Fj + Esk) * 








نلاحظ أن ۷×۴ هو أيضاً حقل متجهي 











2 ا تطبیقات في الھندسة والحسبان 


1 هل التدرج والتباعد والدوران مفاهيم معرّفة في ”8؟ 
8 إذا كسان )؟ حقسلا سلّمیاً فسي "3 فإن [(۰..,8,)7,(/)رط ,(/),ط] >٣<‏ ز ۷ن .وإذا كان 
(FFF‏ - 8 حقلاً متجهياً في "2 فإن (,1)ر2 + ۰۰۰+ (,5)۴ + )رم عم .5-9 #ذل. أما دوران حقل متجھي 
۴ في "۸ فإنه لا يكون معرّفاً إلا عندما 3= كما أنه تماماً لا يعرّف الجداء التقاطعي للمتجهات إلا في 87. [لاحظ أنه لا 
يمكننا استخدام الترميز لة في "۴]. 
مبرهنة 1 لنفترض أن ؟ حقل سلّمي إشتقاقي. وليكن (/),2 رمزاً للمشتق الإتجاهي ؟ في اتجاه المتجه :. إذن 


PAIXP)= (WP). TT = ۔‎ 4 


عند نقطلة ۲ في المجال. [مركبة التدرج ل ! في اتجاه المتجه نا مساو للمشتق الإتجاهي ل ؟ في اتجاه «]. 
1 اوجد تدرج ۲ء أي ۶۔ 
89 عالت + D, (Fy? + 2°)j + D, (xy‏ + نظ + رض ,مر > رت + غرضواھ +زھ +۵م٥۷۷-۰)۷‏ 
+ برد + لابرورة ع 
1 أوجد المشتق الاتجاهي ل۴ عند النقطة (8)3,2,1 في الاتجاه 26 + [- 2 - نا 
# نصب ۷۶ عند النقطة 8 316 + [36 +241 ع (1 ,2 ,96()3) - (ص)(/9) . ناخذ الجداء النقطي [الداخلي] ل (57()2) 
مع اء ونقسم على 3= ۷5 - 1/4+1-84 > [::]| ٠‏ لنمصل علی (7()۳),ط 


18 می رھ و E3‏ - روريم 


کے 


1 اوجد المشتق الاتجاهي ل؟1 عند النقطة (2,3-,0)1 في الاتجاه 216 -33 +017 
# نحسب التدرج ۷۴ عند النقطة 0: 271 + 41 - 81 > (2,3- ,9/2()1) - (17()0) . إذن 


170090 _ )8- ۔ (260 - 3ے 270 + زه‎ _ 58 
DAG) = ELE BA E C2) ود ے‎ 


المسائل 83.21-81.21 تتعلق بالحقل السلمي التالي في کر fy, = xÛ + y7‏ 
81 اوجد الندرج 97 . 
وس رصرد یرد ے ض] د [(ر ارط Y={P,, P,, D,, DAf™ [D(f), DF), DAF),‏ . 
8225 اوجد المشتق الاتجاهي ل عند النقطة (2,1-,8)1,2 في الاتجاه [2-,1,3-,2] = لا 
8 نحسب التدرج /9 عند النقطة 3[:8 ,24 ,8- ,1] > [1 ,2-,99/(]1,2) ع (م)(/؟) . ثم نوجد 
6 6- 72+ 8 + 2 - [2- ,1,3- ,2] :[24,3 ,8 ,1] حي ٠ )9/()5( ١‏ تحسب بعدكد 18-310/2/- 4+ 19+ 1/8 - إإعدز], 
إذن 


D24) = يك‎ 


1 أوجد المشتق الاتجاهي ئ۶ عند النقطة (1-,3,2-,0)1 في الاتجاه [2,1,4-,3] = ۷ 
گا لدينا (36,3- ,8 ,1] -[1- ,3,2- +97(]3) - (9/()9) ١‏ 
12-7 + 16-36 - 3ع [4 ,1 ,2- ١3,‏ [36,3- ,1,8] - ن )9/(0)09(٠١‏ ٭ ‏ ج٢۷‏ ۔- ۷۳777 - پاب( 
إذن» 37/7⁄30- = (©)(/),2. 


513 ٥ 21 الفصل‎ 


آئمسائل 89.21-84.21 تتعلق بالحقل المتجہی التائی: ماود + زڈور + × = z(‏ ,ر ,)۴ 
ي E‏ 0۷ 
841 اوجد التباعدم ¥۰ . 


D,{xy") + D,{xyz2) = 2 + 2xy + xy = 2" +3xy 8‏ + رجتیم,ھ - مدسو + زھو + DR)’ (xz‏ + رھ +ص سط0 


.۲)3,2,1( عند النقطة‎ ٣۰۶ اوجد‎ 8521 
.(V- FKP) =(V- FX3,2,1)=1+18= 19 8ھ‎ 
.0)1,-2,3( اوجد 7۰۶ عند النقطة‎ 881 
ي۰٠‎ F(0) =(V-F)(1, -2,3)=9~6=3 MB 
۔‎ ٣× آوجد الذوران ھ‎ 1 
0 j 3 
بط بھ بھ‎ 
x2” xy xyz 
= [D,{xy2) = D,(xy YF + [D,(x2°) = D,{xy2) + {2,(y) = D,(x2)]k 
= (ez = Oi + (2xz = yz) + (y~ OJk = xzi + (2x2 ¬ y2) + عار‎ 


YF ل‎ 








81 اوجد 7×۴ عند (۴)3,2,1. 
اگ ع4 + زه + 34 = )1 x F)(P) = (Y x FJ3,2,‏ ¥( . 
1 اوجد ۷×۴ عند (2.3-,0)1۔ 
8 .له +123 +ضق- 2 (2,3- ,01م »9 د (ھو)(۶ ×۳ 
المسائل 93.21-90.21 تتعلق ہالمقل المتجہي التالي: ما(زیر- صس) + رٹ + قر++ تس + 0 
91 أوجد التباعدم .9 
2°)j + (4 = yak] = D (xyz) + D(x? + y" + 2) + D,( ~ y2) 8‏ + شرج تم) + نمو ]ول + قرط + فرط) دم .و 


بر + ر = ر ر2 + وير سه 


. 0× ٣ اوجد الدوران‎ 1 
i j 7 
ا ےم‎ 7 PD, 0 
برد تير 7ے + ر + ر 2ری‎ 
)رد‎ ~ yz) ¬ D,(*? + y? + 2)i + [D,(xy2) 7 D,(x yz] 
+ {D(x + y? + 2*)— D,(xyz)jk 
=) - ا(2‎ + (ey - 2) + 2~ xk = ~32 + (ey <= 20j + (2x ~~ x2 )k 
. 0)0۰ F۴( اوجد‎ 21 
WV. F) = (D,i + D,j + )ارط‎ + y) = D,(yz + y)i+ D,(yz + yj 4 Dya 4 yk a (2 + نا عار + ولا‎ 


i 0 k . 0x) × ۴( اوجد‎ 21 
x(x F)= | DP, D, DP, 
برع رو - پور 32س‎ xz 


- )0 - ؤ(0‎ + )-3 - 2+ 2)j + (y~ 2 — Ok = (2 .- بر) + ؤ(5‎ > 2k 


4 0 تطبيقات في الهندسة والحسبان 

1 بین ان 0-(1/0* 7009 /, من أجل أي حقل متجهي ۷۔ 
8 النفترض أن )1 + ز6 +۴ =۷. إذن 

k 

D 


H 


SO SONE EN FEO.— FE 








ہنی 
oD‏ 


ویذكء 


H,, + G,, “ F,, =0‏ - رظ يي حرا >( -,6)رط +(),ظ - ,۶),ط +(,6 - ,),ط ٭ (۷× ٣۰٢‏ 


xz Fy وع‎ 


1 المعادلات التفاضلية 
31 آعد کتابة المنظومة التائیة لمعادلات تفاضلية في شكل مصفوفي: 
درف 


اھ لیکن (ث)عع 3 2 =4 ۔ إذنء تكون المنظومة مكافئة للمعادلة التفاضلية المصفوفية 6م > ]010/0 
1 لننظر في معادلة تفاضاية مصفوفية خطية 
ےم ^ 0 
Ax‏ =5 
ولنفترض ان ۶۲ = × تحويل متغيرات غير شاذ. بين أن المنظومة المْحَرّلة تكون في الشكل 
PAPY‏ = )¥( £ 

8 نعوض ب ۷= × في (1) فنحصل على 881 -46/(لا4)0. يما أن المؤثر التفاضلي خطي. فهو يتبادل مع 

المصفوفة ٭ اي ان ۶]8۷/00 > :0/زلا000. وبذلك, نحصل على ۸۶۷ - ۶]0۷/0. _بالضرب في '۶7, تحصل علی (1)۔ 
9721 لتكن المصفوفة ( 71 وُ) - 4 في المسالة 95.21. أوجد مصفوفة غير شاذة , بحيث تكون ‏ 7188 - 8 قطرية. 


# إن الحدودية المميزة (1)ھ ل ۸ هي 





رو- مرد-م6) ح6+ یھ گے کت | =4 = a=)‏ 
وبذلكہ تكون القيمتان الذاثیتان ا 4: 3 و 2. نعوض ب ٣-3‏ في المصفوفة ھ -1ا فنحصل على المنظومة المتجانسة 
المقابلة: 0 - بو+ «-, 20-0 + «2-, والتي لها حل غير صفري (1,1) > ۷. نعوض ب 2= في المصفوفة 


4 - 1ا فنحصل على المنظومة المتجانسة 0= ر+ ×2-. 0= ر+ «2-. ولتي لها حل غير صفري (1,2) = ر 
لتكن 8 المصفوفة التي عموديها ,۷ ى رلا على الترتيب. إذن 


e (1 1‏ 
(إ )= د )2 =P‏ 
1 حل منظومة المعادلات التفاضلية في المسالة 95.21 


# نحوّل المنظومة إلى الشكل القطري بواسطة تحويل للمتغيرات مستخدمين المصفوفة ۶ في المسالة 97.21. وذلك كما يلي: 


القصل 21 0 515 


x=r+s x r 
٦01) )مد( أ و مر سے پر‎ 
نجدہ من المسالتين 96.21 و 97.21, أن المنظومة تصبح, تحت ھذا التحویل للمتغیراتہ في الشكل القحلري:‎ 
dr 
2 
ds 
2 2s 


ويكون حل هذه المنظومة القطرية "عه = ي “0= ۽ حیٹ ٥‏ و تا وسیطین. نعوض في (1), فنحصل علی الحل المطلوب: 


x = ae” + be™ 
y = ae™ + 2be* 


المسائل 104.21-99.21 تتعلق بمنظومة المعادلات التفاضلية التالية: 


dx 
7 2+ 2 
dy _ 
= 2 +Sy +22 
dz 
22 ع سيره برو‎ 
اعد كتابة المنظومة في شكل مصفوفي.‎ 1 
التكن‎ © 
4 2 1 2 
4= 3 5 ا و‎ 
2 -4 -1 2 


اذن, تكون المصفوفة مكافئة للمعادلة المصفوفية ۸×۴ - 87/01. 


01 اوجد الحدودیة الممیزۃ ()۵ ل ۸. 





8 0( - رر + خع۔- ۲ > (صش ۸كا -/(رزرھ + وھ +۸4)+ ٹ(۸)! 
العنصر القطري ,0]. 
11 اوجد القیم الذاتية ل 8 أو بتعبير آخر, جذور )4 . 
8 إذا كان ل ۵)0 جذر منطق, فلا بد أن يقسم 10. نختبر ۲1ء فتحصل علی 
8+17-0 1 


1- +060 
1-7+0 





-()ه . [هنا (8) ھو آثر ۸ وی۸ متعامل 


وبذلك يكون ‏ 6-1 عاملاً في (:)4 وتكون (2(0-5-)(1-)) -(10 +,7- 1)7 ¬( = )4(0 . ينتج عن ذلك أن قيم 
ص9۰9 ۰ 2= ۸=5. 
1231 اوجد متجهاً ذاتياً لكل واحدة من القيم الذاتية ل 8. 
لا نطسرح 3-1 من قطسر 8, فنحصسل على المنظومة المقابلة: 0 2ج + برة + برق 0ع ع2 + ر4 + 2x‏ 
22-0 - ر4 ¬ ٭2-, والتي لها حل غير صفري (2-,0,1) > ,7. ونطرح 2-2 من قطر ۸, فنحصل علی المنظومة 
2-0+ 230 + 22 22-0 + نرة+ 2 32-0- 4 «2-, والتي لهاحل غير صفري (2,2-,1) ,0 تطرح 
22-5 من قطر ۸ء فنحصل على المنظومة المتجانسة 2-0 + رھ برس 22=0- »×2 0= 62 ر4 پروے 
والتي لها حل غير صفري (1-,!,!) > را. 





6 تا تطبيقات في الهندسة والحسبان 


1 اوجد مصفوفة غیر شاذة ۲ بحیث تکون 57088 - 8 قطرية. 
8 لتكن 5 المصفوفة التي أعمدتها ,۷ ر۷ ۷ على الترتيب. إذن 


1 3 0 1 
1 وی کو او > 1 2 ]مرا مدھ 
2 2- 5 


121 حل منظومة المعادلات التفاضلیة 
# نحول المنظومة إلى الشکل القطري, بواسلة تحویل للمتغیرات باستخدام المصفوفة ۶ اعلاہ وذلك كما يلي؛ 
x= y+ x x‏ 
8 ایک اور سو سر 0 
21 2 ا سس ر2 + ا2 حا 


ويكون للمنظومة الآن» وبسبب هذا التحويل للمتغيرات, الشكل القطري 


1 


7 اور يود 42 
Ar 5 2 = 2y E‏ 
إن حل المنظومة القطرية 'مة= ×, یا ےہ یتس حیث 8 طا »> وسائط. نعرض في (1) فنحصل على الحل 
المطلوب: 
"'توں ب اتوم پر 
اش رش ا y=‏ 


2 = ~2ae' + 2be* - اث‎ 








